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Prologo 


El  prop6sito  de  este  libro  sigue  siendo,  como  en  la  primera  edition  (en  ingles),  proporcionar  a los 
alumnos  que  inician  sus  estudios  de  calculo  una  serie  de  problemas  representatives,  resueltos  con  todo 
detalle.  Por  sus  caracterfsticas  sera  asimismo  de  gran  utilidad  para  los  estudiantes  de  ciencias  e ingenieria 
que  necesiten  consultar  o repasar  conceptos  fundamentales  de  la  teoria  y encontrar  el  modo  de  resolver 
ciertos  problemas,  relacionados  con  alguna  aplicacion  pr£ctica.  Por  otra  parte,  al  figurar  en  esta  edicidn 
demostraciones  de  los  teoremas  y deducciones  de  las  formulas  de  derivation  e integracidn,  junto  con 
una  amplia  relacidn  de  problemas  resueltos  y propuestos,  tambi6n  se  puede  utilizar  como  libro  de  texto 
para  desarrollar  un  curso  de  calculo. 

La  disposicidn  del  libro  es,  en  lineas  generates,  analoga  a la  de  la  edicidn  anterior.  Cada  capitulo 
comienza  por  establecer  las  definiciones,  principios  y teoremas  de  los  temas  a tratar  en  el.  Los  ejemplos 
ilustrativos  y los  problemas  resueltos  que  figuran  a continuacidn  se  han  seleccionado  no  solo  con  el  objeto 
de  ampliar  o completar  la  teoria,  sino  tambidn  con  el  de  que  el  alumno  adquiera  practica  en  la  formula- 
ci6n  y resolucidn  de  problemas;  para  que  6ste  pueda  aplicar  repetidamente  los  principios  fundamentales 
y para  que  la  ensenanza  sea  verdaderamente  eficaz;  para  prevenirle  ante  las  dificultades  con  que  normal- 
mente  se  tropieza  el  principiante  y,  finalmente,  para  mostrar  el  amplio  campo  en  el  que  el  calculo  tiene 
aplicacidn.  En  la  explicacidn  de  los  problemas  resueltos  se  incluyen  numerosas  demostraciones  de  teo- 
remas y se  razonan,  detalladamente,  los  resultados.  Para  sacar  el  m&ximo  partido  de  este  libro,  bien  se 
utilice  como  texto  suplementario,  bien  como  texto  propiamente  dicho,  es  necesario  estudiar  detenida- 
mente  los  problemas  resueltos.  En  cada  uno  de  ellos  hay  algo  que  aprender  y lo  mas  practico  sera  que 
el  alumno  los  vuelva  a resolver  61  solo,  justificando  los  sucesivos  pasos  o etapas  de  los  mismos.  De  esta 
forma  no  se  encontraran  grandes  dificultades  para  resolver  la  mayor  parte  de  los  problemas  propuestos. 

El  aumento  de,  aproximadamente,  un  cincuenta  por  ciento,  que  ha  experimentado  el  contenido  de 
esta  edicidn  se  debe,  solo  en  parte,  a las  adiciones  reseiiadas  anteriormente.  Otras  innovaciones  que  me- 
rece  la  pena  destacar  son  el  estudio  mas  completo  del  concepto  de  limite,  de  la  continuidad  de  funciones 
y de  las  series  infinitas,  asi  como  la  introduccidn  mas  extensa  que  se  ha  dado  a los  vectores  en  el  piano 
y en  el  espacio. 

Con  objeto  de  que  la  parte  en  que  se  exponen  las  aplicaciones  mas  elementales  de  la  integracidn, 
como  son  el  calculo  de  areas,  voltimenes,  etc.,  se  pueda  estudiar  en  orden  de  capitulos  diferente  al  que 
aqui  aparece,  estos  han  sido  expuestos  de  forma  que  en  su  mayor  parte  se  puedan  asimilar,  una  vez  es- 
tudiados  los  seis  primeros.  Asi,  quienes  utilicen  este  texto  como  libro  de  consulta  o suplemento,  encon- 
trar&n  pocas  dificultades  para  acomodarlo  a sus  necesidades. 

El  autor  quiere  aprovechar  la  oportunidad  de  poder  expresar  su  gratitud  a la  Schaum  Publishing 
Company  por  su  magnifica  cooperacidn. 


Frank  Ayres,  Jr. 
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Capiiulo  1 


Variables  y funciones 


EL  CONJUNTO  DE  LOS  NUMEROS  REALES  esta  formado  por  el  de  los  niimeros  racionales  (enteros 
positivos  y negativos,  cero  y los  fraccjdnarios  de  la  forma  ajb  siendo  ay  b numeros  enteros)  y el 
de  los  ntimeros  irracionales  (de  infifnitas  cifras  decimales,  como  por  ejemplo  Vl  = 1,4142 . . . 
y tt  = 3,14159.  . . que  no  se  pyeden  expresar  como  una  relacion  entre  enteros). 

El  algebra  de  los  niimeros  complejos  no  juegan  aqui  papel  alguno  y como  no  puede  haber  con- 
fusidn  siempre  que  se  hable  de  un  ntimero,  se  sobrentendera  que  se  trata  de  un  mimero  real . 


EL  VALOR  ABSOLUTO  O NUMERICO  (\N\)  de  un  ntimero  (real)  N se  define  por: 

\N\  = N si  N es  cero  o un  ntimero  positivo, 

\N\  =-  — N si  N es  un  ntimero  negativo. 

Por  ejemplo, 

I3|  = 1-3 1 =3,  |3  — 5|  = |5  — 3|  =2, 

\x  — a\=x  — asix^a  y \x  — a\  = a — x si  x < a. 

En  general,  si  a y b son  dos  niimeros  cualesquiera, 

— \a\  < a ^ \a\ 

l«±*l  = l*±«l;  \ab\  = |a|-|6|;  | = b^O; 

\a  + b\  > \a\  — \b\;  \a  — b\  < \a\  + |Z>|; 

\a  + b\  < \a\  + |Z>|;  \a  — b\  > \a\  — \b\. 


UNA  ESCALA  NUMERICA  es  una  representacidn  gr&fica  de  los  ntimeros  reales  por  medio  de  los  puntos 
de  una  recta.  A cada  ntimero  le  corresponde  un  solo  punto  de  la  recta  y reciprocamente.  Por  tanto, 
los  vocablos  mimero  y punto  (en  una  escala  num^rica)  se  pueden  utilizar  indistintamente. 

Para  establecer  una  escala  numfrica  sobre  una  recta  hay  que  efectuar  las  siguientes  operaciones: 
(i)  tomar  un  punto  cualquiera  de  ella  como  origen  (asign&ndole  el  0),  (ii)  elegir  un  sentido  positivo 
(se  indica  por  medio  de  una  flecha)  y (iii)  con  una  unidad  de  medida  adecuada  situar  el  punto  +1 
a una  distancia  del  0 igual  a dicha  unidad.  Los  niimeros  (puntos)  N y — N est&n  a ambos  lados 
de  0 y a \N\  unidades  de  el. 

1 1 1 1 1 — H 1 1 1 — I 1 H 1 ► 

-4  -3  —5/2  -2  -8/2  -1  0 1/2  1 V5  * 3*  4 

1 
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Si  a y b son  dos  numeros  diferentes,  a < b significa  que  a est&  situado  a la  izquierda  de  b en  la 
escala,  mientras  que  a > b quiere  decir  que  a esta  a la  derecha  de  b . 

El  segmento  dirigido  de  a a b viene  representado  por  b — a,  siendo  negativo  si  a > b y posi- 
tivo  si  a < b.  En  cualquiera  de  estos  casos,  b esti  a una  distancia  de  a igual  a \b  — a\  = | a — b |. 


INTERVALOS  FINITOS.  Sean  ay  b dos  ntimeros  tales  que  a < b.  El  conjunto  de  todos  los  mimeros  x 
comprendidos  entre  a y b recibe  el  nombre  de  intervalo  abierto  de  a a b y se  escribe  a < x < b. 
Los  puntos  a y b reciben  el  nombre  de  extremos  del  intervalo.  Un  intervalo  abierto  no  contiene 
a sus  extremos. 

El  intervalo  abierto  a < x < b junto  con  sus  extremos  ay  b recibe  el  nombre  de  intervalo  ce - 
rrado  de  a a b y se  escribe  a <;  x < b. 


0-0 — 

a b 

intervalo  abierto:  a < x < b 


• - • 

a b 

intervalo  cerrado:  a — x — b 


INTERVALOS  INFINITOS.  Sea  a un  numero  cualquiera.  El  conjunto  de  todos  los  numeros  jc  tales  que 
x < a recibe  el  nombre  de  intervalo  infinito.  Otros  intervalos  infinitos  son  los  definidos  por  x <>  a, 
x > a y x ;>  a. 

(Ver  Problemas  1-2.) 


CONSTANTS  Y VARIABLE.  En  la  definicidn  del  intervalo  a < x < b: 

(i)  cada  uno  de  los  simbolos  ay  b representan  un  solo  numero  que  se  denomina  una  constante . 

(ii)  el  simbolo  x representa  un  numero  cualquiera  del  conjunto  de  niimeros  y se  denomina  va- 
riable. 

El  campo  de  variacidn  de  una  variable  es  otra  caracteristica  del  conjunto  de  numeros  que  ella 

representa.  Por  ejemplo: 

(1)  si  x es  un  libro  de  un  conjunto  formado  por  diez  volumenes,  el  campo  de  variacidn  de  x es 
el  conjunto  formado  por  los  ndmeros  enteros  1,  2,  3, . . 10. 

(2)  Si  x es  un  dia  del  mes  de  julio,  su  campo  de  variacidn  estari  formado  por  el  conjunto  de  nu- 
meros 1,  2,  3, . . 31. 

(3)  Si  x es  la  cantidad  de  agua  (en  litros)  que  se  puede  sacar  de  un  depdsito  lleno  de  diez  litros, 
su  campo  de  variacidn  es  el  intervalo  0 < x < 10. 


LAS  DESIGUALDADES,  como  por  ejemplo  2x  — 3 > 0 y x®  — 5x  — 24  < 0,  tambien  definen  inter- 
valos sobre  una  escala  numdrica. 

Ejemplo  1 : Resolver  la  desigualdad  (a)  2x  — 3 > 0,  (6)  x*  — 5x  — 24  < 0. 

(a)  Se  resuelve  2x  — 3 = 0 y se  obtiene  x = 3/2;  consideramos  los  intervalos  x < 3/2  y x > 3/2.  Para  un  valor 
cualquiera  de  x del  intervalo  x < 3/2,  tal  como  x = 0,  se  verifica  2x  — 3 <0;  para  un  valor  cualquiera  de  x del 
intervalo  x > 3/2  tal  como  x = 3,  se  verifica  2x  — 3 > 0.  Por  tanto,  2x  — 3 > 0 para  todo  valor  de  x perte- 
neciente  al  intervalo  x > 3/2. 

(b)  Se  resuelve  x*  — 5x — 24  = (x  + 3)(x  — 8)  = 0 y se  obtiene  x = — 3 yx  = 8;  consideremos  los  intervalos 
x < — 3,  — 3 < x < 8,  x > 8.  Ahora  bien  x*  — 5x  — 24  > 0 para  todos  los  valores  de  x pertenecientes  a los 
intervalos  x < — 3 y x > 8.  Por  otra  parte  x*  — 5x  — 24  < 0 para  los  valores  del  intervalo  — 3 < x < 8. 
Por  tanto,  x*  — 5x  — 24  < 0 en  el  intervalo  — 3 < x < 8. 


(Ver  Problema  3.) 
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FUNCION  DE  UNA  VARIABLE.  Se  dice  que  una  variable  y es  funcion  de  otra  x,  cuando  ambas  estan 
relacionadas  de  forma  que  para  cada  valor  de  x perteneciente  a su  campo  de  variacion  le  corresponde 
un  valor  de  y.  La  variable  y , cuyo  valor  depende  del  que  tome  x,  recibe  el  nombre  de  variable  de - 
pendiente , mientras  que  x es  una  variable  independiente.  La  relation  que  liga  a la  funcion  con  la 
variable  puede  ser  una  tabla  de  valores  en  correspondencia  (por  ej.,  una  tabla  de  logaritmos),  una 
grafica  o una  ecuacion. 


Ejemplo  2: 

La  ecuacion  x2  — y — 10,  siendo  x la  variable  independiente,  asigna  un  valor  a y para  cada  valor  que  se  de  a x. 
La  funcion  definida  es  y = x2  — 10.  La  misma  ecuacion,  tomando  a y como  variable  independiente,  hace  correspon- 
der  dos  valores  de  x con  cada  uno  de  los  que  se  den  a y.  Por  tanto,  se  pueden  definir  dos  funciones  de  y : x = \f\0~\-  y 
y x = — V 10  + y. 


Algunos  autores  definen  a y como  funcion  de  x,  cuando  a cada  valor  de  x,  perteneciente  a su 
campo  de  variacion,  le  corresponde  uno  o mas  valores  de  y.  Asi,  pues,  en  el  Ejemplo  2,  y es  una 
funcion  uniforme  de  x,  mientras  que  x es  una  funcion  multiforme  de  y.  Sin  embargo,  en  el  Calculo, 
es  conveniente  descomponer  las  funciones  multiformes  en  dos  o mas  funciones  uniformes. 

Por  ello,  la  definition  que  hemos  dado  de  funcion  lleva  implicita  esta  propiedad  de  uniformidad. 

El  simbolo  /(x)  se  lee  «funcion  de  x»  o bien  / de  x,  pero  nunca  «/  veces  x».  Si  en  un  mismo 
problema  intervienen  otras  funciones  de  x se  emplearan  letras  diferentes  para  denominarlas:  g(x), 
h(x\  F(x\  0(x),  ... 

Para  poder  estudiar  una  funcion  y = /(x)  se  necesita  siempre  conocer  el  campo  de  variacion 
de  la  variable  independiente,  que  tambien  recibe  el  nombre  de  dominio  de  definicion  de  la  funcion. 


Ejemplo  3: 

(a)  La  funci6n/(*)  = 18*  — 3x*  esti  definida  para  todo  valor  de  x; 
es  decir,  que  siempre  que  x sea  un  numero  real,  18*  — 3*2  tam- 
bi£n  Io  es.  Por  consiguiente  el  campo  de  variacidn  de  * o domi- 
nio de  definici6n  de  la  funcidn  esti  formado  por  el  conjunto  de 
los  numeros  reales. 


(6)  Si  el  Area  de  un  rect&ngulo  determinado  viene  dada  por 
y — 18*  — 3*2,  siendo  * uno  de  sus  lados,  tanto  * como 
18*  — 3*a  deben  ser  positivos.  De  la  figura  adjunta  o bien  del 
Problema  3(a)  se  deduce  que  el  dominio  de  definici6n  es  el 
intervalo  0 < * < 6, 


(c)  El  dominio  de  definici6n  de  la  funci6n  y = *2  — 10  del  Ejem- 
plo 2 es  el  conjunto  de  los  ntimeros  reales.  En  las  funciones 
x — \/uTT~y  y * = — \/\0  + y es  necesario  que  10  + y > 0; 
por  tanto,  el  dominio  de  definicibn  de  cada  una  de  ellas  es 
y > —10. 


Se  dice  que  una  funcion  /(x)  esta  definida  en  un  intervalo,  cuando  Io  esta  en  un  punto  cualquiera 
de  dicho  intervalo. 

Si /(x)  es  una  funcion  de  x y a es  un  valor  de  su  dominio  de  definicidn,  la  expresion  f(a)  significa 
el  valor  num^rico  obtenido  al  sustituir  x per  a en  /(x)  o sea  el  valor  que  toma  f(x)  cuando  x — a. 


Ejemplo  4:  Si  /(*)  = *3  — 4*  + 2,  tendremos 

/(])  = (I)3  — 4(1)  + 2 = 1— 4 + 2=— 1, 

f( — 2)  = (—2)*  — 4( — 2)  + 2 = — 8 + 8 + 2 = 2, 
/(a)  = a3  — 4a  + 2,  etc. 


(Ver  Problemas  4-13.) 
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UNA  SUCESION  INFINITA  es  una  funcion  de  una  variable  (representada  normalmente  por  n ) cuyo 
campo  de  variacion  esta  formado  por  el  conjunto  de  los  niimeros  enteros  positivos.  Por  ejemplo, 

cuando  n va  tomando  los  valores  K 2,  3.  4,  . . la  funcion  — ^ — — - da  lugar  a la  sucesion  de  termi- 

n 4~  1 

bos  J,  . La  sucesidn  se  denomina  infinita  para  indicar  que  no  tiene  ultimo  termino. 


El  termino 


1 


de  la  sucesidn  anterior  recibe  el  nombre  de  termino  general  o termino  enesimo . 

1 


n 4-  1 

Una  sucesion  se  representa  por  su  termino  general  encerrado  entre  Haves 

1 


* 4-  1 


o bien  indican- 


do  algunos  de  los  terminos  que  la  componen,  h h * * *> 


* 4-  1 


(Ver  problemas  14-15). 


Problemas  resueltos 


1.  Enunciar  y dibujar  los  intervalos:  (a)  — 3 < x < 5,  ( b ) 2 < x < 6,  (c) 

(a)  Todos  los  niimeros  mayores  que  — 3 y menores  que  5.  

(b)  Todos  los  niimeros  igual  o mayor  que  2 e igual  o menor  que  6. 

(c)  Todos  los  niimeros  mayores  que  — 4 e igual  o menor  que  0. 


< x < 0,  (d)  x > 5,  (e)  jc  < 2. 


-3 


2 


-4  0 

Este  intervalo  finito  que  contiene  a uno  de  sus  extremos,  recibe  el  nombre  de  intervalo  semiabierto. 


(d)  Todos  los  niimeros  mayores  que  5. 

(e)  Todos  los  niimeros  igual  o menor  que  2. 


2.  Enunciar  y dibujar  los  intervalos: 

(a)  \x\  <2;  (b)  |jc|  > 3;  (c)  |*  — 3|  < 1;  (d)  \x  — 2|  < 6t  6 > 0;  (e)  0 < |x  + 3|  < <5,  6 > 0. 

(a)  Intervalo  abierto  — 2 < x < 2.  O O 

-2  2 

( b ) Dos  intervalos  infinitos:  x < — 3 y x > 3.  o 

(c)  Intervalo  abierto  que  contiene  al  punto  3.  Para  hallar  los  extremos  hacemos  x — 3 = 1,  con  lo  cual,  x = 4 y 

3 — x — 1,  de  donde  x = 2.  (Hay  que  tener  en  cuenta  que  |jc  — 3|  — x — 3 6 3 — x segiin  el  valor  de  x)  Los 

extremos  son  2 y 4 y el  intervalo  es  el  2 < x < 4.  Obsdrvese  que  el  intervalo  estd  formado  por  todos  los  puntos 

cuya  distancia  a 3 sea  menor  que  1. 


O I o 

2 8 4 


(d)  Siendo  <5  un  niimero  positivo  dado,  el  intervalo  2 — <5<jc<2  + <5  esti  formado  por  todos  los  puntos  cuya  dis- 
tancia a 2 sea  menor  que  (5.  Este  intervalo  es  un  entorno  del  punto  2. 


2- a 


2 T$T 


(e)  La  desigualdad  \x  + 3|  < d define  el  intervalo  — 3 — d < x < — 3 4-  (5  que  contiene  al  punto  — 3.  La  condicion 
0 < \x  4-  3 1 implica  que  x=£  — 3.  Por  tanto,  el  campo  de  variacibn  de  x estd  formado  por  los  dos  intervalos  abier- 
tos  — 3 — d < x < — 3 y — 3 < x < — 3 4-  <5.  Los  dos  intervalos  constituyen  el  entorno  reducido  del  punto  — 3. 


-3 -a 


-o- 

-3 


-3  + a 
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3.  Resolver  las  desigualdades:  (a)  18*  — 3*2  > 0,  ( b ) (*  + 3)  (* — 2)  (* — 4)  < 0,  (r)  (*  + l)*(x — 3)  > 0. 

(a)  De  la  igualdad  18*  — 3*2  = 3*(6  — *)  = 0,  se  deduce,  * = 0 y * = 6;  a continuation,  se  determina  el  signo 
de  18*  — 3*2  para  los  valores  de  * pertenecientes  a los  intervalos  * < 0,  0 < * < 6 y * > 6.  La  desigualdad  se 
verifica  para  los  valores  de  * comprendidos  en  el  intervalo  0 < * < 6. 

( b ) Una  vez  determinado  el  signo  de  (*  + 3)  (*  — 2)  (*  — 4)  en  cada  uno  de  los  intervalos  * < — 3,  — 3 < * < 2> 
2<*<4y*>4,  se  llega  a la  conclusion  de  que  la  desigualdad  se  satisface  para  todos  los  valores  de  * de  los 
intervalos  * < — 3 y 2 < * < 4. 

(c)  Los  intervalos  que  se  deben  estudiar  son  * < — 1,  — 1 <*<3y*>3.  La  desigualdad  se  cumple  para  * > 3. 
Obs6rvese  que  como  (*  + I)2  > 0 para  todos  los  valores  de  *,  no  es  preciso  tenerlo  en  cuenta.  iSe  podria  decir 
lo  mismo  del  factor  (*  + J)a? 


4.  Dada/(*)  = 4r^4r>  hallar/(0),/(-J),/(2a),/< !/*),/(*  + h). 


*2  + 2 1 
/( 0)  = 

/(!/*)  = 


1 


0 + 2 
I/*  — 1 


— /(— i)  = — ! — - 

2 Jy  ' 1+2 


2 
3 ’ 


f(2a)  = 


2a  — 1 

^HrY’ 


I/*2  + 2 I + 2xl  * 


/(*  + h)  = 


x + h — 1 


* + h — 1 _ 

r*T~A)M-  2 ~~  xjr-F2hx  Vhr+  2 


5.  Si/(*)  = 2r,  demostrar  que  ( a)f(x  + 3)  — /(*  — 1)  = fix ) y ( b ) 


, fix  + 3) 
~f(x—\) 


= /(4). 


15 


fix  + 3)  2Z  + 3 


id)  fix  + 3)  -/(*  - I)  = 2'+*  - 2'-1  = 2Z(23  - *)  = —fix)  (b)  ^ = 2}  =/( 4). 


6.  Si  /(*)  = logfl  1/*,  demostrar  que  ia ) /(a3)  = — 3 y ib ) fia~llx ) = 1/r. 

(a)  /(a3)  = log0  1/a3  = loga  a~3  = — 3 ib)  fia~llx)  — 1og«  l/a“1/J  = log,,  allx  = 1/j. 


7.  Si  fix)  = log0*  y F(2)  = a*,  demostrar  que  Fifix))  =/(/r(*». 
F(f{x))  = Fdoga  *)  = a‘<V  - * - loga  a"  = /(**)  =f(Fix)f 


8.  Determinar  el  campo  de  variacidn  de  la  variable  independiente  * en  las  funciones  siguientes: 

(a)  y = ■%/ 4 — *2,  (b)  y = V*2—  16,  (r)  y = — ■,  id)  y = («)  y = — 2 

(а)  Como  y debe  ser  real,  4 — *2  > 0,  o sea,  *2  < 4;  el  campo  de  variacion  de  * es  el  intervalo  — 2 < * < 2 o bien 
|*|  < 2.  Es  decir, /(*)  = \/~4  — *2  estd  definida  en  el  intervalo  — 2 < * < 2 y solo  en  61. 

(б)  En  este  caso  *2  — 16  > 0 o bien  *a  > 16;  el  campo  de  variacion  de  * esta  formado  por  los  intervalos  * < — 4 
y x > 4,  o bien  |*|  >4. 

(c)  La  funci6n  estd  definida  para  todos  los  valores  de  * excepto  para  * = 2.  El  campo  de  variatidn  de  * se  puede 
expresar  por  * < 2,  * > 2 o por  * ^ 2, 

id)  La  funci6n  esti  definida  para  * ^ ± 3. 

ie)  Como  *2  + 4 =£  0 para  todo  valor  de  *,  el  campo  de  variaci6n  de  * es  el  conjunto  de  los  numeros  reales. 


9.  Representar  gr&ficamente  las  funciones  definidas  por: 

fix)  = 5 cuando  0 < * < 1 /(*)  = 10  cuando  1 < * < 2 

fix)  = 15  cuando  2 < * < 3 /(*)  = 20  cuando  3 < * < 4 etc. 

Determinar  los  campos  de  variacion  de  * y de  y = /(*). 
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La  funcibn /(jc)  representa  el  coste  (en  unidades  arbitrarias)  de  la  franquicia  de  correos  por  el  interior  paraelenvio 
de  un  peso  jc  (en  unidades  arbitrarias).  El  campo  de  variacibn  de  x es  el  intervalo  x > 0 y el  de  y = /(jc),  es  el  conjunto 
formado  por  los  numeros  5,  10,  15,  20, . . . 


10.  Para  proteger  un  terreno  rectangular  se  precisaron  2 000  m de  alambrada.  Si  una  de  las  dimensiones  es  x m,  expresar 
el  drea,  y (m2),  en  funcibn  de  x.  Determinar  el  campo  de  variacibn  de  x . 


Como  una  de  las  dimensiones  es  x , la  otra  sera  £(2  000  — lx)  ~ 1 000  — jc. 
El  Area  es  y = jc(I  000  — x)  y el  campo  de  variacibn  de  x es  0 < jc  < 1 000, 


11.  Expresar  la  longitud  / de  una  cuerda  de  una  circunferencia  de  8 cm  de  radio  en 
funcibn  de  su  distancia  x cm  al  centro  de  la  misma.  Determinar  el  campo  de 
variacibn  de  x. 

De  la  Fig.  1-3  se  deduce,  J/  — V 64  — x2  y I = 2\/  64  — ;ca. 

El  campo  de  variacibn  de  x es  el  intervalo  0 < x < 8. 


12.  En  cada  uno  de  los  vertices  de  una  placa  cuadrada  de  estafto  de  12  cm  de  lado, 
se  cor  tan  pequeftos  cuadrados  de  x cm  de  lado,  dobldndose  a continuacibn  los 
hordes  hacia  arriba  para  formar  una  caja  abierta.  Expresar  el  volumen  V (cm8) 
en  funcibn  de  x y determinar  el  campo  de  variacibn  de  cada  una  de  las  variables. 

La  base  de  la  caja  es  un  cuadrado  de  (12  — 2*)  cm  de  lado  y su  altura  es 
de  x cm.  El  volumen,  V — jc(12  — 2jc)8  = 4jc(6  — jc)a.  El  campo  de  variacibn  de  jc 
es  el  intervalo  0 < x < 6. 

A medida  que  aumenta  jc,  dentro  de  su  campo  de  variacibn,  tambibn  lo 
hace  V hasta  un  determinado  valor  para  luego  disminuir.  As!  pues,  de  todas  las 
cajas  que  se  pueden  construir  hay  una,  Af,  de  volumen  mbximo.  Para  deter- 
minar Af  es  preciso  conocer  el  valor  de  jc  para  el  cual  V comienza  a disminuir. 
Este  problema  se  resolverb  en  un  capltulo  posterior. 


ot 

A 

& 

l 

64 

12-2* 

Fig.  1-4 


13.  Si  f(x)  = x2  + 2jc,  hallar  e interpretar  el  resultado. 

ft 

f(a  + h)—  f(a)  [(a  + h)'  + 2(a  + h)]  — (aa  + 2a) 
h h 

= 2a  + 2 h 


Sobre  el  grbfico  de  la  funcibn  (Fig.  1-5)  situamos  los  puntos  P y Q cuyas 
abscisas  respectivas  son  a y (a  + A).  La  ordenada  de  P es  f(a)  y la  de  Q es f(a  -f  A). 
Por  tanto, 


/(a + /»)-/(«) 
h 


diferencia  de  ordenadas 
diferencia  de  abscisas 

pendiente  de  PQ 
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14.  Escribir  los  cinco  primeros  tlrminos  de  cada  una  de  las  siguientes  sucesiones: 


(a) 


| 1 — ^ Tendremos  sM  = 1 — ~ ; por  tanto  = 1 — = 


2*2  4 * * 


1 _ 5 _ , 17 

2*3  6 * S*  2*4  8 ’ 


y = 9/10.  Los  tlrminos  pedidos  son  1/2,  3/4,  5/6,  7/8,  9/10. 


(«  (-ir+i 


J ) 


3/i  — 1 j 
st  = (-\y- 


Tendremos  sn  = ( — 1)* 


1 


3*1  — 1 


- 1/2, 


■ — — 1/5,  *-(-!)«- 


= 1/8, 


3*2  — 1 “3  v " 3*3—1 

Si  — —1/11,  St  = 1/14.  Los  tlrminos  pedidos  son  1/2,  —1/5,  1/8,  —1/11,  1/14. 

| i 4* nt  |*  lj)S  tirminos  son  1,  4/5,  3/5,  8/17,  5/13. 

1—23—45 


(c) 

(d)  {(- 1)*+1 


(n  4-  l)(n  4-  2) 


. Los  tlrminos  son 


2*3’  3*4’  4*5’  5*6*  6*7' 


(e)  (if( — l)11  + 1]}.  Los  t£rminos  son  0,  1,  0,  1,  0. 


15.  Escribir  el  tlrmino  general  de  cada  una  de  las  siguientes  sucesiones: 

(a)  1. -1/3,  1/5,  1/7, 1/9,... 

Los  tlrminos  son  los  reciprocos  de  los  numeros  impares  positivos.  El  tirmino  general  es 


1 


2/t  — 1 * 


0 b ) 1.— 1/2.  1/3, -1/4,  1/5,... 

Prescindiendo  del  signo,  se  trata  de  los  reciprocos  de  los  enteros  positivos.  El  tlrmino  general  es 
(_d»+i-L  o (— l)"-1  — . 

ft  ft 

(c)  1,  1/4,  1/9,  1/16,  1/25 

Los  t&minos  son  los  reciprocos  de  los  cuadrados  de  los  enteros  positivos.  El  tirmino  general  es  l In2. 


id)  4, 


1*3  1*3*5  1 *3*5*7 


2 ’ 2*4*  2-4*6*  2 -4  * 6 • 8 * 
{€)  1/2,-4/9,9/28,-16/65 


El  tlrmino  general  es 


1 *3  *5... (2/i—  1) 
2*4*6...  (2n)  ' 


Sin  teneren  cuenta  el  signo,  los  numeradores  son  los  cuadrados  de  los  enteros  positivos,  y los  denominadores  son 
los  cubos  de  dichos  enteros  incrementados  en  una  unidad.  El  tlrmino  general  es  ( — l)"+l 


16.  Demostrar  que  si  a y b son  dos  numeros  cualesquiera,  \a  4-  b\  < \a\  + |6j. 

Consideremos  los  siguientes  casos:  (a)a  y b ambos  positivos,  (b)  a y b ambos  negativos,  (c)  a y b uno  positivo  y otro 
negativo. 

(a)  Como  \a\  = a,  \b\  = 6,  y a 4-  b es  cero  o un  niimero  positivo,  tendremos 

\a  4-  b\  = a 4-  b = \a\  4-  \b\ 

(b)  Como  | a\  = — at  \b\  = — 6,  y a 4-  b es  negativo,  tendremos 

I a + b\  = — (a  4-  b)  — — a 4-  ( — b)  — \a\  4-  \b\ 

. . . s 

(c)  Supongamos  a >*0  y b < 0;  entonces  \a\  = a y \b\  ~ — 6. 

Si  \a\  > |6|,  entonces  \a  4-  b\  — a 4-  b < a — b = |a|  4-  |6|. 

Si  | a\  < |6|,  entonces  \a  4-  b\  = — a — b < a — b ~ \a\  4-  |6|. 

Si  \a\  = (6|,  entonces  \a  4-  b\  = 0 < |a|  4-  |6|. 

Por  tanto,  sia>0y6<0osia<0y6>0,  entonces  \a  4-  b I < \a\  4-  |6|. 
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Problemas  propuestos 


17.  Representar  cada  uno  de  los  intervalos  siguientes: 

(a)  — 5<*<0  (c)  -2«*<3  (e)  |*|  < 3 (g)  I*  — 2|<*  (/)  0 < |jc  — 2|  < 1 (A)  \x-2\>\ 

(A)  x < 0 (d)  jc  > 1 (/)  lx\>  5 (A)  |*  + 3|  > 1 (j)  0 < |*  + 3|  < i 

18.  Si  f(x)  =x‘  — 4x  + 6,  hallar  (a)  /(0),  (A)  /( 3),  (<•)  /(— 2).  So/,  (a)  6,  (b)  3,  ( c ) 18 

Probar  que  /(*)  =/(7/2)  y f(2  — h)  =/( 2 + A). 

19.  Si  /(*)  = hallar  (a) /(0),  (A)  /(l),  (c)/(-2).  So/,  (o)  -1.  (A)  0,  (c)  3 

Probar  que  /(1/x)  = —/(at)  y /(—  1/x)  = — 1 //(x). 


20.  Si  /(x)  = x*  — x,  demostrarque  /(x  + 1)  =/(— x). 

21.  Si  /(at)  = 1/*,  demostrar  que  f(a)  — /(A)  = / — j. 

22.  Si  y = /(x)  = (5a:  + 3)/(4x — 5),  demostrar  que  x =/(y). 

23.  Determinar  el  dominio  de  definici6n  de  cada  una  de  las  funciones  siguientes: 

(®)  y = x’  + 4 (c)  y - V**  - 4 ' - - 2* 


(A)  y = V**  + 4 (d)  y = 


* + 3 


(«)  y = 
(/)  y = 


(*  - 2)(*  + 1) 
1 

V9-*‘ 


/v  X*  — 1 

<*>  » = ?+I 


(A) 


*=VS- 


So/.  (a),  (A),  (*)  todos  los  valores  de  a:;  (c)  |x|  >2;  (rf)  — 3;  (e)  x ^ — l,  2;  (/)  — 3 < x < 3;  (A)  0 ^ x < 2 


24.  Hallar  ^ siendo:  ( a ) /(x)  = — para  a ^ 2f  a + h 2;  (A)  /(x)  = V x — 4 para 

ft  x — 2 


o > 4,  o + A > 4;  (c)/(x)  = 


5o/-  (°)  (o  — 2)(o  + A — 2)  ’ 


* + 1 


para  a # — 1,  a + A ^ — i. 


(A) 


V®  + A — 4 + V®  — 4 
25.  Escribir  los  cinco  primeros  tirminos  de  cada  una  de  las  sucesiones, 


<«> 


(®  + 1)(®  + A + 1) 


(«) 


(A) 


K1} 

{ w(n  + 1)} 


(c)  {o  + (n  — l)d} 


(d)  {(-!)■♦*  w-1} 


(«) 

(/) 


\ Vl  + n* 


(y) 


(A) 


{<-»•*■£} 
f (2*)!  1 
13*6-7 


So/.  (®)  2,  3/2,  4/3,  5/4,  6/5 

(A)  1/2,  1/6,  1/12,  1/20,  1/30 

(c)  a,  a + d,  a + 2d,  a + 3d,  a + 4d 

(d)  a,  — ar,  a r1,  — ar*,  ar4 


26.  Escribir  el  tlrmino  general  de  cada  una  de  las  sucesiones. 


(e)  1/V2,  2/ V®,  3/VlO,  4/Vl7,  5/V26 
(/)  V2,  iV3,  2/3,  iv/5,  V6/5 
(p)  1,  -1/2,  2/9,  -3/32,  24/626 
2 2*  2*  7 • 2’  7*2* 

W 3’  3*5’  3-5’  3*  • 5*  ’ 3*6* 


(a)  1/2,  2/3,  3/4,  4/5,  5/6,  . . . 

(A)  1/2,  -1/6,  1/12,  -1/20,  1/30,  . . . 
(c)  1/2,  1/12,  1/30,  1/56, 1/90, .. . 


Sol.  (a) 


n + 1 


(2n  - l)2n 


(d)  1/53,  3/5*,  5/57,  7/5*,  9/5u, . . . 

(e)  1/2!, -1/4!,  1/6!,  -1/8  !,1/10!,... 


9y%  _ 1 

■ W^TT.  <•>  (“D" 


(2n)! 


27.  «Siempre  que  |x  — 4|  < 1,  |/(x)|  > 1»  significa:  «siempre  que  x estA  comprendido  entre  3 y 5,/(x)  es  menor  que  — 1, 
o bien  mayor  que  + 1».  Interpretar  las  siguientes  expresiones: 

(a)  Siempre  que  |x  — 1 1 <2,  /(x)  < 10.  (c)  Siempre  que  0 < |x  — 6|  < 1,  /(x)  > 0. 

(A)  Siempre  que  |x  — 5 | < 2,  /(x)  > 0.  (d)  Siempre  que  |x  — 3|  < 2,  |/(x)  — 9|  <4. 

28.  Dibujar  la  funci6n  y =/(x)  = 6x  — x1  y determinar  cuil  de  las  expresiones  (a)  — (d)  del  Problema  27  son  verdaderas 
o falsas.  Sol.  (A)  es  falsa. 

29.  Demostrar  que,  siendo  ay  b dos  numeros  cualesquiera : \a  ± A|  = IA  ± a\\  \ab\  = \a\  * |A|;  \ajb\  = \a\  / |A|,  A # 0; 
Ifl  + Al  > W — |A|;  \a  — A|  < |a|  + |A|;  |a  — A|  >^\a\~\b\. 
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LIMITE  DE  UNA  SUCESION.  Si  se  situan  sobre  una  escala  numerica  los  puntos  correspondientes  a los 
tSrminos  de  la  sucesidn 

1,  3/2,  5/3,  7/4,  9/5,  . . 2-1/*,  ...  (7) 

se  observa  que  se  van  aproximando  al  punto  2 de  manera  que  existen  puntos  de  la  sucesidn  cuya 
distancia  a 2 es  menor  que  cualquier  cantidad  dada  por  pequena  que  sea.  Por  ejemplo,  el  pun- 

1 1 1 \ I I Ml 1 

0 1 3/2  6/3  2 

to  2 001/1  001  y todos  los  siguientes  distan  de  2 una  cantidad  menor  que  1/1  000;  el  punto  20  000  001/ 
10000001  y todos  los  siguientes  distan  de  2 una  cantidad  menor  que  1/10000000,  y asi  sucesiva- 
mente.  Estas  condiciones  se  expresan  diciendo  que  el  limite  de  la  sucesion  es  2. 

Si  x es  una  variable  cuyo  campo  de  variacidn  es  la  sucesion  (7)  se  dice  que  x se  aproxima  al 
limite  2,  o bien  que  jc  tiende  a 2,  y se  representa  por  2. 

La  sucesidn  (7)  no  contiene  a su  limite  2,  Sin  embargo,  la  sucesidn  1,  1/2,  1,  3/4,  1,  5/6,  1, . . ., 
en  la  que  todos  los  t^rminos  impares  son  iguales  a 1,  tiene  por  iimite  1.  Por  tanto,  una  sucesion 
puede  o no  contener  a su  propio  limite.  Sin  embargo,  como  se  vera  mas  adelante,  decir  que  jc->  a 
implica  x a>  esto  es,  se  sobrentendera  que  cualquier  sucesion  dada  no  contiene  a su  limite  como 
tirmino . 


LIMITE  DE  UNA  FUNCION.  Si  jc-*2  segiin  la  sucesion  (7), /(jc)  = jc2-*4  segiin  la  sucesidn  1,  9/4, 
25/9,  49/16, . . .,  (2  — l/*)2,  . . . Ahora  bien,  si  jc->  2 segiin  la  sucesidn 

2,1;  2,01;  2,001;  2,0001;  ...;  2 + 1/10";  ...  (2) 

jc2->4  segiin  la  sucesidn  4,41;  4,0401;  4,004001; . . .,  (2  + 1/10")2; . . . Parece  razonable  esperar 
que  x2  tiende  a 4 siempre  que  x tienda  a 2.  En  estas  condiciones  sq  establece  que  «el  limite  de  jc2 
cuando  x tiende  a 2 es  igual  a 4»,  y se  representa  por  el  simbolismo  lim  jc2  = 4. 

x-»2 

(Ver  Problemas  1-2.) 

LIMITES  POR  LA  DERECHA  Y POR  LA  IZQUIERDA.  Cuando  x^2  segiin  la  sucesion  (7),  cada 
tdrmino  es  siempre  menor  que  2.  Se  expresa  diciendo  que  jc  tiende  a 2 por  la  izquierda , y se  repre- 
senta por  jc-*2~.  Analogamente,  cuando  jc-*2  segiin  la  sucesidn  (2),  cada  termino  es  siempre 
mayor  que  2.  Se  expresa  diciendo  que  x tiende  a 2 por  la  derecha  y se  representa  por  2+.  Es  evi- 
dente  que  la  existencia  del  lim  /(jc)  implica  la  del  limite  por  la  izquierda  lim  /(jc)  y la  del  limite 

x-*a  x-*a~ 

por  la  derecha  lim  /(jc),  y que  ambos  son  iguales.  Sin  embargo,  la  existencia  del  limite  por  la  derecha 

x-*a+ 

(izquierda)  no  implica  necesariamente  la  existencia  del  limite  por  la  izquierda  (derecha). 
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Ejemplo  1: 

Sea  la  funcion  f(x)  = yf 9 — x2.  El  dominio  de  definicion  es  el  imervalo  — 3 < x < 3.  Si  a es  un  numero  cual- 
quiera  del  intervalo  abierto  — 3 < x < 3,  lim  y/V — jc*  existe  y es  igual  a y/9  — a *,  Consid6rese  ahora  que  a — 3. 

x~*a 

Si  x tiende  a 3 por  la  izquierda,  lim  y/  9 — x 2 — 0,  y si  x tiende  a 3 por  la  derecha,  lim  y/  9 — x * no  existe,  pues- 
to  que  para  x > 3,  yf9~ — x 2 es  un  numero  imaginario.  Por  tanto,  no  existe  lim  yf  9 — x2. 

x — ►# 

Analogamente,  lim  y/  9 — x2  existe  y es  igual  a 0;  sin  embargo,  no  existen  ni  lim  y/  9 — x%  ni  lim  yf  9 — x2- 

x-*-s+  x — s—  jc — ►— ® 


TEOREMAS  SOBRE  LIMITES. 

I.  Si  /(jc)  = c,  constante,  tendremos  lim  f{x ) = c. 

JC-WJ 

Si  lim  f(x)  — Ay  lim  g(jc)  = B , resulta: 

x->a  x 

II.  lim  k -f(x)  = kA , siendo  k una  constante. 

JC 

III.  lim  [/(x)  ± fif(x)]  = lim  f(x)  ± lim  g(x)  — A ± B. 

x-*a  x “♦  a x-+a 

IV.  lim  [/(x)  • Sf(x)]  = lim  /(x)  • lim  g(x)  = A'B. 

*“♦0  

/(*) 


V.  lim 


s(z) 


lim  /(x)  A 

= If  » siempre  que  B¥=0. 


VI.  lim  v^/(x)  = " lim  f(x ) = v^4,  siempre  que  \[A  sea  un  numero  real. 
x-*a  A z-*a 


INFINITO.  Sea  el  campo  de  variation  de  la  variable  x la  sucesion  jlt  s2j  $3,  s4,  . . .,  s«,  . . . En  estas  con- 
diciones  se  establece : 

(i)  jc  tiende  a mas  infinito  [jc-*  + oo]  si  a partir  de  un  determinado  termino,  este  y todos  los  que 
le  siguen,  son  mayores  que  cualquier  numero  positivo  dado,  por  grande  que  este  sea.  Por 
ejemplo,  jc-*  + oo  en  la  sucesion  1,  2,  3,  4,  . . . 

(ii)  jc  tiende  a menos  infinito  [jc-*  — oo]  si  a partir  de  un  determinado  termino,  este  y todos  los 
que  le  siguen  son  menores  que  cualquier  numero  negativo  dado,  por  pequeno  que  este  sea. 
Por  ejemplo,  jc-*  — oo  en  la  sucesion  — 2,  — 4,  — 6,  — 8,  . . . 

(iii)  jc  tiende  a infinito  [jc-*  oo]  si  |jc|  — * + oo,  esto  es,  jc-*  + oo,  o bien,  jc-*  — oo. 

Se  dice  que  una  funcion  /(jc)  tiende  a mas  infinito  cuando  jc-*  a,  j^lim /(jc)  = + ooj,  si  cuando  x 

se  aproxima  a a (sin  tomar  el  valor  a\  f(x)  se  mantiene,  a partir  de  un  determinado  termino  en 
adelante,  superior  a un  numero  positivo  dado*  por  grande  que  este  sea. 

Se  dice  que  una  funcion  /(jc)  tiende  a menos  infinito  cuando  jc-*  a,  |^lim  f(x)  = — ooj,  si  cuando  x 

se  aproxima  a a (sin  tomar  el  valor  a\f(x)  se  mantiene,  a partir  de  un  determinado  termino  en  ade- 
lante, inferior  a un  numero  negativo  dado,  por  pequeno  que  este  sea. 


Se  dice  que  una  funcion  f{x)  tiende  a infinito  cuando  jc-*  a,  I lim  /(jc)  = oo  I,  si  lim  /(jc)  = + 

L jc  -*a  J jc-^ff 


OO 
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Ejemplo  2: 

(a)  Cuando  x -*■  2 segun  la  sucesibn  (/),/(x)  = -*  + oo  segun  la  sucesion  1,  2,  3,  4,  * * * En  general,  si 

x -+  2~,  - * — ->  + oo  y se  escribe,  lim  — = + oo. 

2 — * *-i-  2 — x 

(b)  Cuando  x -+  2 segun  la  sucesi6n  (2),/( x)  - — oo segun  la  sucesibn  —10,  —100,  —1  000,  —10000,  * * - 

En  general,  si  r -*  2+,  ! ► — oo  y se  escribe  lim  ! — = — oo. 

2 X x — ►!+  2 “■  Jf 

(c)  Cuando  x 2 segun  (7)  y (2),  1 /(x)|  = — -►  + oo  y se  escribe  lim  — 5— - -=  oo. 

2 — x x~*-t  x — 2 

Nota.  Los  simbolos  + oo,  — oo,  oo  no  deben  considerarse  como  nuevos  numeros  a anadir  al 
conjunto  de  los  nOmcros  reales,  sino  que  se  utilizan  para  indicar  un  cierto  comportamiento  de  una 
variable  o de  una  funcion.  Cuando  una  variable  o el  valor  de  una  funcion  aumenta  constantemente 
sin  llegar  a alcanzar  nunca  un  determinado  valor  M el  limite  de  dicha  variable  o funcibn  sera  M 
o un  ntimero  inferior  a el.  Cuando  no  existe  tal  numero  M\  se  dice  que  la  variable  o funcion  tiende 
a infinito.  En  este  ultimo  caso  no  existe  limite ; la  designacibn  de  limite  se  sigue  empleando  solo  por 
conveniencia. 

(Ver  Problemas  3-12.) 

LA  DEFINICION  lim  f{x)  = A se  ha  establecido  estudiando  el  comportamiento  de  f{x)  cuando  x-+a 

x—*a 

segun  varias  sucesiones.  En  todos  los  casos  se  dedujo  que /(x)->  A , por  lo  que  se  puede  pensar  que 
a este  mismo  resultado  se  habria  llegado  (sin  comprobar)  para  todas  las  sucesiones  que  tengan 
por  limite  a.  Ahora  bien,  cuando  x-+  a segtin  cada  una  de  las  sucesiones  quiere  decir  que  el  valor 
de  x se  aproxima  a a . La  nocion  fundamental  del  concepto  de  limite  es  la  de  que  siempre  que  x se 
aproxime  a a , sin  llegar  nunca  a alcanzar  este  valor, /(x)  se  aproxima  a A.  Este  hecho  se  puede  esta- 
blecer  en  tdrminos  m£s  precisos,  en  la  forma  siguiente: 

A.  lim  f(x)  = A si  dado  un  numero  positive  e tan  pequeno  como  se  quiera,  existe  otro  numero 
positivo  <5  tal  que  cuando  0 < |jr  — a\  < & se  verifica  |/(x)  — A | < c. 

Estas  dos  desigualdades  establecen  los  intervalos: 


De  aqui  resulta  otra  forma  de  establecer  la  esencia  del  concepto  de  limite:  fijado  el  numero  c [con 
lo  cual  queda  definido  el  intervalo  (ii)],  se  puede  encontrar  un  ntimero  6 [y  determinar  el  intervalo  (i),] 
de  forma  que,  siempre  que  jc  ^ a en  el  intervalo  (i),  por  ejemplo  x0,  f(x)  este  contenido  en  el  in- 
tervalo (ii). 

Ejemplo  3: 

Utilizando  la  definicibn  de  limite,  demostrar  que  lim  (x*  4-  3x)  = 10. 

\Elegido  un  valor  de  €,  se  debe  encontrar  un  <5  > 0 de  forma  que,  siempre  que  0 < \x  — 2|  < 6,  se  verifique, 
I (x8  + 3x)  — JO  | < €.  Observemos  que  si0<|x  — 2|  < 2 < 1,  tambiln  se  verificari  |x  — 2\n  < l para  cualquier 
valor  positivo  de  n.  Por  tanto, 

|(x*  + 3x)— 10|  = l(x  — 2)* + 7(x  — 2)|  ^ )x  — 2|*  + 7 |x  — 2]  < 2 + 72  = 82 

Ahora  bien,  para  que  82  < t basta  con  que  2 < */8.  Por  consiguiente,  dado  el  numero  f,  se  puede  encontrar  un  6, 
menor  que  </$,  que  satisface  la  condicibn  de  limite. 

(Ver  Problemas  13-14.) 

OTROS  TIPOS  DE  LIMITES. 

B.  lim  f(x)  = oo  si  dado  un  numero  positivo  Af,  tan  grqnde  como  se  quiera , existe  otro  d tal  que, 

x~+a 

para  0 < \x  — a\  < 6 se  verifica  |/(x)|  > M . 

Cuando  f(x)  > A/,  lim  f(x)  = + oo;  si/(x)  < — A/,  lim/(x)  = — oo. 

x -+a  *-*■« 
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C.  lim  /(jc)  ~ A si  dado  un  numero  positivo  t,  tan  pequeno  como  se  quiera , existe  un  numero 

00 

positivo  M tal  que,  para  \x\  > M,  se  verifica  \f(x)  — A | < c. 

D.  lim  /( x)  = oo  si  dado  un  numero  positivo  Af,  ran  grande  como  se  quiera , existe  un  ntimero 

.t*—  30 

positivo  P tal  que,  para  \x\  > P , se  verifica  |/(jc)|  > Af. 

(Ver  Problema  15.) 


Cuando  existen  los  limites,  lim  /(jc)  y lim  g(jc),  son  validos  todos  los  teoremas  de  este  capitulo. 

x — ► oo  ► oo 

Sin  embargo,  estos  teoremas  no  se  pueden  aplicar  cuando  lim  f(x)  = oo  y lim  g(jc)  = ooo  cuando 

x-*a  x+a 

X 1 

lim  f{x)  —■  oo  y lim  g(jc)  = oo.  Por  ejemplo,  lim  — oo  y lim  ^ = Pero 

X—>  20  X—+ 1 1 X X->1  * X x — ► 1 

— lim  jc(1  + x)  = 2.  Igualmente,  lim  (jc2  + 5)  = + oo  y lim  (2  — jc2)  = — oo 
pero  lim  {(jc2  + 5)  + (2  — jc2)}  = lim  7 = 7. 

x-+  + ao  *->+ao 


Problemas  resueltos 


1.  Calcular  el  h'mite  de  las  sucesiones  siguientes: 

id)  1,  1/2,  1/3,  1/4,  1/5, ...  (c)  2,5/2,8/3,11/4,14/5,...  (e)  1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,... 

(b)  1,1/4,1/9,1/16,1/25,...  (</)  5,4,11/3,7/2,17/5,...  (/)  0,9; 0,99; 0,999; 0,9999; 0,99999;... 

id)  El  termino  general  es  1 /«.  A medida  que  n toma  los  valores  1,  2,  3,  4 ...,  va  disminuyendo  1 /n  pero  conservandose 
siempre  positivo.  El  h'mite  es  0. 

( b ) El  termino  general  es  (1/n)2;  el  h'mite  es  0. 

(c)  El  termino  general  es  3 — l//i;  el  limite  es  3. 

id)  El  termino  general  es  3 + 2 In;  el  limite  es  3. 

(e)  El  termino  general  es  1/2”;  como  en  (a),  el  limite  es  0. 

(/)  El  termino  general  es  1 — 1/10";  el  h'mite  es  1. 


2,  Calcular  el  limite  de  y = x + 2,  siendo  x los  terminos  de  cada  una  de  las  sucesiones  del  Problema  1. 

(а)  y 2 segun  la  sucesi6n  3,  5/2,  7/3,  9/4,  11/5,  ...,  2 + 1/n,  ... 

(б)  y -*  2 segun  la  sucesidn  3,  9/4,  19/9,  33/16,  51/25,  ...,  2 + l//i2,  ... 

(c)  * 5 segun  la  sucesion  4,  9/2,  14/3,  19/4,  24/5, ...,  5 — l/#i, ... 

(</)  5 segun  la  sucesidn  7,  6,  17/3,  11/2,  27/5,  ...,  5 + 2/n,  ... 

(e)  y -*  2 segun  la  sucesion  5/2,  9/4,  17/8,  33/16,  65/32,  ...,  2 + 1/2",  ... 

(/)  y 3 segun  la  sucesion  2,9;  2,99;  2,999;  2,9999;  ...;  3 r^; ... 


3.  Calcular: 

(a)  lim  5x  = 5 lim  x = 5 • 2 = 10 

i -*  ‘2  x 2 

(b)  lim  (2a*  + 3)  — 2 lim  x + lim  3 

x—*  *-»  2 x 2 

= 2*2  +3=7 

(c)  lim  (x*  — 4x  + 1)  = 4-8+1  = —3 

x — * 2 


(d)  lim 

x-+  3 


x-2 
x + 2 


lim  (x  — 2) 

j-f  3 

lim  (x  + 2) 

X-+  3 


1 

5 


(e)  lim 


x2  — 4 
/"-2X*  + 4 


4-4 
4 + 4 


= 0 


(/) 


lim  V25  — x2  = + lim  (25  — x2)  = \/9 

!-*■»  \ I-+  4 


3 


Not  a.  Del  resultado  de  estos  problemas  no  se  debe  sacar  la  conclusion  de  que  lim  fix)  es  invar  iablemente  f(a ). 

*—►0 

El  termino/(o)  significa  el  valor  defix)  cuando  x = a,  y,  se  ha  visto  en  el  primer  pdrrafo  del  Capitulo,  que  cuando  x -►  a, 
la  variable  x nunca  llega  a ser  igual  a a. 
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4.  Hallar  el  Iimite  de  fix)  = ( — l)x  siendo  x los  tgrminos  de  las  sucesiones 

(a)  1/3,  1/5,  1/7,  1/9,  ...  y («  2/3,  2/5, -2/7,  2/9, ... 

iQu6  se  puede  decir  acerca  de  lim  ( — Yf  y/(0)? 

>0 

(a)  ( — 1>*  — 1 en  la  sucesi6n  — 1,  — 1,  — 1,  — 1, ... 

(b)  ( — 1)* -► +1  en  la  sucesibn  +1, +1, +1,  +1, ... 

Como  ( — 1)*  tiende  hacia  limites  distintos  cuando  x toma  los  valores  de  las  dos  sucesiones,  lim  ( — IP  no  existe: 
/(0)  = ( — 1)°  = +1.  —o 


5. 


Hallar: 


(c) 


lim 

x-*4 


x — 4 

a;5  - x - 12 


lim 

X_  4 


x — 4 

{x  + 3)(x  — 4) 


lim 

x-*4 


1 

x + 3 


1 

7 


La  divisi6n  por  (x  — 4),  antes  del  paso  al  Iimite,  es  v4Iida,  porque  como  se  ha  dicho,  cuando  x -►  4 es  x # 4; 
por  tanto,  x — 4 nunca  es  igual  a cero. 


(b) 


lim 

x-*3 


x3  — 27 
x2  — 9 


(x  — 3)(x2  + 3x  + 9) 
lLm3~  («-8)TTi-3) 


lim 

3 


x2  + 3s  + 9 
x + 3 


9 

2 


(c) 


lim 

h _ 0 


(S  + k)2 
h 


x2 


lim 

h_  0 


x2  + 2hx  + h2  — x2 


lim 

h-»  l> 


2hx  + h2 

h 


lim  (2x  + h) 

H _ 0 


2x 


Aquf,  y tambten  en  los  Problemas  7 y 8,  h es  una  variable  y,  por  ello,  se  podria  pensar  en  una  funcidn  de  dos 
variables.  Sin  embargo,  el  que  x sea  una  variable  no  juega  papel  alguno  en  estos  problemas,  de  forma  que  se  puede 
considerar  a x como  una  constante,  es  decir,  un  valor  particular  de  su  campo  de  variacidn.  El  fundamento  de  este 
problema,  como  se  veri  en  el  Capitulo  4,  es  que  si  x es  un  valor  cualquiera,  como  por  ejemplo  x — x0,  en  el  do- 
minio  de  y = x *,  se  verifica 

/j*  b)2  — jj* 

lim  7 es  siempre  igual  al  doble  del  valor  de  x. 

Jk_»0  ft 


(d) 


lim 

2 


4 — x2 

3 - v/**  + 6 


(4  — x’)(3  + V*‘+5) 
*->8  (3  - Vx'  + B)(3  + yz*  + 5) 

lim  (3  + V-FTS)  = 6 


<•) 


lim 

»-*  i 


s’  + s - 2 
(x  - l)a 


lim 

X_  1 


(x  — l)(s  -f  2) 
(x-1)1 


lim 


s + 2 
x 1 


(4  - x')(3  + V*1  + 5) 
lim TZTZ i 


oo  ; no  existe  lfmite. 


6.  Hallar  los  siguientes  limites,  dividiendo  el  numerador  y denominador  por  la  potencia  mayor  dexen  la  fraccidn,  teniendo 
en  cuenta  luego  que  lim  \ jx  — 0. 


(«) 

lim 

x *+  ac 

3s  — 2 

9* + 7 

lim 

*•4  X 

3-2/* 

9 + 7/*  ' 

3-0 

~ 9+0  “ 

(b) 

lim 

X-*  X 

6x*  + 2x  + 1 
6*'  - 3*  + 4 

■ = 

..  6 + 
lim  - — 

x — , X O 

2/x  + l/*‘ 
3/* + 4/**  ‘ 

<«> 

lim 

X 

**  + x - 2 
4*’  — 1 

= 

..  l/*  + 

lim  . 

*-»  w 4 

l/x*  — 2/*’ 

— l/x* 

2x5 

2 

\a) 

lim 

oo 

x*+  1 

nm 

*-*  X 

1/s  + 1/s3 

— 00 ; no 

6 + 0 + 0 
6-0  + 0 


= 7 = o 


= 1 


7.  Dada  f{x)  = x2  — 3x,  hallar  lim 


f(x  + h)  - f(x) 


Como  fix)  = x2  — 3x,  fix  + h)  = (x  + h)2  — 3(x  + h)  y 

Jim  fix  + A)  - f(x)  _ jx2  + 2 hx  + h2  - 3s  - 3k)  - jx2  - 3s)  _ ]im  2hx  + h2-3k 

h — 0 h A-,0  h h-,0  h 

= lim  (2s  + h - 3)  = 

h _ 0 


2s  - 3 
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8.  Dada  f(x)  = \f$x  + 1,  hallar  lim  para  * > —1/5. 


lim 

h *+  0 


f(x  + h)-  f(x) 
h 


lim 

h_+0 


V5x  + 5ft  + 1 - yfhx  + 1 


h 


,.  V5*  + 5fc  + l - VB*  + 1 V5*  + 6fc  + l + VB*  + 1 

lim 7 - — . 

k-°  A VB*  + Bfe  + 1 + VB*  + 1 


= lim 


= lim 


(5s  + 5/t+l)  - (5a; H- 1) 

fc(/B*  + 5/i  + l + V6*  + 1) 

6 


k~°  VB*  + Bfc  + 1 + v/B*+l  2\/5x  + 1 


9.  En  las  funciones  siguientes,  determinar  los  puntos  x = a para  los  cuales  se  anula  el  denominador,  y calcular  el  If  mite 
de  y cu&ndo  x -►  a~  y x -►  o + 

(a)  y = f(x)  = 2/jc.  El  denominador  es  cero  para  x = 0.  Cuando  x -►  0~,  y -►  — oo;  cuando  x -*•  0+,  y -*  + oo. 
x — 1 

(W  y =/(jc)  = ^ + 2)  * E*  denominador  es  cero  para  x = — 3 y jc  = 2.  Cuando  jc  -►  — 3_,  y -►  — oo;  cuando 

jc  -►  — 3+,  y -*•  + oo.  Cuando  jc  -►  2",  y -►  — oo;  cuando  jc  -►  2+,  y-*  + oo. 

jf 3 

(c)  y =/(jc)  — — ^ |y.  El  denominador  es  cero  para  jc  = — 2 yx  = 1.  Cuando  jc  -►  — 2~,  y -►  — oo;  cuando 

jc  -►  — 2+,  y -*>  + oo.  Cuando  jc  -►  1 ",  y -►  + oo;  cuando  x -*>  1 +,  y -►  — oo. 

(d)  y =/( jc)  = ^ El  denominador  es  cero  para  jc  = 3.  Cuando  ;c  -+■  3~,  y -►  + oo;  cuando  jc  3+, 

y 4-oo. 

(e)  y ==/(jc)  — — — — - El  denominador  es  cero  para  jc  — 3.  Cuando  jc  3~,  y -►  + oo;  cuando  jc  -*•  3+, 

y -►  + oo.  ATVflf 


10.  Estudiar  (a)  lim 


1 ...  r 1 + 21'* 
, (b)  lim 


3 + 2lf* 


3 + 2V*  * 


(a)  Sea  jc  -►  0~;  entonces  1/jc  -►  — oo,  21/r  -►  0,  y lim 


0-  3 + 2V* 

1 


Sea  jc  -►  0+;^ntonces  1/jc  -++<»,  21/x  -*  + oo,  y lim  . 

*-►0+  3 + 2 


= 1/3. 

= 0. 


Por  tanto,  lim  -z  - no  existe. 
.-►o  3 + iu 


(b)  Sea  x -*■  0_;  entonces  2Ul  ->•  0 y lim 
Sea  x -*•  0+.  Para  x # 0, 


1 + 2l,z  1 


- 3 + 2*'*  3 ' 

1 + 21,r  2~llz  + 1 ' 


2-l/r  + 1 


JT2^ - TwTycomo ^ 2"1/x  = °'  3-2^  + 1 


- 1. 


1 4-  2I/a 

Por  tanto,  lim  - 01,  no  existe. 

x— ►o  3+2 


11*  Estudiar  el  limite  de  cada  una  de  las  funciones  del  Problema  9 cuando  jc  -►  — oo  y cuando  jc  -►  +oo. 

(a)  Cuando  1jc|  es  grande,  |y|  es  pequefto. 

Para  jc  = — 1 000,  y < 0;  cuando  jc  -►  — oo,  y -►  0~.  Para  jc  = +1  000,  y > 0;  cuando  jc  -►  +oo,  y -►  0+. 

(b) ,  (c)  Igual  que  en  (a). 

(d)  Cuando  |jc|  es  grande,  |y|  es  aproximadamente  1. 

Para  jc  = — 1 000,  y < 1 ; cuando  jc  -►  — oo,  y -►  1 Para  jc  — + 1 000,  y > 1 ; cuando  jc  -►  +°o,  y -►  1 +. 

(e)  Cuando  |jc|  es  grande,  \y\  es  grande. 

Para  jc  = — 1 000,  y > 0;  cuando  jc  -►  — oo,  y -►  + oo.  Para  jc  = +1  000,  y < 0;  cuando  x +oc,  y -►  — oo. 
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12.  Estudiar  el  limite  de  la  funci6n  del  Problema  9 del  Capitulo  1 cuando  x -►  a~  y cuando  x -►  a+  siendo  a un  numero 
cualquiera  entero  y positivo: 

Consideremos  a — 2.  Si  x -*■  2~  segun  la  sucesi6n  (7),/(x)  ->  10  segun  la  sucesi6n  5,  10,  10,  10, si  x -*■  2+  segun 
la  suoesi6n  (2),/(x)  -*■  15.  Por  tanto,  no  existe  lim  f(x)  ni  tampoco  lim  f(x). 

x->2  a— 


13.  Aplicando  la  de  fin  ici6n  de  limite,  probar  que: 

(a)  lim  (4x3  + 3x2  — 24*  + 22)  = 5,  (b)  lim  ( — 2x3  + 9*  + 4)  = — 3 

*-►1  Z-*  — 1 

(a)  Dado  un  c,  para  0 < |*  — 1 1 < 2 < J , 

| (4*3  + 3x 2 — 24*  + 22)  — 5,  | - |4(x  — l)3  + 15*2  — 36jc  + 21  | = | 4(x  — l)3  + 15(*  — l)2  — 6(*  — 1)  | 

*=  4 |jc  — 1 13  + 15  |x  — 1 12  + 6 \x  — 1 1 

< 42  + 152  + 62  = 252 

Para  que  1 (4x3  + 3*2  — 24*  + 22)  — 5 | < c,  basta  con  que  2 < c/25 ; por  consiguiente,  dado  un  c existe  un  £ 
menor  que  c/25,  que  satisface  la  condici6n  de  limite. 

( b ) Dado  un  e,  para  0 < |*  + 1 1 < 2 < 1, 

! (— 2*3  + 9*  f 4)  + 3 | = | — 2{x  + l)8  + 6(*  + l)2  + 3(x  + 1)  | 

< 2 |*  + 1 18  + 6 |x  + 1 12  + 3 |x  + 1 1 < 112 

por  lo  que,  dado  un  c,  existe  un  6y  menor  que  c/11,  que  satisface  la  condici6n  de  limite. 


14.  Siendo  lim  /(x)  = A y lim  *(*)  — B,  probar  que 

x-mj  i-»a 

(a)  lim  {/(at)  + #(*)}  = A + B,  (b)  lim  {f{x)-g(x)}  = AB,  (c)  lim  = ~,  B ^ 0 

x-*o  x-+o  g[X)  D 

Como  lim  /(x)  = A y lim  g(x)  = B , de  la  definicidn  de  limite  se  deduce  que  dados  los  numeros  c,  > 0 y c2  > 0, 

X ~*-a  a— 

tan  pequefios  como  se  quiera,  existen  dos  valores  <5,  > 0 y dz  > 0,  o tales  que: 

(i)  para  0 < \x  — a\  < <$,  es  |/(x)  — A I < c„  y 

(ii)  para  0 < |x  — a\  < <52  es  |^(x)  — 1*1  < ca. 

Si  se  elige  un  numero  2 menor  que  <5,  y <$2,  se  verificarA 

(iii)  pajaO  < \x~a\  < 2 que |/(x)  — A | < cj  y |tf(x)  — B\  < ca. 

(a)  Elegido  un  valor  de  c,  se  necesita  un  <5  > 0 tal  que  para  0 < 1*  — a\  < <5,  se  verifique  |{/(x)  + £(*)}  — {A  +5}  | < c. 

Ahora  bien,  |{/(x)  + *(*)}  — [A  + P}  | = | {/(*)  — A)  + {*(*)  — B)  | < |/(x)  — A\  + |*(x)  — B\,  De  (iii) 
| /(x) — A\  < c,  siempre  que  0 < fx — a\  < 2 y \g(x)—~A\  < c2  siempre  que  0 < |x — a\  < 2,  siendo  2 
menor  que  <52  y <52.  Por  tanto, 

I { f(x ) + £(*)}  — {A  + I < c2  + e2  siempre  que  0 < |x  — a\  < 2 
Tomando  Cj  = c2  = Jc  y <5  = 2 se  tiene,. 

I {/(*)  + *(*)}  ~ {A  + 1 < £e  + Jc  = c siempre  que  0 < |x  — a\  < 6 

(b)  Elegido  un  e,  se  debe  enconlrar  un  <5  tal  que 

siempre  que  0 < |x  — a\  < d se  verifique  |/(x)  • g{x)  — AB  \ < c 

Ahora  bien  \f(x)  * g(x)  — AB  1 = 1 {/(*)  — A ) • {*(*)  — B)  + /*{/(*)  — A]  + A{g(x)  — B}  \ 

< \f(x)-A\'\g(x)-B\  + \B\-\f(x)  — A\  + \A\-\gQc)  — B\ 

Por  tanto,  de  (iii),  \f(x)  *g(x)  — AB  | < + |£|  + \A\  c2  siempre  que  0 < |*  — a | < 2. 

Tomando  y c2  de  forma  que  c,  ca  < Jc,  < j y U < j se  satisfagan  simultdneamente  y ^ = 2 
se  tiene, 

\f(x)  'g{x)~  AB  | < c/3  + «/3  + c/3  = c siempre  que  0 < \x  — a\  <6 
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(c)  Como  =/(*) 


* , como  se  ha  visto  en  {b)y  hay  que  demostrar  que  lim  * 


g(x)  J g{x) 

Elegido  un  «,  se  debe  encontrar  un  S tal  que 


siempre  que  0<  \x  — a\  <6  se  verifique 


*(x) 


B 


g(x) 


< C. 


,B*  0. 


Ahora  bien 


1 

1 

B — g(x)  , 

|_  l*(*)-fl|  _ lg(x)  — B\  . 1 

g(x) 

5 

*•#(*>  | 

I 

1 

1 

1 

Dc  00, 


Como  la  funci6n  objeto  de  estudio  es 


lx(x)  — B I < c2  siempre  que  0 < \x  — a\  < 6t 
1 


hay  que  asegurarse  de  que  S2  es  suficientemente  pequeflo  para  que 


en  el  intervalo  a — <$2  < x < a + <5*  no  exista  una  rai'z  de  ^(x)  — 0.  Sea  <5,  < <5a  un  valor  que  satisfaga  a esta 
condici6n,  de  forma  que  [*(x) — B\  < «ay  |x(x)|  > 0 en  0 < \x  — a\  < <5a.  Ahora  bien,  si  |g(x)|  > 0 en  este 

intervalo,  se  verificari  lx(x)|  > b > 0 y , J ^ , < 4*  en  el  mismo  intervalo.  Por  tanto, 


IgM  I 


_1_ 

g(x) 


B 


< siempre  que  0 < \x  — a\  < 6Z 

\B\  b 


Tomando  e2  < cb  \B\  yd—  <$2,  se  verificara 


\B\-b 


< (yen  consecuencia. 


— ^ jr-  < c siempre  que  0 < \x  — a\  <6 

g(x)  B 


15.  Demostrar  que : (a)  lim 


1 


“"i  (x  - 2 Y 


= (6)  lim 


X =1,  (c)  lim  X 


x+  1 


X — 1 


(o)  Elegido  un  My  para  todos  los  va lores  de  x del  intervalo  0 < I*  — 2|  < <5, 

1 


77=2jf|>-*r-  Por  ,anto 


C*  — 2) 

(b)  Elegido  un  c,  para  todos  los  valores  de  x tales  que  \x\  > My 

1 


> M cuando  -L-  > M o bien  6 < . 

<53  $TM 


Por  tanto 


1 < c cuando 


x + 1 
1 


1 


1 


lx + n - ixi—i  > m — r 


w <(  o M>  1 + - 
M 1 € 


X + 1 

(c)  Elegido  un  M sufic ientemente  grande,  para  todos  los  valores  de  x tales  que  |x|  > P > 1, 


jc — 1 


1 


1 


W+7>  2|ir=2W>  T*  Portanto 


X — 1 


> M cuando  P > 2M. 


Problemas  propuestos 


16.  Estudiar  el  lfmite  de  y = 2x  + 1 cuando  x toma  los  valores  de  los  tdrminos  de  las  sucesiones  del  Problema  1. 
SoL  (a)y^  1 y(b)y^  \y(c)y-+  ly(d)y^  7,  (e)y^  1 ,(/)>-  3 


17.  Calcular: 


(a) 

lim  (x*  — 4x) 

(«) 

x — 1 

IT.**- 1 

(*) 

lim  (x3  + 2x2  — 3x  — 4) 

X-*  -I 

(f) 

lim  t , 

1^2  x2  — 5x  + 6 

0) 

<«) 

lim(3X"1)2 
(x  + 1)3 

Ur) 

lv  x2  + 3x  + 2 
x-i™i  x2  + 4x  + 3 

<*> 

W 

3*- 3-* 
llTJ  3* + 3'* 

(h) 

x — 2 

It,  *‘-4 

(0 

x-  2 
lim  — 

tJx*  — 4 


(x  + hf-x* 

lim  £ 

h-+  o n 

x 1 

x-+  1 


\ZiM-3  — 2 

(a)  — 4;  (b)  0;  (c)i;M0;  (e)  i;(/) — 4;  (*)  i;(b)  J;  (/)  0;  (;)  oo,  no  existe  limite;  (*)  3x‘;  ( / ) 2 
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18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


Calcular: 

(a)  lim 

*->00 

(b)  lim 


2x  + 3 
4x  — 5 

2x2  + 1 


t->Oo  X "T  -> 


x + 3 


(e)  lim  2 , _ , , 

*->oo  x2  4-  5x  + 6 


w J!?.  -£+£ 


(</)  lim 


x2  -ff  5x  + 6 


(/)  Hm 


3*  — 3-* 


SoL  (a)  i ; ( b ) — 2/3 ; (c)  0;  ( d ) oo,  no  existe  limite;  ( e ) 0;  (/)  1 ; ( g ) — 1 

Ha  liar  lim  para  cada  una  de  las  funciones  del  Problema  24,  Capitulo  1. 

*->o  h 


SoL  (a) 


-1 


(a  — 2) 


s.(« 


2 Vo— 4 


■,(<?) 


1 


(a  + l)2 


Estudiar  el  lim  - , , [ ^ — ~~P~ , siendo  aj>0  ^Oyw,n  dos  numeros  posit  ivos  enteros,  cuando  (a)  m > #i, 

*-*oo  OqX"  + £>iX"  * + * * * -h  bn 


(b)  m = n,  (c)  m < n . 


So/.  (a)  no  existe  limite;  (A)  a0/60 ; (c)  0 


Hallar  el  limite  de  /(x)  = |x|  cuando  x -►  0. 

Ind.  Estudiar  lim  /(x)  y lim  /(x). 

* — ►o- 


SoL  lim  |x|  =*  0 


Hallar  el  limite  de  { *’  * f*  ° A cuando  x -►  0. 

f fix ) = x+  1,  x < 0 

Sol . lim  /(x)  no  existe. 

*->o 

(а)  Aplicando  el  Teorema  IV  y el  m6todo  matemdtico  de  induccidn  completa,  demostrar  que 

lim  x*  = of",  siendo  n un  numero  entero  y posit ivo 
*— >« 

(б)  Aplicando  el  Teorema  III  y el  mltodo  de  induccidn  completa,  demostrar  que 

lim  {/,(*)  + /i  (*)  + ...  + /„(.*)}  = lim/,  (x)  + lim/,(x)  + . . . + lim/.(x) 

*->■»  *->S  *->B  X->B 


Aplicando  el  Teorema  II  y los  resultados  del  Problema  23,  demostrar  que 

lim  P(x)  = P(a ),  siendo  P(x)  un  polinomio  en  x. 

*->a 

Siendo/(x)  = 5x  — 6,  encQntrarun  <5  > 0 talquesiempreque  0 < |x  — 4)  < <5  severifique  l/(x)  — 14 1 < c,  cuando 
(a)  e - J,  (b)  € = 0,001.  SoL  (a)  1/10,  (b)  0,0002 

Aplicando  la  definicibn  de  limite,  demostrar  que: 

(a)  lim  5x  = 15,  (b)  lim  x*  = 4,  (c)  lim  (x»—  3x  + 5)  - 3. 

*->  3 *->  * r->2 


Aplicando  la  definici6n  de  limite,  demostrar  que: 

(a)  lim  — = oo,  (b)  lim  - * - = oo,  (c)  lim  — ---  = 1,  (d)  lim  — = oo. 

Sol.  ( a)6  < 1/A/, (b)6  < 1 + —,(d)P>  2M 

Af  + 1 C 

Demostrar  que  si  /(x)  esta  definido  para  todos  los  valores  de  x pr6ximos  a x = a y tiene  limite  cuando  x -►  a,  este 
limite  es  unico. 

Ind.:  Suponer  que  lim/(x)  — At  lim/(x)  = B , siendo  B # A,  Elegir  ea  < i\A  — B\  y determinar  y St 

x— >b  *— >a 

para  los  dos  limites.  Tomando  <5  mds  pequeflo  que  <5X  y <$2,  se  obtendrd  \A  — B\  = \{A  — /(x)}  + {/(x)  — B)  \ < \A  — B\9 
lo  cual  es  una  contradiccidn. 

Siendo /(x),  ^(x),  h(x)  tales  que  (i)/(x)  < g(x)  < h(x)  para  todos  los  valores  de  x pr6ximos  a x = a,  y (ii)  lim/(x) 
= lim  A(x)  = A , demostrar  que  lim  g(x)  = A . 

*— >b  x—+a 

Ind. : Elegido  un  c > 0 tan  pequefio  como  se  quiera,  existird  un  <5  > 0 tal  que,  para  0 < lx  — a\  < <5,  se  verifique 
|/(x)  — A | < c y |A(x)  — A | < c,  o bien,  A — € < /(x)  < ^(x)  < h(x)  < A + c. 

Demostrar  que  si/(x)  < M para  todos  los  valores  de  x,  y lim/(x)  = A,  se  verifica  A < M. 

*->a 

Ind.:  Supongamos  A > M . Eligiendo  c — i(A — M ),  se  llega  a una  contradicci6n. 


Capilulo  3 


Continuidad 

UNA  FUNCION  f(x)  es  continua  en  el  punto  * = x0  si  (i)  esta  definida  f(x0),  (ii)  existe  lim  f(x),  (Hi) 
lim  = f(x0). 

Por  ejemplo, /(jc)  = x2  + 1 es  continua  en  el  punto  x = 2 ya  que  lim f(x)  = 5 = /(2).  La  condicion  (i) 

x-*2 

expresa  que  una  funcion  puede  ser  continua  tinicamente  en  puntos  de  su  dominio  de  definition. 
Asi,  pues,  /(jc)  — V4  — jc2  no  es  continua  en  jc  = 3 puesto  que  /( 3)  es  imaginario  y la  funcion 
no  esta  definida  en  este  punto. 

Se  dice  que  una  funcidn  es  continua  en  un  intervalo  (abierto  o cerrado),  cuando  es  continua  en 
todos  sus  puntos.  Se  dice  que  una  funcion  es  continua,  cuando  lo  es  en  todos  los  puntos  de  su  do- 
minio de  definition.  Asi,  pues,/(jc)  = jc2  + 1 y todos  los  polinomios  en  jc  son  funciones  continuas; 
otros  ejemplos  son  e*,  sen  jc,  cos  jc. 

Si  el  dominio  de  definition  de  una  funcidn  es  un  intervalo  cerrado  a < jc  < b>  la  condicion  (ii) 
no  se  cumple  en  los  extremos  a y b.  En  estos  casos  se  dice  que  la  funcion  es  continua,  cuando  lo  es 
en  el  intervalo  abierto  a < x < b y ademas,  lim  /(jc)  = f(a)  y lim  /(jc)  = f(b).  Por  ejemplo, 

x-*a+  x-+b~ 

f(x)  = y/~9  — jc8,  es  una  funcidn  continua  (ver  Ejemplo  U Capitulo  2).  Las  funciones  que  se  manejan 
normalmente  en  el  calculo  elemental  son  continuas  en  sus  dominios  de  definicidn  excepto  en  algun 
punto  aislado. 


UNA  FUNCION  f(x)  se  dice  que  es  discontinua  en  el  punto  jc  = jc0  cuando  no  se  cumple  una  o varias 
de  las  condiciones  dichas  de  continuidad.  A continuacidn,  se  presentan  algunos  ejemplos  de  dis- 
continuidad : 


(a)  /( jc)  = — — es  discontinua  en  el  punto  jc  = 2 porque 

(>)  /(2)  no  esta  definido  (se  hace  nulo  el  denominador) 

(Ii)  no  existe  lim  /(jc)  (es  infinito). 

x-+2 

La  citada  funcion  es  continua  en  todos  los  puntos  salvo  en  el  jc  = 2,  en  el  que  presenta  una  discon- 
tinuidad  infinite . Ver  Figura  3-1. 


Fig.  3-2 


0 b ) /(jc)  = — y es  discontinua  en  el  punto  jc  = 2 porque 

(i)  /( 2)  no  esta  definido  (se  anulan  el  numerador  y el  denominador) 

(ii)  lim  f{x)  = 4. 

x—*2 


18 


CAP.  3] 


CONTINUIDAD 


19 


En  este  caso,  la  discontinuidad  recibe  el  nombre  de  evitable  ya  que  asignando  a la  funcidn 

— 4 , \ 

fix)  = ^ ^ el  valor  /( 2)  = 4 para  x = 2,  ya  es  continua.  (ObsSrvese  que  la  discontinuidad  que 

se  presenta  en  {a)  no  se  puede  evitar  puesto  que  alii  no  existe  el  limite.)  Las  curvas  representativas 
— 4 

de  f(x)  = — — y de  g(x)  = x + 2 son  iddnticas  excepto  en  el  punto  x = 2,  en  el  que  la  primera 

presenta  un  «hueco».  Evitar  la  discontinuidad  consiste  simplementu  en  llenar  de  forma  adecuada 
dicho  «hueco». 

^3  — 27 

(c)  . fix)  = ^ — j — , x t 3;/(3)  = 9 es  discontinua  en  el  punto  x = 3 porque 


(0  /(3)  = 9,  (ii)  lim/(x)  = 27,  (iii)  lim  / (x)  =£  / (3) 

*-►3  *->3 

x3 27 

La  discontinuidad  se  puede  evitar  asignando  a la  funcidn  f{x)  = 3“  valor  /(3)  = 27 

para  jc  ^ 3. 

{d)  La  funcidn  del  Problema  9,  Capitulo  1,  estd  definida  para  todo  x > 0,  pero  presenta  discon- 
tinuidades  en  los  puntos  x = 1,  2,  3,  . . . (ver  Problema  12,  Capitulo  2)  ya  que  lim  fix)  ^ lim 
fix)  (siendo  s un  numero  cualquiera  entero  y positivo). 

La  diferencia  entre  los  valores  de  estos  dos  limites  recibe  el  nombre  de  sal  to  de  discontinuidad . 

(Ver  Problemas  1-2.) 


PROPIEDADES  DE  LAS  FUNCIONES  CONTINUAS.  Los  teoremas  sobre  la  continuidad  de  funciones 
se  deducen  rapidamente  de  los  teoremas  sobre  limites  del  Capitulo  2.  En  particular,  si  fix)  y g(jt) 
son  continuas  para  jc  ==  a,  tambien  lo  son  fix)  ± g(x),  fix)  * gix)  y fix)jgix)  siempre  que,  en  esta 
Ultima,  g{a)  ^ 0.  Es  decir,  mientras  todos  los  polinomios  de  X son  funciones  continuas  para  todos 
los  valores  de  la  variable,  las  funciones  racionales  son  continuas  para  todos  los  valores  de  jc  excepto 
en  aquellos  que  anulan  al  denominador. 

En  algebra  se  aplican  algunas  de  las  propiedades  de  las  funciones  continuas,  como  por  ejemplo: 

id)  En  la  curva  representativa  de  una  funcion  polindmica  y — /(jc),  dos  puntos  cualesquiera  de 
ella  \a,fia)]  y 6,  [fib)]  estAn  unidos  por  un  arco  continuo. 

ib)  Si  f(a)  y fib)  tienen  signos  opuestos,  la  curva  de  la  funcidn  y = /(jc)  corta  al  eje  jc  por  lo  menos 

una  vez,  y la  ecuacion  /(jc)  = 0 tiene,  por  lo  menos,  una  raiz  entre  jc  = a y x = b. 

La  propiedad  de  las  funciones  continuas  que  aplicamos  aqui  es: 

I.  Si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a < x <d,  y si  /(a)  ^/(d),  todo  valor,  c,  comprendido 
entre  /(a)  y /(d)  lo  toma  la  funcidn  al  menos  para  un  valor  de  x del  intervalo,  como  por  ejem- 
plo jc0,  de  forma  que  /(jc0)  = c. 

Las  Figuras  3-3 a y 3-3d  ilustran  las  dos  aplicaciones  de  esta  propiedad,  mientras  que  las 
3-4 a y 3-4 d nos  muestran  como  es  esencial  la  continuidad  en  el  intervalo. 


Fig. 3 -3a 


Fig. 3-36 
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Fig.  3-4a  Fi«*  3‘46 

Otras  propiedades  de  las  funciones  continuas  son: 


II.  Si /( x)  es  continua  en  el  intervalo  at  <;  x <;  b,f(x)  toma  un  valor  minimo  m y otro  maximo  M 

para  dos  puntos  del  intervalo. 

Aun  cuando  la  demostracidn  de  la  Propiedad  II  se  sale  de  los  mdrgenes  de  este  libro,  sin 
embargo,  se  utilizard  con  plena  libertad  en  capitulos  posteriores.  En  las  figuras  siguientes  se 
explica  esta  propiedad  de  un  modo  intuitivo.  En  la  Fig.  3-5 a la  funcidn  es  continua  en  el 
intervalo  a < x < b;  la  funcidn  toma  el  menor  valor  m y el  mayor  M en  los  puntos  x = c 
y x = d respectivamente,  que  pertenecen  al  intervalo.  En  la  Fig.  3-56  la  funcidn  es  continua 
en  a <;  x <,  6;  la  funcidn  toma  el  menor  valor  en  el  extremo  x — a mientras  que  el  mayor 
lo  alcanza  en  el  punto  x = c de  dicho  intervalo.  En  la  Fig.  3-5 c se  represents  una  discon- 
tinued en  el  punto  x = c,  siendo  a < c < b;  el  menor  valor  de  la  funcidn  corresponde 
a x = a pero,  en  este  caso,  no  existe  valor  m&ximo. 


HI.  Si  f(x)  es  continua  en  el  intervalo  a<x<bycun  numero  cualquiera  comprendido  entre 
a y b9  si  f(c)  > 0 existe  un  numero  X > 0 tal  que,  para  c — X < x < c + X,  se  verifica 

Ax)  >o. 

Esta  propiedad,  cuya  demostracidn  puede  verse  en  el  Problema  4,  estd  representada  en  la  Fi- 
gura  3-6. 
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Problemas  resueltos 


1.  Del  Problema  9,  Capltulo  2,  se  deduce: 

(a)  f( x)  = 2/jc  tiene  una  discontinuidad  infinita  en  x = 0. 
x — 1 


ib)  f(x)  = 


(c)  fix)  = 


ix  + 3)(x — 2) 

ix  + 2)ix—l) 
ix-  3)* 


tiene  una  discontinuidad  infinita  en  jc  = — 3 y x = 2. 


tiene  una  discontinuidad  infinita  en  x = 3. 


2. 


Del  Problema  5,  Capltulo  2,  se  deduce: 

27 

(a)  /(*)  = — — tiene  una  diseontinuidad  evitable  en  x — 3. 

x8  — 9 

Presenta  tambign  una  discontinuidad  en  x — — 3. 

4 — — jc8 

ib)  fix)  — . tiene  una  discontinuidad  evitable  en  x = 2. 

3 — V x*  + 5 


Tiene  tambiln  una  discontinuidad  evitable  en  jc  = — 2. 


x8  “f*  x 2 

(c)  fix)  = ^ m tiene  una  discontinuidad  infinita  en  x = 1. 


3. 


Demostrar  que  la  existencia  de  lim  implica  que  fix)  sea  continua  en  x = a. 

k->  o n 

De  la  existencia  del  limite  se  deduce,  fia  + h)  — fid)  -►  0.  Por  tanto,  lim  fia  + h)  = f{a)  y fix)  es  continua  en 
el  punto  x = a. 


4.  Demostrar  que  si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a<x<6ycesun  numero  cualquiera  comprendido  entre  a y b9  y 
si  fic)  > 0,  existe  un  numefo  A > 0 tal  que,  para  c — A < x < c + A,  se  verifica  fix)  > 0. 

Como/(x)  es  continua  en  el  punto  x = c,  Hm  fix)  = fic)  y dado  un  e > 0,  existirA  un  6 > 0 tal  que 

x—*c 

(i)  siempre  que  0<  |x  — c\  <6  se  verifica  |/(x) — /(c)  | < e. 

Ahora  bien,/(x)  > 0 en  todos  los  puntos  del  intervalo  c — <5  < x < c + <5  con  lo  cual,/(x)  >/(c).  Para  los 
demAs  puntos  de  dicho  intervalo  se  verifica  fix)  < /(c),  de  forma  que  |/(x)  — /(c)  | =/(c)  — fix)  < c y/(x)  >/(c)  — c. 
Por  consiguiente,  en  estos  puntos,  fix)  > 0 a menos  que  e >/(c).  Asf  pues,  para  determinar  un  intervalo  que  satisfaga  las 
condiciones  del  teorema,  se  elige  c </(c),  con  lo  cual  <5  verificarA  (i)  y se  toma  A < 6.  Ver  Problema  10  para  la  expresi6n 
del  teorema  correspond iente. 


Problemas  propuestos 

5*  Determinar  los  puntos  de  discontinuidad  de  las  funciones  del  Problema  17  (a)-(/r)  del  Capltulo  2. 

Sol.  (a), ib)f  id)  ninguno;  (c)  x = — 1 ; (e)  x = ±1 ; (/)  * = 2,  3;  ig)  x = —1,  —3;  ih)  x = ±2 

6.  Demostrar  que  fix)  = |x|  es  continua. 

1 21/* 

7.  Demostrar  que  fix)  = ^ ^X}x  presenta  un  salto  de  discontinuidad  en  x = 0. 

1 x 

8.  Demostrar  que  para  x = 0 (a)  fix)  = y/g  ^ tiene  un  salto  de  discontinuidad  y ib)  fix)  = ^ tiene  una  dis- 

continuidad evitable. 

x * 4* 21 

9.  En  la  Fig.  3-4  a se  representa  la  funci6n/(x)  = — ^ ; demostrar  que  si  a = 3 y b = 11,  es  c = 10. 

10.  Demostrar  que  si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a < x < 6 y c es  un  numero  cualquiera  comprendido  entre  a y b9  si 
/(c)  < 0 existe  un  numero  A > 0 tal  que,  para  c — A < x < c + A,  se  verifica  fix)  < 0. 


Capilulo  4 


Derivada 


INCREMENTOS.  El  incremento  Ax  de  una  variable  x es  el  aumento  o disminucidn  que  experimenta, 
desde  un  valor  x = x0  a otro  x = xx  de  su  campo  de  variacidn.  Asi,  pues,  Ax  = xx  — x0,  o bien 
*1  = *o  + Ax. 

Si  se  da  un  incremento  Ax  a la  variable  xy  (es  decir  si  x pasa  de  x — x0  a x — x0  + Ax\  la  fun- 

ci6n  y = f(x)  se  vera  incrementada  en  Ay  — f(x0  + Ax)  — f(x0)  a partir  del  valor  y =/(*0).  El 

'cociente 

Ay  _ incremento  de  y 

A x incremento  de  x 


recibe  el  nombre  de  cociente  medio  de  incrementos  de  la  funcion  en  el  intervalo  comprendido  en- 
tre  x = hasta  x = x0  + Ax. 


EJemplo  1 : 

Cuando  x aumenta  en  Ax  = 0,5  a partir  de  x0  = 1,  la  funcidn  y =f(x)  = x*  + 2x  se  incrementa  en 
Ay  —f(  1 + 0,5)  — /(l)  = 5,25  — 3 = 2,25.  Por  tanto,  el  cociente  de  incremento  de  y%  en  el  intervalo  entrex  = 1 

yx=l,5,es^r  = ^«-=4,5. 


0,5 


(Ver  Problemas  1-2.) 


DERIVADA  de  una  funcidn  y = fix)  con  respecto  a x en  un  punto  x = x0  se  define  por  el  limite 


- lim  /(»•  + 

^jx-+o  Ax  /ix-*Q  Ax 


siempre  que  exista.  Este  limite  se  denomina  tambien  cociente  instantaneo  de  incrementos  (o  sim- 
plemente  cociente  de  incrementos)  de  y con  respecto  de  x en  el  punto  x = x0. 


EJemplo  2: 

Hallar  la  derivada  de  y = f(x)  = x*  + 3x  con  respecto  a x en  un  punto  x = x0.  Como  aplicacidn,  calcular  la 
derivada  en  los  puntos:  (a)  x0  ~ 2 y (b)  x0  = —4. 


y<>  + 


Ay 

Ay 

Ay 


=f(x0)  = x0*  + 3x0 

=/(x o + Ax)  = (x0  + Ax)2  + 3(x0  4-  Ax) 

= x0*  + 2x0dx  + ( Ax)2  + 3x0  4-  3 Ax 
= /(x o 4 Ax)  — /(x0)  = 2x0dx  4 3 Ax  4-  (Ax)2 


La  derivada  en  el  punto  x = x0  es 

lim  ^ = lim  (2x0  + 34  Ax)  = 2x0  + 3 

(o)  Para  x0  = 2,  el  valor  de  la  derivada  es  2 * 2 4 3 = 7. 

(A)  Para  x0  = —4,  el  valor  de  la  derivada  es  2(— 4)  4 3 — — 5. 
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EN  EL  CALCULO  DE  DERIVADAS  se  suele  prescind ir  del  subindice  0 con  lo  que  la  derivada  de 
y = fix)  con  respecto  axse  escribe  en  la  forma 

Jim  A - Jim  ZfiL±M~/W 
dx  Ax 

V6ase  la  nota  del  Problema  5(c),  Capitulo  2. 

La  derivada  de  y = /(r)  con  respecto  arse  puede  representar  por  uno  cualquiera  de  los  slmbolos 

4rt-  i-0* 

(Ver  Problemas  3-8.) 


Problemas  resueltos 

1.  Dada  y ==/(*)  = x*  + 5x  — 8,  hallar  Ay  e Ay/ Ax  cuando  x varia 
(a)  de  x*  = 1 a Xt  = x0  + Ax  = 1,2  y (b)  de  x0  — 1 a Xi  — 0,8. 

(а)  Ax  = x1  — x0  = 1,2  — 1 = 0,2 

Ay  = f(x,  + Ax) -ftxj  =/( 1,2)  -/( 1)  = -0,56 -(-2)  = 1,44  y = 7,2 

(б)  Jr  = 0,8  — 1 = —0,2 

Ay  =/(0,8) — /(l)  = — 3,36  — ( — 2)  = — 1,36  y ^ = 6,8 

Jy  • 

Geom6tricamente,  en  (a)  es  la  pendiente  de  Ja  recta  que  une  los  puntos  (1,  — 2)  y (1,  2,  — 0,56)  de  la  par&bola 
y = x%  + 5x  — 8,  y en  (b)  es  la  pendiente  de  la  recta  que  une  los  puntos  (0,8,  — 3,36)  y (1,  — 2)  de  la  misma  par&bola. 


2.  La  ecuacidn  s — 5/*  representa  el  espacio,  j(m)f  recorrido  por  un  cuerpo  que  cae  libremente  a partir  del  reposo.  Calcu- 
lar  As/ At  cuando  / varia  de  /„  a t0  + At:  Como  aplicacidn,  calcular  As/ At  cuando  t varia:  (a)  de  3 a 3,5,  ( b ) de  3 a 3,2 
y (c)  de  3 a 3,1. 

- 10,.  + U,  • 

At  At  At 

(а)  Aqui  t0  — 3,  d/  = 0,5,  y As/Ai  = 10(3)  + 5(0,5)  - 32,5  m/s. 

(б)  Aqui  h = 3,  d/  = 0,2,  y As/ At  = 10(3)  + 5(0,2)  = 31  m/s. 

(c)  Aqui  to  — 3,  d/  = 0,1,  y As/ At  = 30,5  m/s. 


Como  As  es  el  desplazamiento  del  cuerpo  desde  el  instante  t = t0  hasta  / = t0  + At, 

As  _ desplazamiento^  _ velocidad  media  del  cuerpo  en  el  intervalo  de  tiempo  dado 
At  tiempo 
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3.  Hallar  dyjdx,  siendo  y = x*  — x*  — 4.  Hallar  tambfcn  dy/dx  en  el  punto:  (a)  x — 4,  (A)  x = 0,  (c)  x = — 1. 


(1)  y + = (x  4-  <dx)3  — (x  + idx)*  — 4 

= x3  4-  3xaWx)  + 3xGdx)2  + Gdx)a  — x1  — 2x(Jx)  — (<dx)a  — 4 

(2)  Ay  = (3xa  — 2x)  • Ax  4-  (3x  — l)(Jx)a  + (^x)3 

(3)  ~ = 3x‘  — 2x  + (3x—  \)-Ax  + (Ax)* 


(4) 


dy 

dx 


lim  {3x*  — 2x  + (3x  — 1)  • Ax  4-  (Jx)2}  — 3x*  — 2x 


(o) 


dy 

dx 


3(4)*  -2(4)  = 40, 


= 3(0)*  - 2(0)  = 0, 

* = D 


3(— 1)*  — 2(— 1)  = 5 


Hallar  la  derivada  de  y = 

= x*  + 3x  + 5. 

a) 

V + Ay  = 

(x  4-  Ax)2  + 3(x  + Ax)  + 5 = x*  + 2x  Ax  + Ax*  + 3x  4-  3Ax  + 6 

(2) 

A y = 

(2x  + 3)Ax  4-  Ax* 

(3) 

Ay  _ 
Ax 

(2x  4-  3)Ax  4-  Ax2 
Ax 

— 2x  + 3 4"  Ax 

(4) 

dy 

dx 

lim  (2x  4-  3 4 Ax) 
0 

= 2x  + 3 

5. 


Hallar  la  derivada  de y = x]_2  en  *°*  P1111108  x = 1 y x = 3.  Demostrar  quc  la  funcidn  no  es  derivable  en  el 
punto  x = 2,  en  el  que  presenta  una  discontinued. 


(1)  y + by 


1 

x + Ax  — 2 


(2) 

1 

1 

(x-2)  - (x  + Az-2) 

-Ax 

A y = 

x + Ax  - 

-2  x — 2 

(x  — 2)(x  4-  Ax  — 2) 

(x  — 2)(x  + Ax 

(3) 

Ay  _ 
Ax 

-1 

(x  — 2)(x  4-  Ax  — 2) 

(4) 

dy  _ 
dx 

lim  7— 

A*-+0  (X 

1 

l 1 

H 

1 

-1 

" (*-2)’ 

Para  x = 1, 


dy_ 

dx 


—1 

(1-2)* 


— — 1,  y para  x 


—1 

(3  — 2)2 


= — 1. 


Para  x = 2, 


dy_ 

dx 


no  existe  porque  el  denominador  es  cero. 


6. 


2x 3 

Hallar  la  derivada  de  /(x)  = z — — - y demostrar  que  la  funcidn  no  es  derivable  en  el  punto  x = — en  el  que  pre- 
senta una  discontinued.  3x  + 4 


(1) 


/(x  + Ax)  = 


2(x  4-  Ax)  — 3 
3(x  + Ax)  4-  4 


(2) 


/(x  4-  Ax)  — f{x)  = 


2x  + 2Ax  — 3 
3x  -I-  3 Ax  4-  4 


2x  — 3 
3x  -I-  4 


(3x  + 4)[(2x  — 3)  + 2 Ax]  — (2x  — 3)[(3x  + 4)  + 3 Ax] 
(3x  4-  4)(3x  + 3*dx  + 4) 

(6x  + 8 — 6x  + 9 )Ax  17idx 

(3x  + 4)(3x  + 3 Ax  + 4)  (3x  4 4)(3x  + 3 Ax  4-  4) 
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(3) 

(4) 


f(x  + Ax)-f(x) 


17 


Ax 


fix)  = lim 


(3*  + 4)(3*  + 3 Ax  + 4) 
17 


17 


j ZU  Ox  + 4)(3x  + 3Ax  + 4)  Ox  + 4)* 


Para  x — —4/3,  la  funci6n  no  es  derivable  porque  se  anula  el  denominador.  En  general,  una  funcidn  no  es  derivable 
en  los  pantos  en  que  presenta  una  discontinuidad. 


7.  Hallar  la  derivada  de  y = y'lx  + 1, 


(1)  y + Ay  = (2x  + 2Ax  + l)*'2 


(2) 


Ay  = (2x  + lAx  + l)1'2  — (2x+  l),/a 


= [(2*  + 2J*  + 1)1/2  — (2jc  + l)1'2] 


(2x  + 2Ax  ^ l)1'2  + (2x  + 1)*« 
(2x  + 2 Ax  + l)1'2  + (2x  + 1 )*'• 


(2*  + 2Jjc  + 1)  — (2*  + 1)  2Jx 

(2*  + 2Ax  + l)1'2  + (2x  + 1)V2  (2x  + 2 Ax  + l)*'2  + (2jc  ,+  l)1'2 


(3) 


Ay  2 

Ax  (2x  + 2 Ax  + 1 yi*  + (2x  + Tj*^ 


(4) 


dy 

dx 


i:m  

(2x  + 2Ax  + l)1/*  + (2*  4-  l)1'3 


1 

(2jc  + l)1/a 


En  la  funcidn  /(*)  = V2*  4*  1,  lim  f{x)  = 0 = /( — 4)  mientras  que  no  existe  lim  /(*);  la  funcidn  es  continua  a la 

JC-*-1/2+  Va~ 

derecha  de  jc  = — J.  En  el  punto  jc  = — J la  derivada  es  iniinita. 


8.  Calcular  la  derivada  de  f{x)  = jc1/3  y,  como  aplicacidn,  estudiar  /'( 0). 
(1)  fix  + Jjc)  = (jc  4-  Ax)1* 


(2)  /(x  + Ax)  —fix)  = ix  + Ax)1*  — jc1/* 

^ [(jC  + Jjc)1/3  — JC1/3^  + ^JC)3/3  + + Jjc)1/3  + JC3/3] 

ix  + zU)a'3  + jc1/3(jc  + .djc)1'3  + jca/3 

x + Ax  — x 

ix  + Jjc)8/3  + jc*/3(jc  + Ax)1* 3 + jc*/3 

/(jc  + ^jc)-/(jc)_  1 

' ^JC  (jc  + Jjc)8/3  + x^ix  + Jjc)1/3  + X*/3 


(4) 


/'(*) 


lim 


1 

(jc  + Ax)*1*  + jc1/3(jc  + Jjc)1'3  + jc8/3 


1 

3^ 


La  funcidn  no  es  derivable  en  el  punto  jc  = 0 porque  el  denominador  es  cero.  Obsdrvese  que  la  funcidn  es  continua 
en  el  punto  x — 0.  Teniendo  esto  en  cuenta  as!  como  la  nota  final  del  Problema  7 se  puede  afirmar  que:  Si  una  funcidn 
es  derivable  en  el  punto  x = at  es  continua  en  dicho  punto  aunque  el  reciproco  no  es  cierto. 
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9.  Interpretation  geometrica  de  dy/dx. 

La  Fig.  4-1  muestra  quc  Ay/ Ax  es  la  pendiente  de  la 
secante  que  une  un  pun  to  fijo  P(x , y)  cualquiera  de  la  curva 
con  otro  Q(x  + Ax,  y 4-  Ay).  Cuando  Ax  ->  0,  P perma- 
nece  fijo  y Q se  mueve  sobre  la  curva  acercdndose  a P;  la 
recta  PQ  va  girando  alrededor  de  P hasta  que  Uega  a su  po- 
sici6n  limite  que  es  la  tangente  PT  a la  curva  en  el  punto  P. 
Asi  pues,  dy/dx  es  la  pendiente  de  la  tangente  a la  curva 
y =/( jc)  en  el  punto  P. 

Por  ejemplo,  en  el  Problema  3,  la  pendiente  de  la  cti- 
bica  y = x3  — x2  — 4 en  el  punto  x — 4 es  m = 40,  en 
x = 0es/n  = 0yen.x  = — 1 es  m — 5. 


x 


o 


10.  Ha  liar  ds/dt  en  la  funcion  del  Problema  2.  Inter  pretar  el  resultado. 


Fig.  4-1 


En  este  caso 


As 

~Ai 


10f0  + 5At  y 


= lim  (10r0  + SAt)  = 10t0. 
at 


Cuando  At  0,  As/ At  representa  la  veh>cidad  media  del  cuerpo  en  intervalos  de  tiempo  At  cada  vez  mds  peque- 
fios.  El  valor  de  ds/dt  es  la  velocidad  instantdnea  v en  el  instante  t — t0.  Por  ejemplo,  para  x — 3,  v = l6(3)  = 30  m/s. 


11.  Calcular  f'(x)  en  la  funci6n/(.x)  = |jc|- 


La  funciOn  es  continua  para  todos  los  valores  de  x.  Para  x < 0,/(jc)  «=  — jc  y/'U)  — — 1 ; para  a?  > 0 ,/(*)  — x y 
/'(*)  = !. 


Para  x = 0 ,/(*)  = 0 y lim 


f(x  + Ax)  -fix) 
Ax 


j*-mj  Ax 


lim 

Ax-*Q 


\Ax\ 
Ax  ‘ 


Cuando  Ax  ->  0~, 


\Ax\ 
Ax  y 


— 1 mientras  que  si  Ax  ->  0+, 


I Ax  I 
Ax 


->  1. 


Por  consiguiente,  la  funci6n  no  es  derivable  en  el  punto  x = 0. 


Ay  dy 

12.  Calcular  c = para  la  funcibn  de  los  Problemas  (a)  3 y (b)  5.  Demostrar  que  c ->  0 cuando  Ax  ->  0. 


(a)  c = {3x2  — 2x  + (3*  — 1)  Ax  + (dx)2}  — {3x2  — 2*}  — (3x  — 1 + Ax)Ax. 


£ ix—  2)ix  + Ax  — 2)  ix  — 2y 


— ix  — 2)  + ix  + Ax  — 2)  _ 1 . 

(x  — 2)*(x  + Ax  — 2)  (x  — 2)\x  + Ax  — 2) 


dy 

13.  Interpretar  geomdtricamente  la  expresion  Ay  = • Ax  + c • Ax  del  Problema  12. 

dy 

En  la  figura  del  Problema  9,  Ay  = RQ  y -f-  * Ax  = PR*  tag  Z_  TPR  = RS;  por  tanto,  c * Ax  = SQ.  Cuando  x se  in- 
due 

dy 

crementa  en  Ax  desde  P{x,y),  Ay  es  el  incremento  correspondiente  de  y contado  hasta  la  curva  mientras  que  —j-  Ax  esel 

incremento  correspondiente  de  y contado  hasta  la  tangente  PT.  Como  la  diferencia  entre  ambos  incrementos  e * Ax 

= („.)(J*)a  ->  0 mas  rapidamente  que  Ax,  en  el  Capitulo  23  se  empleard  la  expresidn  * Ax  como  una  aproximaci6n  de 
Ay  cuando  \Ax\  sea  pequefio. 
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Problemas  propuestos 

14.  Calcular  dy  e dyjdx%  en  los  casos  siguientes: 

(a)  y = 2x  — 3 y x pasa  dc  3,3  a 3,5. 

(b)  y — jc*  + Ax  y x pasa  dc  0,7  a 0,85. 

(c)  y = 2/xy  x pasa  dc  0,75  a 0,5. 

Sot.  (a)  0,4;  2,  (b)  0,8325;  5,55 ,(c)  4/3;  —16/3 


15.  Dada  la  funcidn  y — x%  — 3x  4-  5,  calcular  dy  en  cl  punto  x = 5 para  dx  = — 0,01.  Hallarel  valor  dey  para  x = 4,99. 
Sol . dy  = —0,0699;  y = 14,9301 


16.  Calcular  la  velocidad  media  dc  los  siguientes  movimientos: 

(a)  s = (3/*  + 5)  m y t pasa  de  2 a 3 seg. 

(b)  s = (2/*  + 5t  — 3)  m y / pasa  de  2 a 5 seg. 

Sol . (a)  15  m/seg,  (b)  19  m/seg. 


17.  Calcular  el  aumento  de  volumen  de  un  baton  esfgrico  cuando  su  radio  se  incrementa  desde  r hasta  r + dr  cm,  (b)  desde 
2 hasta  3 cm. 

Afj- 

Sol . (a)  (3r*  + 3r  • .dr  + dr9)  * dr  cm3.,  (b)  «/s?»  cm*. 


18.  Hallar  la  derivada  de  las  siguientes  funciones: 


(a)  y = 4x  — 3 

(b)  y — 4 — 3x 

(c)  y = x*  + 2x  — 3 

Sol.  (a)  4 

(b)  -3 

(c)  2(x  + 1) 

W)  -2/a:3 


(d)  y = 1/x1 

(<?)  y = (2*-l)/(2*+  1) 
(/)  y = (1  + 2x)/(l  - 2x) 


W 


1 


(2x  + 1)* 


(/) 


a — 2xy 


(g)  y = V* 

(h)  y --  1 lV7 


(g) 


1 

2yfx 


(A) 


Ix^fx 


(/)  y = YT+2X 

O')  y = 1/V2  + x 


(0 


1 

vr+is 


0) 


1 

2(2  + 


19.  Hallar  la  pendiente  de  las  siguientes  curvas  en  el  punto  x — 1 : 

^'-TTT- 

5b/.  (a)  —10,  (b)  —1,  (c)  —1/8. 


20.  Calcular  las  coordenadas  del  vArtice  de  la  par&bola  y = x9  — Ax  4-  1 teniendo  en  cuenta  que  la  pendiente  de  la  tangente 
en  dicho  punto  es  igual  a cero.  Sol.  V(2t  — 3). 


21.  Calcular  la  pendiente  de  las  tangentes  a la  par&bola  y = — jc1  -f  5*  — 6 en  los  puntos  de  intersection  con  el  eje  x. 
Sol . Para  x — 2,  m — 1 ; para  x — 3,  m = — 1. 


22.  Calcular  la  velocidad  de  los  siguientes  movimientos  en  el  instante  t — 2;  s viene  expresado  en  metros  y t en  segundos: 
(a)  i = f1  + 3t,  (b)  s = t*  — 3/*,  (c)  s = \^T+~2. 

Sol.  (a)  7 m/s,  (b)  0 m/s,  (c)  i m/s 


23.  Demostrar  que  la  variaciOn  instantAnea  del  volumen  de  un  cubo  con  respecto  a su  arista  *(cm)  es  de  12  cm8/cm 
cuando  x = 2 cm. 


Capitulo  5 


Derivacion  de  funciones  algebraicas 


UNA  FUNCION  que  tiene  derivada  en  un  punto  x =*  x0  se  dice  que  es  derivable  en  el.  Una  funcion  es 
derivable  en  un  intervalo  cuando  lo  es  en  todos  los  puntos  del  mismo. 

Las  funciones  que  aparecen  en  el  calculo  elemental  son,  en  general,  derivables  en  sus  intervalos 
de  definicidn,  pudiendo  no  serlo  en  algtin  punto  aislado. 


FORMULAS  DE  DERIVACION,  En  las  fdrmulas  siguientes  u,  v y w son  funciones  derivables  de  x. 


1,  ~r~  (c)  — 0,  siendo  c una  constante 

ax 


2 ■ = 1 

3.  ^(u  + v+  •••)  = ^(u)  +'4:(v)  + 


dx  ' 


4. 


d (cu)  = ci<“) 


dx 


d_f  w ^ _ 1 _ d 


(u)f  0 


dx\c  j c dx 

8‘  d*(w)'=  cdi(f)  = ~~ut'dxM’ 


9. 


u ¥*  0 
d f u 

dx\v 


vh(u)~u£(v) 


, v ¥=■  0 


S.  ±(uv)  = u£(v)  + v£(u) 


10.  = mxm~' 

ax 


6.  uvw ) 


UV-y-(w)  + UW~-(V)  + VW-j-(u) 

dxx  dx  dx 


U.  £(«")  = mu"-'£(u) 


(Ver  Problemas  1-13.) 


FUNCION  INVERSA.  Sea  la  funcion  y = f(x)  derivable  en  el  intervalo  a < jc  < b y supongamos  que 
dyjdx  no  cambia  de  signo  en  dicho  intervalo.  Las  funciones  representadas  en  las  Figs.  5-1  a y 5-lZ> 
toman  una  sola  vez  cada  uno  de  los  valores  comprendidos  entre  f{a)  ~ c y f(b ) = d . Por  tanto, 
a cada  valor  de  y perteneciente  a dicho  intervalo  le  corresponde  un  tinico  valor  de  x , con  lo  cual 
x es  tambien  funcion  de  y , es  decir  a:  = g(y).  Las  funciones  y — f(x)  y x = g(y ) reciben  el  nombre 
de  funciones  inverses. 
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Ejemplo  1 : 

(a)  y = f(x)  — 3x  + 2 y x = ^(>0  = J(,v  — 2)  son  funciones  inversas. 

( b ) Cuando  jc  < 2 c y > — 1,  y = x*  — 4x  + 3 y x = 2 — vV  + 1 son  funciones  inversas.  Cuando  jc  > 2 e y > — l, 
.v  = x*  — 4x  + 3yx  = 2 + + I son  funciones  inversas. 

Para  calcular  dyjdx  en  la  funcion  x = g(y): 

(a)  Despejar  y si  es  posible  y derivar  con  respecto  a a 

(ft)  Derivar  x = g{y)  con  respecto  a y y aplicar 

12.  — = — 

dx  dx 

dy 


Ejemplo  2: 

Calcular  dvfdx  en  la  funci6n  x = \'y  + 5. 

Aplicando  (o):  y = (x  — 5)*  y dyjdx  = 2(x  — 5), 

dx  l dy  / — 

Aplicando  (£):  -r—  = hv~l<*  = — ; por  tanto,  — = 2v  >'  = 2(x  — 5>. 

dy  2\y  dx 


(Ver  Problemas  14-15.) 


DERIVADA  DE  UNA  FUNCION  DE  FUNCION.  Si  y = /(u)  y u = g{x)  resulta  que  y = f{g(x)}  es 
una  funcion  de  jc.  En  el  caso  en  que  y sea  una  funcion  derivable  de  u y u lo  sea  respecto  de  .y,  la 
funcidn  y = /{£(*)}  tambien  ser k derivable  con  respecto  a ,v.  La  derivada  dyjdx  se  puede  obtener 
por  uno  de  los  procedimientos  siguientes: 

{a)  Despejar  y en  funcidn  de  x y derivar 

Ejemplo  3: 

Si>  = «t  + 3yw  = 2x  + 1,  tendremos  y — (2x  + 1)*  + 3 y dyjdx  = 8x  + 4. 

(ft)  Derivar  cada  una  de  las  funciones  con  respecto  a la  variable  independiente  y aplicar  la  formula 

11  dy^dy  du 

dx  du  dx 

Ejemplo  4: 

Si>r  = w*  + 3yw  = 2x  + l,  tendremos  = 2uy  — 2 y ~ = = 4u  — 8x  + 4. 

du  dx  dx  du  dx 

(Ver  Problemas  16-20.) 


DERIVADAS  DE  ORDEN  SUPERIOR.  La  derivada  de  una  funcion  de  v,  y = /(*),  recibe  el  nombre 
de  primera  derivada  de  la  funcion.  Si  la  primera  derivada  es  a su  vez  una  funcion  derivable,  su  deri- 
vada se  denomina  derivada  segunda  de  la  funci6n  original  y se  representa  por  uno  cualquiera  de  los 
d%y 

simbolos  — r-s-,  y"  o f”(x).  La  derivada  de  esta  segunda  derivada,  si  existe  es  la  derivada  tercera 


dx 2 


<Py 


de  la  funcion  y se  representa  por  y'"  o /"'(*). 


Nota.  La  derivada  de  un  orden  determinado  en  un  punto  solo  puede  existir  cuando  todas  las 
funciones  derivadas  de  orden  inferior  son  derivables  en  dicho  punto. 


(Ver  Problemas  21-23.) 
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Problemas  resueltos 


1.  Demostrar;  (a)  (c)  = 0.  sicndo  c una  constame;  (A)  (jr)  = I;  (c)  («)  = siendo  c una  constante; 

dx  ax  ax 


(d)  — (xn)  = /rjc”-1,  siendo  n un  numero  positivo  entero. 


Como  ~/(Jr)  = lim  -X  + Ax)  f{X) 
ax  jr-^o 


dx 


(a)  -r-(c)  = lim  — ■ C — lim  0 = 0 

dx  Ax 

d / \ i ■ ( x + Aar)  — x ..Ax  , 

( b ) -j—{x)  — lim  = lim  — = lim  1 = 1 

ax  Ar_*o  Ax  ^x-+o  Ax 


(c)  — (ex)  = lim  . 

dx  A.r-o  Ax  .yr-nl 


d t . . . c( x 4-  Ax)  — cx  . . 

— (ex)  = lim  — ^ = Inn  c = c 

{.,  + iu"-'  lx  + 


(d)  ~(r')  = lim  = lim 


(x  4-  Ax)"  — xn  __ 

A-v— *0  AX  Ar— *0 


21}  x“-'(lxy  + •••  + (Ax)*!  - x* 


Ax 


= lim  \ vxn  1 4-  V ^ — x"~*Ax  4-  •••  4*  (Ax)"~ 


2.  Sean  u y v funciones  derivables  de  x.  Demostrar:  (a)  ~ (u  4-  v)  = 4-  (v) 

ax  dx  dx 


(6)  £(«•»)  = u-~(v)  + v£(n) 


(c) 


— = 
dx  J 


v‘£{v)  ~ u’£(v) 


, r^0 


(a)  Sea  f(x)  = « 4*  v ~ i/(x)  4-  K*);  tendremos: 

f{x  4-  dx)  — f{x)  u(x  4-  dx)  -I-  v(x  4-  dx)  — u(x)  — v(x) 


dx 


dx 


u(x  4-  dx)  — w(x)  v(x  4-  dx)  — v(x) 
dx  dx 


Tomando  el  limite  cuando  dx-*  0,  /(*)  = — (u  4-  v)  = u( x)  + ~ v(x)  = (a)  4 (v). 

ax  dx  dx  dx  dx  dx 

(b)  Sea  f(x)  = u * v = «(x)  * v(x) ; tendremos: 

/(x  4-  Ax)  — f(x)  _ ?<(x  4-  Ax)  ■ v(x  4-  Ax)  — ?<(x)  * v{x) 


Ax 


Ax 


[n(x  4-  Ax)  • i>{x  4-  Ax)  — v(x)  • ?<(x  + Ax)]  4-  [u(x)  • u(x  4-  Ax)  — «(x)  * v(x)| 


/ . * x t’(x  4-  Ax)  v(x)  , , s 

= ?/{x  4-  Ax)  — — — + v(x) 


Ax 

u(x  4-  Ax)  — 7<(x) 
Ax 


y £-f{x)  = £{u‘v)  = u{x)£v{x)  + = u£(v)  + v£m- 


(r)  Sea  f(x)  = — = tendremos 

v r(x) 

?/(x  4-  Ax)  __  u(x) 

f(x  4 Ax)  ~ f(x)  _ t^(x  + Ax)  v(x)  _ u(x  4-  Ax)  * v(x)  — u(x)  ■ v{x  4-  Ax) 

Ax  — Ax  ~ Ax{v(x)  • v(x  4-  Ax)} 

[m(x  4-  Ax)  • i'(x)  — 7t(x)  • r(x)]  — [u(x)  • v(x  4-  Ax)  — u(x)  • v(x)] 
Ax{u(x)  # v{x  4-  Ax)} 

r(..)  «(■»'+  Ax)  - »(x)  _ I,(g  + A«)  - TJ(x) 

Ax  Ax 


y 


= -t(±)  = 

dx\v/ 


v(x)  • v(x  4-  Ax) 
v(x)~u(x)  - n(x)£v(x) 
~~  {»(*)>* 


vTx(u)-  u£(v) 


CAP.  5] 


DERIVACION  DE  FUNCIONES  ALGEBRAICAS 


31 


Derivar  las  siguientes  funciones. 

3.  y = 4 + 2x  — 3x*  — 5*3  — 8*4  + 9*5 

^ = 0 + 2(1)  — 3(2*)  — 5(3*2)  — 8(4*8)  + 9(5*4)  = 2 — 6*  — 15*a  — 32x3  + 45x4 
1 3 2 

4.  y ~ •"-rH s = x~l  + 3x-a  + 2** 3 

% = -■»-*  + 3(-2*-3)  + 2(-3x~‘)  = -a:-1*- = _ -L  _ A _ 


5.  a/  = 2xI/a  + 6x1/3  - 2xa/a 

§ = 2(|'x",/’)  + 6(i:c_i,/3)  - 2(|*l/0  = *-/*  + 2x-,/3  - Sx1'2  = ^ ^ - Sx” 

«•  V = £-,  + £, i -■£*--£'  = 2x"'2  + to-w  - 2*-*«  - 

£ = 2("5*'")  + 6(_5'"'’)  - 2(-l*"“)  - 4(-r'”") 

— — *-3/s  _ 2rr _4/3  -I-  “5/2  4-  ^rr-?/4  — - ? L _? L JL_ 

— X -t-  t5X  T OI  — ^3/2  j.4/3  ^ x5/2  ^ x7/4 


7.  2/ 


\/3x2  - ~ - (3a:2) 1/2  - (5a:)- 1/2 
V5x 

g = |(3*2)-^.6*  -(—}•) (5*)— -5 


2*  5 2 1 
(9a:4)1'2  + 2(6x)(5x)1/2  fa  + 2x^ 


8.  « = (<2-3)4 


= 4(t2  — 3)2  (2()  = 8t(t2-3)2 


9.  z 


3 

(a2-i/a)a 


3(aa  — 2/a)-a 


dz 

dj/ 


3(-2)(aa-j/a)’ 


, (a*  - 3 


3(-2)(aa-yara(-22/) 


I2y 

(aa-ya)3 


10.  /(x)  = Vx2  + 6x  + 3 = (x2  + 6x  + 3)1'2 

/'(x)  = i(x2  + 6x  + 3)-,/2*^(x2  + 6x  + 3)  = i(x2  + 6x  + 3)-,,2(2x  + 6) 


x + 3 

\/*2  + 6x  + 3 


11.  y = (xa  + 4)a  (2xa  - l)3 

y'  - (x‘  + 4)2*^-(2x2-l)2  + (2x2-l)2*^-(x2  + 4)2 

= (x2  + 4)2  ♦ 3(2x2  - 1)2~  (2x2-  1)  + (2x2  - l)2  • 2(x2  + 4)  • ^ (x2  + 4) 

= (x2  + 4)2  • 3(2x2  - l)2  • 6x2  + (2x*  - l)3  ■ 2(x2  + 4)  • 2x  = 2x(x2  + 4)(2x3  - l)2  (13x3  + 36x  - 2) 


12. 


V = 


3 — 2x 
3 + 2x 


V - 


(3  + 2x)  *^-(3  - 2x)  - (3  - 2x) -^(3  + 2x) 
(3  + 2x)2 


(3  + 2x)(-2)  - (3  - 2x)(2) 
(3  + 2x)2 


-12 

(3  + 2x)2 
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13.  y - 


^ \ 


(4  — x*),/a 


dx 


4 — x2 


(4  -x2)1/2(2x)  - s2*^(4-x2)-|/2(-2s) 
4 — x2 


_ (4  — x2)172  (2x)  + x3(4  — sc2)  “ 1/8  (4  — a:2)172  _ 2x(4  — a:2)  + x8 

4 - x2  ’ (4  - x2)172  “ (4  - x2)372 


8x  — x8 
(4  - x2)3/a 


14.  Hallar dyjdx,  en  la  funci6n  £ — l/yl  — j/2. 

0=  (l-ya)1,J  + Jy(l-y2)-,/2(-2i/)  = ^0^ 


dy  _ 


Vl  — Vi 


dx  " 1 - 2z/2 


IS.  Calcular  la  pendiente  de  la  curva  x = y2  — 4y  en  los  puntos  de  interseccibn  con  el  eje  y . 
Los  puntos  de  corte  son  (0,0)  y (0,4). 

1 


dx  dy  1 

— 2v 4 v — = 

dy  dx  dx/dy  2 y — 4 


. En  (0,0)  Ja  pendiente  es  — £,  y en  (0,4)  la  pendiente  es  £. 


FORMULA  DE  LA  DERIVADA  DE  UNA  FUNCION  DE  FUNCION 

16.  Deducir  la  formula 

dx  du  dx 

Sean  Au  y Ay  los  incrementos  experimentados  por  las  funciones  u y y cuando  x aumenta  o disminuye  en  Ax. 
Siempre  que  Au  ^ 0 podremos  escribir. 

Ay  _ Ay  Au 
Ax  Au  Ax 

y siendo  Au  ^ 0,  cuando  Ax  -*  0 se  verificarA 

dx  du  dx 

Se  puede  prescind ir  de  la  condici6n  impuesta  a Au  tomando  \Ax\  suficientemente  pequefto.  Cuando  esto  no  sea 
posible,  la  f6rmula  se  puede  deducir  de  la  manera  siguiente: 

dy 

Sea  Ay  = • Au  + c • Au  donde  « 0 cuando  Ax  -►  0.  (Ver  PrOblema  13,  Capitulo  4.)  Por  tanto, 

du 

Ay  _ dy  Au  Au 
Ax  du  Ax  C Ax 

. ,,  . . . dy  dv  du  du  dv  du 

y,  tomando  limites  cuando  Ax^0t  -r-  = -f-  • — h0  — = -f-  • ~ como  antes. 

dx  du  dx  dx  du  dx 

u 2 — 1 


17.  Hallar  dyjdx,  en  las  funciones  y = ^ y u = xz  + 2. 


4 u 


Por  lo  tanto 


dy_ 

du  (m2  + l)2 

dy  dy  du 


lx 


du 


dx  3(x2  + 2) 2/3 


4m 


2x 


2x 

8x 


dx  du  dx  (m2  + l)2  3m2  3m(m 2 + l)2 


18.  Un  punto  se  mueve  sobre  la  curva  y — x3  — 3x  + 5 de  forma  que  x = \y/T + 3 siendo  t el  tiempo.  Calcular  la  variacidn 
de  y con  respecto  al  tiempo  en  el  instante  t = 4. 


Se  trata  de  calcular  el  valor  de  dyjdt  para  / — 4. 


— = Vx* 1)  = _L  

dx  KX  l>'  dt  4v/p  dt  dx  dt 


dy  dy  dx  _ 3(x2  — 1) 

WT 


Cuando  t = 4 x = J y/4  + 3=4,  y ^ 2 ^ = IT  unidades  por  unidad  de  tiempo. 

19.  Un  punto  se  mueve  en  el  piano  segiin  la  ley  * = /*  + 2r,  y = 2 t3  — 6 1.  Calcular  dy/dx  para  t = 0,  2,  5, 
De  la  primera  ecuacidn  se  puede  despejar  t y sustituirlo  en  la  segunda,  resultando  yen  funcidn  de  x. 

1 


lfy_  _ c,2  * <to_  __  ? dt 

dt  61  6’  dt  21  + 2>  dx  ~ 2 1+  2 ’ J dx~  dt  Hi 


1 dy  dy  dt  , _ 

-y+  = ^-^  = 6('a-1)- 


2 (t  + i) 


= 3(f-l). 


Los  valores  pedidos  de  dyjdx  son  — 3 para  / — 0,  3 para  t = 2,  y 12  para  t = 5. 
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20.  Si  y = jc*  — Ax  y x — 's/it'  4*  1,  hallar  dyjdt  cuando  t — 1. 

dy  __  _ dx  2/  dy  _ dy  dx  _ At(x  — 2) 

^ * dt  (2 /■  + 1)V*  ’ dx'  dt  ~ (2 /*  + iy/> 

Cuando  / = VI.  * = V"5  y (5  _ 2 V?). 

21.  Demostrar  que  la  funci6n  /(jc)  = jc3  + 3jc*  — 8jc  + 2 tiene  derivadas  de  todos  los  6rdenes  para  x ~ a 

f X x ) = 3jc*  4-  6jc  — 8 y / '(«)  = 3a*  4*  6a  — 8 

f"(x ) — 6jc  + 6 y /''(a)  = 6a  4-  6 

/"'(*)“  6 y /'"(a)  = 6 

Todas  las  derivadas  de  orden  superior  son  id£nticamente  nulas 


22.  Hallar  las  sucesivas  derivadas  de  /( jc)  = x*l 3 para  jc  = 0. 

/'to  = y*‘/"  y/'(0)  =0 

/"to  = y /"(0)  no  existe. 

Por  tanto,  para  x = 0 solamente  existe  la  primera  derivada. 

23.  Dada  la  funci6n f(x)  = ^ = 2(1  — x)~\  calcular f{n) (jc). 

Tendremos 

fXx)  = 2( — 1)(1  - jc)~*  (-1)  = 2(1  - jc)-*  = 2 • 1 ! (1  - jc)-* 
f'Xx)  = 2(1  !)( — 2)(1  -jc)-»(-1)  = 2 * 2 !(1  — jc)-8 
/"'(jc)  * 2(2  !)( — 3)(1  — *)"«(— 1)  = 2 • 3 ! (1  — jc)-* 

con  lo  cual  f{n)  (x)  = 2 • n ! (1  — jc)  -("+1). 

Esto  se  puede  demostrar  por  el  m6todo  de  inducci6n,  suponiendo  que  f{k)  (jc)  = 2 • k ! (1  — jc)“(A+1)»  se  verifica 
/(t+D  (X)  = — 2 - * ! (k  4*  1)(1  — ( — l)  - 2 • (it  4*  1)  ! (1  — jc)-<*+« 


Problemas  propuestos 


24.  Deducir  la  f6rmula  10  en  el  caso  en  que  m = — 1 //?,  siendo  n un  niimero  positivo,  aplicando  la  fdrmula  9 para 

hallari(^)- 

En  el  caso  en  que  m = p!q,  siendo  p y q enteros,  ver  Problema  4,  Capltulo  6. 


Hallar  la  derivada  de  las  funciones  de  los  Problemas  25-43. 

25. 

V = *•  + 5*‘  - 10*"  + 6 

Sol. 

dyjdx  = 6ac(«3  4-  4a*  — 4) 

26. 

y = 3*1"  - a:*'1  + 2x~m 

Sol. 

— = — — -v*  - -L 

dx  2 V*  2 * 

27. 

y = -3-  + -7=  — — *"*  + 4x_1/, 

2x • y/x  2 

Sol. 

dy  _ 1 2 

dx  ~ **  xin 

28. 

y — y/2x  + 2yfx 

Sol. 

, 1 + V2 

* y[2x 

29. 

cv 

II 

^1l*° 

Sol. 

m = - 

30. 

y — (1  — 5x)‘ 

Sol. 

2/'  = -30(1  - 5*)* 

31. 

/(*)  = (3*  — 3s  + l)4 

Sol. 

/'(*)  = 12(1  - x*){3x  - 35s  + l)1 

32. 

y - (3  + 4 x-x'Yn 

Sol. 

, 2 — x 

y = y 
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33. 


3r+2 
2r  + 3 


Sol.  £ = 


5 


35,  y = 2x2y/2  — x 

36.  . f(x)  = — 2x2 


Sol . j/'  = 
So/,  y'  = 


dr  (2  r + 3)» 

5x4 


So/.  /'(*)  = 


(1  + *)• 
x (8  — 5x) 
yj2-x 
3 — 4x* 


37.  y = (x  — l)y/x2  — 2x  + 2 


8-  a = 


VT—  4w* 

39.  y = \/l  4- 


\Z3-2«* 

So/.  dy  = A«a-^  + 3 
dx  y/x1  — 2x  + 2 

J**  - 1 

dto  (1  — 4'io*)8/* 

1 


So/,  y'  = 


40.  /(x) 


- a/£  1 

>x  + l 


So/.  /'(*)  = 


4\/x  + x \/x 

1 


41.  y = (x2  + 3)4  (2x3  - 5)3 
t*  + 2 


42.  9 = 


3 — £a 


43. 


(a:  + 1)V«*  — 1 
SoL  y’  = 2x(x2  -f  3)3  (2a:3  — 5)*  (17x3  + 2rtx  — 20) 

5o,‘  dT  = 

r. , u,  - 38z’(x’  - 1)* 

**  W “ ^2*»+lF 


44.  Calcular  dy/dx  por  dos  mgtodos  diferentes  y comprobar  que  se  llega  al  mismo  resultado:  (a)  x — (1  + 2 y)* 
(b)x  = 1/(2  + y). 


Calcular  rfy/rfx  en  los  Problemas  45-48. 

u — 1 

45.  y = tTTT * u = v* 

46.  y = w3  + 4,  w = a;1  + 2x 

47.  y = Vl  + « — V*" 


So/. 


^£.= I 

dx  yfx  (1  + t/x  ) 2 


Sol.  = 6x2(x  + 2)*  (x  + 1) 
ax 

So/.  Ver  Problema  39 


dy  __  dy  du  dv 

di  “ dH  * dT*  di’ 


48.  y = V*  w = v(3  — 2v),  v — x1 

Calcular  las  derivadas  indicadas  en  los  Problemas  49-52. 

49.  y = 3x4  - 2x2  + x - 5;  y'"  Sol.  y”f  = 72x 

105 


(So/.  Ver  Problema  36) 


Sol . y(U>  = 


So/.  /"(x)  = 


50.  y — 1/Vi;  y<lv) 

51.  /(X)  = v'233?;  /"(*) 

52.  j/  = x/\fx  - 1,  j/"  -So/-  1/"  = 

Calcular  la  derivada  enesima  en  los  Problemas  53-54. 

53.  y = 1/x2  So/.  V»>  - 


16x9/2 


-6 


(2  - 3x*)3/2 
4 — x 


4(x  - l)5/> 
(~l)*(u  + 1)1 


54.  /(*)  = 1/(3*  + 2) 


so/.  fn(x)  = (~\r~ 


3"  • n ! 


(3*  + 2)w+1 

55.  Si  y — f(u ) y u — £(*)>  demostrar: 

d*y  _ dy  c Ph  d*y f du\*  ...  d*y  dy  d*u  0d*y  d2u  du  d}yfdu\ 

" - — — + — ' — » sr  = sr 5?-+  3*r.,d?,^+ 

d3x  3CX")*  — 


dx 2 du  dx2  ^ du2^dx^ 


56.  A partir  de  ^ = -K*  deducir 

d>  y dy2 


O'')3  ' dy3 


O'')6 


Capitulo  6 


Derivacion  de  funciones  implkitas 


FUNCION  1MPLICITA.  Cuando  una  ecuacidn,  definida  en  el  campo  de  variation  de  sus  variables  se 
escribe  en  la  forma  /( x,  y)  = 0 se  dice  que  y es  una  funcion  implicita  de  x. 

EJemplo  1: 

1 x 

(a)  La  ecuacifo  xy  4-  x — 2 y — 1 = 0/siendo  x ^ 2,  define  la  funcidn  y = — — 

(b)  La  ecuacidn  4x*  4-9 y*  — 36  = 0 define  la  funcidn  y = $ V 9 — x*  cuando  |x|<3ex>0yla  funcidn 
y = — f y/9 — x * cuando  \x\  < 3 e y < 0. 

Obs6rvese  que  la  el  ipse  se  puede  considerar  formada  por  dos  arcos  unidos  en  los  puntos  ( — 3,0)  y (3,0). 

Para  hallar  la  derivada  y'  se  puede  seguir  uno  de  los  procedimientos  que  se  detallan  a con- 
tinuacidn : 


(a)  Despejar  y , si  es  posible,  y derivar  con  respecto  a x.  Este  procedimiento  se  debe  evitar,  a me- 
nos  que  se  trate  de  una  ecuacion  muy  sencilla. 

(b)  Derivar  la  ecuacidn  dada  con  respecto  a x,  teniendo  en  cuenta  que  y es  funcidn  de  x,  y des- 
pejar y\  Esta  forma  de  efectuar  la  derivacion  recibe  el  nombre  de  derivacidn  implicita . 

f f ' 

EJemplo  1: 


(a)  Hallar  y\  en  la  ecuacidn  xy  4-  x — 2 y 

d 


1=0. 


Tendremos  x • 


dx  + 


£«-2.£w-£(i)-£w 


o bien  xy'  4-  y 4-  1 — 2 y"  = 0;  por  tanto,  yf  = . 

(b)  Hallar  y\  cuando  x = y/5 , en  la  ecuacidn  4x2  4-  9 y%  — 36  = 0. 

Tendremos,  4 • ^ (x2)  + 9 • ~ (y2)  = 8x  4-  9 • ^ (y2)  = 8x  4-  18 yyf  = 0e/=  - 

Para  x = V"5,  y = ± 4/3.  En  el  punto  (V"5, 4/3)  del  arco  superior  de  la  elipse,  y'  = — y en 
el  punto  (VT,  — 4/3)  del  arco  inferior,  y'  — V~5/3. 


DERIVADAS  DE  ORDEN  SUPERIOR.  Se  pueden  calcular  por  uno  de  los  procedimientos  siguientes : 
(a)  Derivar  implicitamente  la  primera  derivada  y en  el  resultado,  sustituir  el  valor  de  / previa- 
mente  calculado,  repitiendo  despu^s  la  misma  marcha. 


1 4-  y 

EJemplo  3:  En  el  Ejemplo  2(a),  y'  — - — Por  lo  tanto, 


A 

dx 


(.-)  - *■  - £(£*)  = 


(2  - a:)y'  + 1 + y 
(2  — x)‘ 


(2 


4-  1 4-  y 


(2  — x)2 


2 4-2  y 
(2  - z)2 


(A)  Derivar  implicitamente  la  fccuacidn  dada  cuantas  veces  sea  necesario  hasta  que  aparezca  la 
derivada  que  se  quiere  obtener,  eliminando,  acto  seguido,  todas  las  derivadas  de  orden  in- 
ferior. Este  procedimiento  es  el  m£s  recomendable  cuando  se  trate  de  hallar  una  derivada 
de  orden  superior  en  un  punto. 


Ejemplo  4:  Calcular  el  valor  de  y”  en  el  punto  ( — 1,1)  en  la  curva  x*y  4 3 y — 4 = 0. 
Derivando  implicitamente  con  respecto  a x dos  veces,  se  obtiene, 

x*y'  4-  2xy  4-  3>'  = 0 y x*y"  4-  2x yr  4-  2 xy'  4-  2y  4-  3 y"  — 0 

Sustituyendo  x = — 1,  y = 1 en  la  primera  relacibn,  obtenemos  y ' = i. 

Sustituyendo  x = — 1,  y = 1,  y'  — £ en  la  segunda  relacidn,  obtenemos  y"  =--=  0. 


35 


36 


DERIV ACTON  DE  FUNCIONES  IMPLICITAS 


[CAP.  6 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  y\  en  la  ecuacidn  x 2y  — xy 2 + x2  + y2  = 0. 


iixly)  ~ 


+ = 0 


x*£{v)  + - x£{yi)  - y,i{x)  + £(xt)  + Txw  = ° 


x2y ' + 2xy  — 2 xyy'  — y2  + 2x  4-  2 yy'  = 0 


y2  - 2x  — 2 xy 
x2-h2  y — 2xy 


2.  Hallar  y ' e y ",  en  la  ecuaci6n  x2  — xy  4-  yz  — 3. 

c&(x^  ~ + = 2x  - xyl  ~~  V + 2yy  ’ ~ 0 


= 2x^j, 
* x — 2 y 


(x-2y)-^(2x-y)  - (2 x ~ y)-~(x  - 2y) 


Zxy*  — 3 y 
( x - 2 y)2 


(x  - 2 y)2 
?x 


(2 z-y\  __ 
\x-2yj 


3 y 


(x  - 2y)(2  - y’)  - (2x  - y)(l  - 2 yf) 
(x  - 2y)2 


18 


(*  - 2t,)4 


6(x2  — xy  + y 2)  __ 

(®  - 2j/)3  " (x  - 2yf 


3.  Hallar  y'  e y"}  en  la  ecuacidn  x*y  + xy3  — 2 para  x — 1. 

x V + 3x2.v  + 3xj>V  + y3  = 0 

y x3>>"  + 3 x2y'  + 3 x2y'  4-  6 xy  4-  3xy2y"  4-  + 3jy2>>'  4-  3 y2y'  — 0 

Cuando  x = 1,  y = 1 ; sustituyendo  en  la  primera  ecuacion,  y*  = — I. 

Sustituyendo  x — 1,  y = 1,  >»'  = — 1 en  la  segunda  ecuacidn,  y"  = 0. 


Problemas  propuestos 


4.  Deducir  la  Fdrmula  10,  C&pitulo  5,  para  m = p/qt  siendo  p y q numeros  entcros,  escribiendo  y — xPlv  en  la  forma  y*  = xp 
y derivando  con  respecto  a x. 

2(1  + v)  4xy 

5.  Hallar  y ",  en  las  ecuaciones  (a)  x 4-  xy  4-  y = 2,  (d)  x3  — 3xy  +>'*  = !.  So/.  >> ' ' — — — - r-- , (d)  y ' ' = - 


(1  4-  xf 


(y*-xy 


6.  Hallar  y\  y"9  e y'"  en  (a)  el  punto  (2,  I)  de  x2  — y2  — x = 1,  (d)  el  punto  (1,  1)  de  x3  4-  3x2y  — 6x^2  + 2y2  = 0. 
Sol.  (a)  3/2,  —5/4,  45/8;  (d)  1,  0,  0 


7.  Hallar  la  pendiente  de  la  tangente  en  el  punto  (x0,  y0 ) de  (a)  d2x2  4-  a%y%  = a2b2t  (d)  dax2  — azy2  = a2d2,  (c)  x3  + >>3 


— 6x2y  = 0. 


Sol.  ( a ) - 


d*x0 


Ab)^AO 


4x0y0  — x02 


ay o ' ' a*y o'  y02  — 2x02 
8.  Demostrar  que  las  curvas  5y  — 2x  -f  — x2y  =0  y 2 y + 5x  4-  x4  — x3y2  = 0 se  cortan  en  angulo  recto  en  el  origen. 


9.  (a)  El  Area  total  de  un  paralelepipedo  recto  cuya  base  es  un  cuadrado  de  lado  y de  altura  x viene  dada  por  5=2^*  + 4xy. 

Suponiendo  que  S es  constante,  caleular  dyjdx  sin  despejar  y . 

(d)  El  drea  total  de  un  cilindro  recto  circular  de  radio  r y altura  h viene  dada  por  S — 2ji r2  + 2jirh.  Suponiendo  que  S es 


constante,  caleular  th  jdh.  Sol.  (o) 


x + y 


; (d>- 


2r  + ft 


10.  En  la  circunferencia  x2  + y2  — r2,  demostrar  que 


(1  + ')*}*/* 


11.  Siendo S = nx(x  + 2y)  y V — nx2y.  demostrar  que  dSfdx  = 2ti(x  — y)  cuando  Kes  constante,  y que  dVjdx  = — nx{x — y) 
cuando  S es  constante. 


Capitulo  7 


Tangente  y Normal 


SI  LA  FUNCION  f(x)  posee  derivada  finita,  /'(jc0),  en 
el  punto  x = x0,  la  curva  y = f(x)  tiene  una 
tangente  en  P0(x09y0)  cuya  pendiente  es 

m = tag  8 = /'(*«) 

Si  m — 0,  la  curva  tiene  una  tangente  horizon- 
tal de  ecuacion  y = yQ  en  P0,  puntos  A,  C y E 
de  la  Fig.  7-1.  En  los  demas  casos  la  ecuacion 
de  la  tangente  en  un  punto  a una  curva  es 

y—y0  = m(x  — x0) 

Si  /( jc)  es  continua  en  el  punto  x = jc0,  pero 

lim  /'(jc)  = oo  la  curva  tiene  una  tangente  verti- 
jr->jc0 


y 


Fig.  7-1 


cal  de  ecuacion  x x0f  puntos  B y D de  la  Fi- 
gura  7-1. 

La  normal  a una  curva  en  uno  de  sus  puntos  es  la  recta  que  pasando  por  dicho  punto  es  per- 
pendicular a la  tangente  en  el.  La  ecuacion  de  la  normal  en  el  punto  P0(x0,  >^0)  es 


x = x0t  si  la  tangente  es  horizontal 
y = y0 9 si  la  tangente  es  vertical; 

en  los  demas  casos, 

y— y»  = — — *o) 

(Ver  Problemas  1-9.) 


EL  ANGULO  DE  INTERSECTION  de  dos  curvas  se  define  por  el  formado  por  sus  tangentes  en  el  punto 
de  interseccion. 

Para  hallar  los  angulos  de  interseccion  de  dos  curvas: 

(1)  Se  calculan  los  puntos  de  interseccion,  resolviendo  el  sistema  formado  por  sus  ecuaciones. 

(2)  Se  hallan  las  pendientes  mx  y m2  de  las  tangentes  a las  curvas  en  cada  uno  de  los  puntos  de 
interseccidn. 

(3)  Si  mx  = m2,  el  angulo  de  interseccion  es  <f>  = 0°, 

si  mx  — — 1 jm2y  el  angulo  de  interseccion  es  <f>  = 90°; 

. . , , — m2 

en  los  demas  casos,  tag  6 = - — 

1 H"  mxm  2 

Si  tag  ^ > 0,  el  angulo  agudo  de  interseccion  es  ^ y 
si  tag  < 0,  el  angulo  agudo  de  interseccion  es  180°  — <j>. 

(Ver  Problemas  10-12.) 

LONGITUDES  DE  TANGENTE  NORMAL,  SUBTANGENTE  Y SUBNORMAL.  La  longitud  de  tan- 
gente a una  curva  en  uno  de  sus  puntos  se  define  como  la  longitud  del  segmento  de  tangente  com- 
prendido  entre  el  punto  de  contacto  y el  eje  jc.  La  longitud  de  la  proye^ccion  de  este  segmento  sobre 
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el  eje  x red  be  el  nombre  de  longitud  de  subtangente . 

La  longitud  de  normal  se  define  como  la  lon- 
gitud del  segmento  de  normal  comprendido  entre 
el  punto  de  tangenda  y el  eje  x . La  longitud  de  la 
proyeccion  de  este  segmento  sobre  el  eje  x redbe 
el  nombre  de  longitud  de  subnormal . 

Longitud  de  la  subtangente  = TS  — yjm 
Longitud  de  la  subnormal  = SN  = myQ 
Longitud  de  la  tangente 


= tp0  = V(Tsyr+ ( sp0y 


Longitud  de  la  normal 

= P0N  = V(SN)2  + (SPoy 


Nota . Las  longitudes  de  subtangente  y subnormal  son  segmentos  dirigidos.  Algunos  autores 
solamente  consideran  sus  modulos,  \y^m\  y \myQ\  respectivamente.  Por  ello,  en  las  soludones 
de  los  problemas  no  se  han  tenido  en  cuenta  mas  que  dichos  modulos. 

(Ver  Problema  13.) 


Problemas  resueltos 

1.  Calcular  los  puntos  de  la  curva  x 2 — xy  + y1  — 27  en  los  que  las  tangentes  son  horizontales  y verticals. 

y — 2x 

Derivando,  y'  = _ 

2 y — x 

Tangentes  horizontales:  Igualando  a cero  el  numerador  de  y\  obtenemos  y — 2x.  Los  puntos  de  tangencia  son  los 

de  intersection  de  la  recta  y — lx  con  la  curva  dada.  Resolviendo  el  sistema  se  obtienen  los  puntos  (3,6)  y ( — 3,  — 6). 

Tangentes  verticales:  Igualando  a cero  el  denominador  de  y ' resulta  x ~ 2 y.  Los  puntos  de  tangencia  son  los  de 
interseccidn  de  la  recta  x = 2 y con  la  curva  dada.  Resolviendo  el  sistema  se  obtienen  los  puntos  (6,  3)  y ( — 6,  — 3). 

2.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y de  la  normal  a la  curva  y = x*  — lx*  + 4 en  el  punto  (2,  4). 

fix)  — 3x*  — 4jc;  la  pendiente  de  la  tangente  en  el  punto  (2,  4)  es  m = /'(2)  = 4. 

La  ecuacidn  de  la  tangente  es  y — 4 — 4(jc  — 2),  o bien,  y = Ax  — 4. 

La  ecuacibn  de  la  normal  es  y — 4 = — J(jc  — 2),  o bien,  * + 4 y = 18. 


3.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y de  la  normal  a la  curva  x 2 + 3 xy  + y*  = 5 en  el  punto  (1,  1). 
dy  2x  + 3 y 

dx 


La  pendiente  de  la  tangente  en  el  punto  (1, 1)  es  m = — 1. 


3jc  + 2 y‘ 

La  ecuacidn  de  la  tangente  es  y — 1 = — 1(jc  — 1),  o bien,  x + y = 2. 
La  ecuacidn  de  la  normal  es  y — 1 = l(;t  — 1),  o bien,  x — y — 0. 


4.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a la  elipse  4*2  + 9 y2  = 40,  de  pendiente  m — — 2/9. 

Sea  P0(x o,  y0)  el  punto  de  tangencia  de  la  tangente  buscada.  Se  tiene, 

(a)  4xl  + 9yl  — 40>  puesto  que  P0  es  un  punto  de  la  elipse. 

dy  4x  4x0  2 . . 

(b)  Para  U0,  y0 ),  m = — — = — -y,  con  lo  que  y0  = 2x0. 

(c)  Los  puntos  de  tangencia  son  las  soluciones  del  sistema  de  ecuaciones  (a)  y (fe).  Resolviendo  dicho  sistema  se  ob- 
tienen los  puntos  (1, 2)  y ( — 1,  — 2). 

La  ecuacion  de  la  tangente  en  el  punto  (1,  2)  es  y — 2 — — 2/9(x  — 1),  o bien,  2x  + 9y  = 20. 

La  ecuacion  de  la  tangente  en  el  punto  ( — 1 — 2)  es  y + 2 = — 2}9(x  + 1),  o bien,  2jc  + 9 y — — 20. 
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5*  Hallar  la  ecuacidn  dc  la  tangente  a la  hipdrbola  x*  — y*  = 16  en  el  punto  (2,  — 2). 
Sea  Pot*©,  y®)  el  punto  de  tangencia  de  la  recta  buscada.  Se  tiene, 


(a) 

(« 


xl 

dy 

dx 


— yl  — 16,  puesto  que  P©  es  un  punto  de  la  hipdrbola. 

- — — . Para  (x0,  y0),  m = *°  = ^ = pendiente  de  la  recta  que  une  P©  con  (2,  — 2);  por  tanto, 

y y$  x0  2 


2*0  + 2 y©  = *§  — yg  = 16  o sea  x0  4-  y0  = 8 


(c)  El  punto  de  tangencia  es  la  $oluci6n  del  sistema  de  ecuaciones  (a)  y (6).  Resolviendo  dicho  sistema  resulta  el 
punto  (5,  3).  La  ecuaci6n  de  la  tangente  es  y — 3 = — 5),  o bien  5x  — 3 y — 16. 


6.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  rectas  verticales  que  pasan  por  los  puntos  de  las  curvas  (/)  y = x*  - f 2x%  — Ax  + 5 y (2)  3 y 
— 2x * 4-  9x2  — 3*  — 3,  en  los  que  las  tangentes  a ellas  son  paralelas. 

Sea  * = *©  la  ecuaci6n  de  la  recta  buscada. 

En  (/):  y ' = 3x2  -f  Ax  — 4;  para  x = x0f  m = 3 *g  4-  4*©  — 4. 

En  (2):  3y ' — 6xa  4-  18*  — 3 ; para  * = *©,  m — 2xl  + 6*0  — 1. 

Igualando  3 xl  4-  4*©  — 4 = 2x\  4-  6*©  — 1,  *©  = — 1 y 3.  Las  rectas  son  * = — 1 y * = 3. 


(а)  Demostrar  que  la  ecuaci6n  de  la  tangente  a la  parabola  y%  — 4 px  de  pendiente  m ^ 0 es  y = mx  *f  p/m. 

(б)  Demostrar  que  la  ecuaci6n  de  la  tangente  de  la  elipse  6***  4~  a V = en  el  punto  P0(*0,  y©)  es  i?1*©*  4-  2y©y  = a%b2 

(a)  y'  = 2 ply.  Si  P©(*©,  y©)  es  el  punto  de  tangencia,  se  tiene  yg  = Apx0  y m = 2p/y0.  Asi  pues,  y©  = 2 p/mt  *0  = iyg/p 
= plm*  y la  ecuaci6n  de  la  tangente,  y — Ipjm  = m(x  — p/m2),  o bien,  y = m*  4-  p/m. 

(i b ) y'  = — En  P©,  m = y la  ecuaci6n  de  la  tangente  es  y — y©  = - (*  — *0) 

a2y  a2y0  «zy0 

o sea  £>**©*  4-  o2y©y  — 4-  a2yg  = 


8. 


Demostrar  que  la  tangente  a la  hipArbola  62x2  — a2y2  = a2b2 
en  el  punto  P0(x0,  y0)  es  la  bisectriz  del  Angulo  formado  por  los 
radios  vectores  de  P0. 


En  el  punto  P0  la  pendiente  de  la  tangente  a la  hipArbola  es 
b*Xala*yQ  y las  pendientes  de  los  radios  vectores  P0P'  y P0P  son 
y0/(*0  4-  c)  e y©/(*0  — c),  respect ivamente.  Asi  pues, 

_ yo 

a*yo  xa  4-  c 

tag  a = - 


1 4- 


62x0 


yo 


*o  4-  c 


(b*xl~a2yl)  4-  62cx0 
(a2  4-  62)*oyo  4-  a^j/© 


a2fr2  4-  fe2c*o  _ fr2(a2  4-  cxo)  _ b* 
c*xoyo  4-  a2cyo  ~~  cyo (a*  4-  cxo)  ~ cyo 


Fig.  7-3 


puesto  que  b2xl  — a2yg  = a2b2  y a2  4-  b2  = c2,  y 


tag  (3 


yo  _ fr2*o 

x©  - c a2yo  _ b2cxo  - (b2xl-a2y20) 

, b2x © yo  ~ (a2  + b2)x0yo  — a2cy0 

-y  • — - — 

a2yo  xo  — c 


b2cx0  — a2b2 
c2*oy0  — a2  cyo 


cyo 


Luego,  como  tag  a = tag  jS,  a = 0. 
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9.  Demos trar  que  la  cuerda  que  une  los  puntos  de  contacto  de  las  tangentes  a la  el  ipse  blx%  + a*y*  = a*b%  trazadas  desde 
un  punto  de  la  directriz  pasa  por  e!  foco  correspondiente. 

Sea  Pn{x o,  y0)  el  punto  desde  el  que  se  trazan  las  tangentes  a la  elipse  y Pi(jc1(  yx)  y P%(xZt  yz)  los  correspondientes 
puntos  de  contacto.  Las  ecuaciones  de  las  tangentes  en  P,  y Pt  son  b'xxx  + a2y}y  — a*b*  y b2x^x  -h  axy^y  = 0*6*. 
Como  ambas  pasan  por  P0,  se  verifican  b%xxx^  + = aib*  y b1 x&t  + La  recta  b*XoX  + cPy^y  = a%b%t 

que  pasa  por  Px  y Pti  es  la  cuerda  de  contacto.  Sea  P(al/ct  y)  un  punto  de  la  directriz  del  lado  derectio.  La  ecuacidn 
de  la  cuerda  de  contacto  que  pasa  por  P tiene  de  ecuaci6n  (b%a%lc)x  + cPyy  — a%b%  y,  como  se  puede  comprobar,  pasa 
por  el  foco  correspondiente  F{c>  0). 


10.  Hallar  el  Angulo  agudo  de  intersection  de  las  curvas  (7)  y*  = 4x  y (2)  2x%  = 12  — 5y. 

(a)  Los  puntos  de  intersecciOn  de  las  curvas  son  P,(l,  2)  y P*(4,  — 4). 

(b)  En  (7),  yf  = 2/y ; en  (2),  y'  - — 4*/5. 

En  Px(l,  2),  mx  = 1 y mt  = — 4/5;  en  Pt{ 4,  — 4),  mx  = —1/2  y mt  = —16/5. 

? + — 9 y 4*  — 83°40'  es  el  Angulo  agudo  de  intersection. 

1 — 4/5 

= 1,0385  y <f>  = 46° 5'  es  el  Angulo  agudo  de  intersection. 


(c)  En /V  tag*  = w*  *”*  > 
1 + m,m, 

-1/2  + 16/ 


EnP8:  tag  ^ 


1 +8/5 


11.  Hallar  los  Angulos  agudos  de  intersection  de  las  curvas  (7)  2jc*  + y%  = 20  y ( 2 ) 4 y*  — x*  = 8. 

Los  puntos  de  intersection  son  (±  2\/~2,  2)  y (±  2\Z~2,  — 2). 

En  (7),  y'  = —2x/y,  y en  (2),  y'  = x/4 y. 

En  el  punto  (2\/~2,  2),  mt  = — 2 \f~2  y mz  ~ ±%/  2.  Como  m1mt  — — 1,  el  Angulo  de  intersection  es  ^ = 90°  (es 
decir,  las  curvas  son  ortogomles).  Por  simetrla  se  deduce  que  las  curvas  son  ortogonales  en  cada  uno  de  sus  puntos  de 
intersection. 


12.  El  cable  de  un  puente  colgante  estA  unido  a dos  pilares  separados  entre  si  una 
distancia  de  250  m.  Suponiendo  que  adquiere  forma  de  parAbola  con  su 
punto  mAs  bajo  a una  distancia  de  50  m del  punto  de  suspension,  calcular  el 
Angulo  que  forma  el  cable  con  el  pilar. 

Se  elige  como  origen  el  vArtice  de  la  parAbola  como  se  representa  en  la 
Fig.  7-4. 

i 

2 4x 

La  ecuaciOn  de  la  parAbola  es  y = jr*,  y y'  = — . 

oZ5  6x5 

En  el  punto  (125,  50),  m = 4(125/625)  = 0,8000  y 6 = 38°40'. 

El  Angulo  pedido  es  ^ = 90°  — B = 51°20\ 


13.  Hallar  la  longitud  de  la  subtangente,  subnormal  tagente  y normal  a la  curva  xy  *f  2x  — y — 5 en  el  punto  (2, 1). 
dy  2 + y 

~ — ; en  el  punto  (2, 1),  m ~ — 3. 

Longitud  de  la  subtangente  = yjm  — — 1/3.  Longitud  de  la  subnormal  — my0  = — 3. 


Longitud  de  la  tangente  = y/\!9  -f  1 = \ZlO/3.  Longitud  de  la  normal  = V9  + 1 = VlO. 
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Problemas  propuestos 

14.  Ha  liar  en  que  puntos  de  la  curva  x2  + 4 xy  + 16y2  = 27  la  tangcnte  es  horizontal  o vertical. 

Sol.  T.H.  en  (3,  —3/2)  y (—3,  3/2) 

T.V.  en  (6,  -3/4)  y (—6,  3/4) 

15.  Hallar  Jas  ecuaciones  de  la  tangente  y de  la  normal  a la  curva  x 2 — y2  = 7 en  el  punto  (4,  — 3). 

Sol.  4jc  + 3>  — 7;  3*  — 4y  = 24. 

16.  Hallar  en  qu6  punto  la  tangente  a la  curva  y = xz  + 5 es  (a)  paralela  a la  recta  12*  — y — 17,  (b)  perpendicular  a la 

recta  * + 3y  - 2.  Sol . (a)  (2,  13),  (—2,  —3);  (b)  (1,  6),  (—1,  4). 

17.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a la  curva  9*a  4-  I6y8  = 52  paralelas  a la  recta  9*  — 8 y = I. 

Sol.  9x  — Sy  - ±26. 

18.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a la  hiperbola  xy  = 1 trazadas  desde  el  punto  ( — 1,  1). 

Sol.  y = (2\/  2 — 2)x  + 2V~2  — 2 ; y = — (2\/~2  + 3)x  — 2\/  2 — 2. 

19.  Demostrar  que  la  ecuacion  de  la  tangente  a la  parabola  y2  = 4 px  en  un  punto  de  el  la  P(x  0,  y0)  es,  yy0  = 2 p(x  + *0). 

20.  Demostrar  que  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a la  elipse  bzx * + a%y 2 = a2b 2 de  pendiente  igual  a m son,  y — mx  ± 
V^V/2  + b 2. 

21.  Dada  la  hiperbola  b2x* — a2y2  = a2b2,  demostrar  que  (a)  la  ecuaci6n  de  la  tangente  en  un  punto  de  ella,  P(x0,y0),  es 
6**0*  — azy0y  — a2bz , (6)  las  ecuaciones  de  las  tangentes  de  pendiente  m son  y = mx  ± \/ a*m2  — b *. 

22.  Demostrat  que  la  normal  a una  parabola  en  un  punto  de  ella  P0  es  la  bisectriz  del  Angulo  formado  por  el  radio  vector 
de  dicho  punto  y la  paralela  al  eje  de  la  parabola  trazada  por  61. 

23.  Demostrar  que  toda  tangente  a una  parabola  excepto  la  del  vArtice,  corta  a la  directriz  y al  lams  rectum  (N.  del  T. : 
Cuerda  perpendicular  al  eje  por  el  foco)  en  puntos  que  equidistan  del  foco. 

24.  Demostrar  que  la  cuerda  que  une  los  puntos  de  contacto  de  las  tangentes  a una  parabola  trazada  desde  un  punto  de  la 
directriz,  pasa  por  el  foco. 

25.  Demostrar  que  la  normal  a una  elipse  en  un  punto  de  ella  R0  es  bisectriz  del  Angulo  que  forman  los  radios  vectores 
de  dicho  P0. 

26.  Demostrar  que  la  cuerda  que  une  los  puntos  de  contacto  de  las  tangentes  a una  hipArbola  trazada  desde  un  punto  de  una 
directriz  pasa  por  el  foco  correspond iente. 

27.  Demostrar  que  el  punto  de  contacto  de  una  tangente  a una  hipArbola  es  el  punto  medio  del  segmento  de  tangente  com- 
prendido  entre  las  aslntotas. 

28.  Demostrar  que  la  pendiente  de  la  tangente  a una  hipdrbola  o una  elipse  en  uno  de  los  extremos  de  su  latus  rectum 
(N.  del  T. : Cuerda  perpendicular  al  eje — mayor  en  la  elipse  y transversal  en  la  hipdrbola — por  el  foco)  es  num6ricamente 
igual  a su  excentricidad. 

29.  Demostrar  que  ( a ) la  suma  de  las  coordenadas  en  el  origen  de  una  tangente  cualquiera  a la  curva  yf~x  + V y = a/  a 
es  constante,  ( b ) la  suma  de  los  cuadrados  de  las  coordenadas  en  el  origen  de  una  tangente  cualquiera  a la  curva  * 

+ y2t3  = a2^3,  es  constante. 

30.  Hallar  los  Angulos  agudos  de  interseccidn  de  las  circunferencias  **  — 4*  + y%  — 0 y **  + y*  — 8.  Sol.  45.° 

31.  Demostrar  que  las  curvas  y = x2  + 2 e y = 2x%  -f  2 tienen  una  tangente  comun  en  el  punto  (0,  2)  y que  se  cortan  en  el 
punto  (2,  10)  formando  un  Angulo  <f>  = arc  tag  4/97. 

32.  Demostrar  que  la  elipse  4*2  -h  9ya  = 45  y la  hipArbola  x*  — 4 y%  — 5 son  ortogonales. 

33.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y de  la  normal,  asi  como  las  longitudes  de  subtangentes,  subnormal,  tangente  y 
normal,  a la  parAbola  y = 4*a  en  el  punto  ( — 1,  4). 

Sol.  y + 8*  + 4 = 0,  iy  — x — 33  = 0;  — J,  —32,  lV65,  4\/65. 

34.  Calcular  la  longitud  de  subtangente,  subnormal,  tangente  y normal  a la  hipArbola  3*a  — 2 y*  = 10  en  el  punto  ( — 2, 1). 
Sol.  —1/3,  —3,  vT0/3.  VlO. 

35.  Determinar  en  que  puntos  de  la  curva  y = 2jc3  + 13jt*  + 5x  + 9 sus  tangentes  pasan  por  el  origen. 

Sol.  x --  —3,  —1,  3/4. 


Capilulo  8 


Maxim  os  y minimos 


FUNCION  CRECIENTE  Y DECRECIENTE.  Una  fund6n  /( jc)  es  creciente  en  un  punto  jc  — jc0  cuando, 
dado  un  h positivo  e infinitamente  pequeno,  se  verifica:/(jc0 — h)  < /(jc0)  < /(jc0  + h ).  Andloga- 
mente,  /(x)  es  decreciente  en  un  punto  jc  = jc0  cuando,  dado  un  h positivo  e infinitamente  pequeno, 
se  verifica:  f(x0  — h)  >f(x0)  >f(x0  + A). 

Si  f\x o)  > 0,  la  funcidn  /(jc)  es  creciente  en  el  punto  jc  = jc0  y si  ff(x 0)  < 0,  es  decreciente  en 
dicho  punto.  (Ver  Problema  17.)  Cuando  f'(x 0)  = 0,  diremos  que  la  funcidn  es  estacionaria  en  el 
punto  x = jc0. 

Una  funcidn  es  creciente  (decreciente)  en  un  intervalo,  cuando  es  creciente  (decreciente)  o esta- 
cionaria en  cada  uno  de  los  puntos  del  mismo. 


Fig.  8-1 


En  la  Fig.  8-1,  la  funcidn  y = f{x)  es  creciente  en  los  intervalos  a < x < r y t < x <u , decre- 
ciente en  el  r < x < t y estacionaria  en  los  puntos  Jt  = r,  x = s y x = t.  La  curva  tiene  tangente 
horizontal  en  los  puntos  R,  S y T,  Los  valores  de  jc,  (r,  s y t)  para  los  cuales  la  funcidn  /( x)  es  esta- 
cionaria (f\x)  = 0),  reciben  el  nombre  de  valores  criticos  y los  puntos  correspondientes  de  la  curva 
(R,  S y T)  el  de  puntos  criticos. 


MAXIMOS  Y MINIMOS  RELATTVOS  DE  UNA  FUNCION.  Una  funcidn  y = f{x)  tiene  un  mdximo 
(mlnimo)  relativo  en  un  punto  jc  = jc0,  cuando  /(jc0)  es  mayor  (menor)  que  los  valores  de  la  funcidn 
para  los  puntos  inmediatamente  anteriores  y posteriores  al  considerado.  (Ver  Problema  1.) 

En  la  Fig.  8-1,  R[r,f(r)]  es  un  mdximo  relativo  de  la  curva  puesto  que  f(r)  > /(jc)  en  el  entorno 
0 < |jc  — r|  < d.  En  estas  condiciones,  y — /(jc)  tiene  un  mdximo  relativo  [= /(r)]  en  jc  = r.  En  la 
misma  figura,  T[t , /(r)]  es  un  minimo  relativo  de  la  curva  puesto  que  /(f)  < /( jc)  en  el  entorno 
0 < |jc  — t\  < 6.  Por  tanto,  y — /(jc)  tiene  un  minimo  relativo  [= /(f)]  en  jc  = f.  Obsdrvese  que  R es 
el  punto  de  unidn  de  un  arco  AR  ascendente  [/'(jc)  > 0]  y otro  RB  descendente  [f'(x)  < 0],  mientras 
que  T une  un  arco  CT  descendente  [/'(jc)  < 0]  con  otro  TU  ascendente  [/'(jc)  > 0].  En  el  punto  S 
se  unen  dos  arcos  descendentes  y,  por  consiguiente,  en  61  no  habra  ni  mdximo  ni  minimo  relativo. 
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Si  la  funci6n  y = f(x)  admite  derivada  en  cl  intervalo  a < jc  < /?,  y /(jc)  tiene  un  m&ximo  (mi- 
nimo)  relativo  en  el  punto  x = jc0,  siendo  a < x0<  b,  se  verifica  /'(jc0)  ==  0.  (Ver  Problems  18.) 

Para  determinar  los  maximos  (mlnimos)  relativos  [o  simplemente  maximos  (minimos)]  de  una 
funcion  f(x ) continua  as!  como  su  derivada  se  puede  seguir  el  siguiente  proceso: 

CRITERIO  DE  LA  PRIMERA  DERIVADA 

1.  Resolver  la  ecuacidn  f'(x 0)  = 0 para  calcular  los  valores  criticos. 

2.  Representar  estos  valores  criticos  sobre  el  eje  de  abscisas  de  un  sistema  coordenado  (escala 
numerica);  de  esta  manera  se  han  establecido  un  cierto  numero  de  intervalos. 

3.  Determinar  el  signo  de  f'(x)  en  cada  uno  de  los  intervalos  anteriores. 

4.  Para  cada  uno  de  los  valores  criticos  x = jc0: 

/(jc)  tiene  un  maximo  [=  /(jc0)],  si /'(*)  pasa  de  + a — , 

/(jc)  tiene  un  minirno  [= /(jc0)],  si  f\x)  pasa  de  — a +, 

/(jc)  no  tiene  ni  maximo  ni  minirno  en  el  punto  jc  = jc0,  si  f’(x)  no  cambia  de  signo. 

(Ver  Problemas  2-5.) 


UNA  FUNCION  y = /(jc)  puede  tener  maximos  o minimos  [—  /(x0)]  aunque  no  exista  f(x 0).  Los  valores, 
jc  = jc0,  para  los  cuales  f(x)  esta  definida  pero  no  existe  f\x ),  tambien  reciben  el  nombre  de  valores 
criticos  y junto  con  aquellos  otros  para  los  cuales  /'(jc)  = 0,  han  de  servir  para  establecer  los  inter- 
valos del  apartado  2 del  parrafo  anterior. 

(Ver  Problemas  6-8.) 

Finalmente,  se  pueden  presentar  otros  casos  — de  los  que  aqui  no  trataremos — en  los  que  /( jc0) 
tenga  maximo  (minirno)  aunque  no  exista  un  intervalo,  jc0  — 3 < x < jc0,  para  el  cual  f’(x)  sea 
positiva  (negativa)  ni  otro,  jc0  < jc  < jc0  + <5,  para  el  que  f\x)  sea  negativa  (positiva). 


CONCAVIDAD  Y CONVEXIDAD.  Un  arco  de  curva  y = /(jc)  es  cdncavo  si  en  cada  uno  de  sus  puntos 
esta  situado  por  encima  de  la  tangente.  A1  aumentar  jc,/'(jc)  o aumenta  sin  cambiar  de  signo  (como 
en  el  intervalo  b < x < s de  la  Fig.  8-1)  o cambia  de  signo  pasando  de  negativa  a positiva  (como  en 
el  intervalo  c < x < w).  En  cualquier  caso,  la  pendiente  f'(x)  aumenta  y /"(jc)  > 0. 

Un  arco  de  curva  y = /(jc)  es  convexo,  si  en  cada  uno  de  sus  puntos  el  arco  est&  situado  por 
debajo  de  la  tangente.  A1  aumentar  jc,  /'( jc)  o disminuye  sin  cambiar  de  signo  (como  en  el  inter- 
valo s < x < c)  o cambia  de  signo  pasando  de  positiva  a negativa  (como  en  el  intervalo  a < x < b). 
En  cualquier  caso,  la  pendiente  f’(x)  disminuye  y /"(jc)  < 0. 


PUNTO  DE  INFLEXION-  Es  un  punto  en  el  cual  la  curva  pasa  de  concava  a convexa  o viceversa.  En 
la  Fig.  8-1,  los  puntos  B , S y C son  de  inflexion. 

Una  curva  y =/(*)  tiene  un  punto  de  inflexion  en  el  punto  jc  = jc0 

si /"( jc0)  = 0 6 no  est£  definida  y 

si  /"(jc)  cambia  de  signo  en  un  entorno  de  jc  = x0. 

La  tiltima  condicion  equivale  a /"'(* o)  ^ 0 cuando  existe  la  tercera  derivada  /'"(* o)* 


(Ver  Problemas  9-13.) 
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CRITERIO  DE  LA  SEGUNDA  DERIVADA 

1.  Resolver  la  ecuaci6n  /'(*)  = 0 para  calcular  los  valores  criticos. 

2.  Para  cada  uno  de  los  valores  criticos  x = jc0: 

/( jt)  tiini  un  maiimo  [=/(*,)],  si/"(Y^)  d 0. 
f(x)  tiene  un  minimo  [=  /(*<>)],  si /"(*<>)  > 0, 
si  f"(x 0)  = 0 6 se  hace  infinito,  nada  se  puede  afirmar. 

En  este  ultimo  caso  hay  que  recurrir  al  criterio  de  la  primera  derivada. 

(Ver  Problemas  14-16.) 


Problemas  resueltos 

1.  (a)  y — —or2  tiene  un  mAximo  relativo  (=  0)  en  x = 0,  puesto  que  y = 0 para  x = 0 e y < 0 para  x ^ 0. 

(b)  y = (x  — 3)2  tiene  un  minimo  relativo  ( — 0)  en  x = 3,  puesto  que  y = 0 para  x = 3 e y > 0 para  x ^ 3. 

(e)  y = V25  — 4a:2  tiene  un  mdximo  relative  (=*  5)  en  x = 0,  puesto  que  y = 5 para  r = 0 e >»  < 5 en  el  intervalo 
— 1 <*  < 1. 

(< i ) y = V-f-— 4 no  tiene  ni  maximos  ni  minimos  relatives.  [Algunos  autores  definen  los  maximos  y minimos  rela- 
tivos,  de  forma  que  esta  funcidn  tiene  un  m£ximo  relativo  en  el  punto  x = 4.  Ver  Problema  30.] 

2.  Dada  la  funcidn  y = |jt8  4-  £jc2  — 6*  + 8,  calcular: 

{a)  Puntos  criticos. 

(b)  Intervalos  en  los  cuales  ye  s creciente  y decreciente. 

(c)  Maximos  y minimos  de  y. 

(a)  y'  = jc2  + * — 6 = (x  + 3)  (x  — 2) 

Resol viendo  y’  = 0,  obtenemos  los  valores  criticos  x = — 3,  2. 

Los  puntos  criticos  son  ( — 3,  43/2),  (2,  2/3). 

(A)  Cuando  y'  es  positiva,  y es  creciente;  cuando  y'  es  negativa,  y es  decreciente.  Fig.  8-2 

Cuando  x < — 3,  por  ejemplo  x = — 4,  y ' = ( — )( — ) = +,  e y es  creciente. 

Cuando  — 3 < x < 2,  por  ejemplo  x = 0,  y'  = (+)  ( — ) = — , e y es  decreciente. 

Cuando  x > 2,  por  ejemplo  x = 3,  y' = (+)(+)  — + , e y es  creciente. 

En  el  siguiente  diagrama  se  representan  estos  resultados. 


Mix,  Min. 

x < — 3 x = — 3 — 3 < x < 2 x = 2 x>  2 


y’  = + 

y’  =*  — 

y = + 

y creciente 

y decreciente 

y creciente 

(c)  Veamos  si  hay  miximo  o minimo  en  los  valores  criticos  x = — 3,  2. 

Al  ir  aumentando  x al  pasar  por  — 3,  y'  cambia  de  signo,  de  + a — . Por  tanto  en  x = — 3,  y tiene  un  m4ximo, 
igual  a 43/2. 

Al  ir  aumentando  x al  pasar  por  2,  y'  cambia  de  signo,  de  — a + . Por  tanto,  en  x = 2,  y tiene  un  minimo  igual  a 2/3, 
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3.  Dada  la  funci6n  y — x*  4-  2x 3 — 3xz  — 4x  + 4,  calcular: 

(a)  Intervalos  en  los  que  y es  creciente  y decreciente. 

(b)  Mdximos  y minimos  de  y, 

y'  = 4x3  + 6a:2  — 6a:—  4 = 2(x  + 2)  (2a:  + 1)(a:  — 1) 
Resolviendo  y'  = 0 obtenemos  los  valores  criticos  x = — 2,  — 4> 1. 


(a)  Cuando  x < — 2, 

Cuando  — 2 < a;  < — J, 
Cuando  — J < x < 1 , 
Cuando  x > 1 , 


y'  = 2( — )( — )( — ) = — , e y es  decreciente. 
y*  = 2(+)( — )( — ) = +■  e y es  creciente. 
y ' = 2(+)  (+)  ( — ) = — .e^es  decreciente. 
y'  = 2(+)  (+)  (+)  — +,  e y es  creciente. 


En  el  siguiente  diagrama  se  representan  estos  resultados. 

Min.  Max. 

* < — 2 x = —2  —2<x<—i  x = — i 


(-1/2,81/16)^  | 

V 

\f. 

m. 

(-2,0) 

(1.0) 

Fig.  8-3 

Min. 

<1  a:  = 1 

x > 1 

/ = - 

y = + 

y = — 

y = + 

y decrece 

y crece 

y decrece 

y crece 

(b)  Veamos  si  hay  mAximo  o minimo  en  los  valores  criticos  x = — 2,  — 4, 1. 

A1  ir  aumentando  x al  pasar  por  — 2,  y ' cambia  de  signo  de  — a +.  Por  tanto,  enx  = — 2,  y tiene  un  mmimo 
igual  a 0. 

Al  ir  aumentando  x al  pasar  por  — 4*  y'  cambia  de  signo,  de  + a — . Por  tanto,  en  x = — 4,  > tiene  un  m&ximo 
igual  a 81/16. 

Al  ir  aumentando  x al  pasar  por  1 , y'  cambia  de  signo,  de  — a -f.  Por  tanto,  en  x = 1 , y tiene  un  minimo  igual  a 0, 


4,  Demostrar  que  la  funcidn  y — Jta  — 8 no  tiene  mAximos  ni  minimos. 
y*  — 3a:2.  De  la  ecuacion  y*  = 0,  se  obtiene  x — 0. 

Para  x < 0 y jc  > 0,  y'  > 0.  Por  tanto,  no  hay  maximos  ni  minimos. 
En  x — 0 la  curva  presenta  un  punto  de  inflexion. 


5.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  la  funcion  y =f(x)  — ^ ^ , determinando  los 

intervalos  en  los  que  la  funcidn  es  creciente  y decreciente. 

/'( x)  = — Como  /( 2)  no  esta  definida  (e.d.,  f(x)  tiende  a infinito 

cuando  x tiende  a 2)  no  hay  valores  criticos.  Sin  embargo,  para  determinar  los  inter- 
valos en  los  que  la  funcidn  es  creciente  y decreciente  se  acude  al  punto  x — 2. 

/'«  < 0 siempre  que  jc  ^ 2.  Por  tanto,  f(x)  es  decreciente  en  los  intervalos 
x<2yo2. 


6.  Hallar  los  mAximos  y minimos  de  la  funcidn  /(jc)  — 2 + a;2-'3  determinando  los  inter- 
valos en  los  que  la  funcidn  es  creciente  y decreciente. 

2 

/'(jc)  = ^1/3 . El  valor  critico  es  x — 0,  ya  que  f'(x ) tiende  a infinito  cuando  x 
tiende  a 0. 

Para  x < 0,/'(jc ) < 0,  y f(x)  es  decreciente. 

Para  x > 0 ,/'(jc)  > 0,  y/(jc)  es  creciente. 

Por  tanto,  en  x — 0,  la  funcidn  tiene  un  minimo  igual  a 2. 


7.  Hallar  los  mAximos  y minimos  de  la  funcidn  y = jc4/3  (1  — a-)1/3. 
xlf*  (4 5*) 

Derivando,  y'  = — ^ ^8/a  y los  valores  criticos  son  x = 0,  4/5  y 1. 

Para  x < 0,  y*  < 0;  en  el  interval©  0 < x < 4/5,  y'  > 0;  en  4/5  < x < 1,  y'  < 0. 

Para  a-  > 1,  y'  < 0.  La  funcidn  tiene  un  minimo  (igual  a 0)  en  x = 0 y un  mAximo  (igual  a ^^20)  en  x — 4/5. 
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8*  Hallar  los  m&ximos  y mmimos  de  la  funcidn  y — \x\. 

La  funcidn  est£  defmida  para  todos  los  valores  de  x y existe  su  derivada  en  todos  ellos  excepto  en  x = 0,  (Ver  Pro- 
blema  II,  Capitulo  4).  Por  tanto,  x = 0 es  un  valor  critico.  Para  x < 0,  f'(x)  = — 1,  mientras  que  para  x > 0, 
f'(x)  = -hi.  La  funcidn  tienc  un  minimo  (=  0)  en  x = 0.  Dibujando  la  funcidn  se  llegarfa  de  forma  inmediata  a este 
resultado. 


9.  Determinar  la  concavidad,  convexidad  y puntos  de  inflexidn  de  la  funcidn 
y = 3x*— lOx3— 12x*  + 12*  — 7. 


y'  = 12x3  — 30jc*  — 24x  + 12 

y"  = 36x*  — 60*  — 24  = 12(3x  + I)  (jc  — 2) 


Resol viendo  y " =*  0 obtenemos  los  posibles  puntos  de  inflexidn  x — — 1/3,  2. 


Cuando  x < — 1/3, 
Cuando  — 1/3  < x < 2, 
Cuando  x > 2, 
x < —1/3  x = —1/3 


y”  — 4-,  y el  arco  es  cdncavo. 
>>"  = — , y el  arco  es  convexo. 
y"  = +,  y el  arco  es  cdncavo. 
—1/3  < x < 2 x ~2  x > 2 


II 

4- 

r = - 

/'  = + 

xAnnnun  | 

convexo 

GdnSiYff 

Los  puntos  de  inflexidn  son  ( — 1/3,  — 322/27)  y (2,  — 63),  ya  que  y”  cambia  de  sigrtO  en  a:  = — 1/3  y * *=  2. 


10.  Determinar  la  concavidad,  convexidad  y puntos  de  inflexidn  de  la  funcidn  y = x*  — 6x  4-  2.  Ver  Fig.  8-7. 
y**  = 12jc*.  En  x = 0 puede  presentar  un  punto  de  inflexidn. 

En  los  intervalos  x < 0 y x > 0,  y"  > 0;  los  arcos  son  cdncavos.  El  punto  P{ 0,  2)  no  es  de  inflexidn. 


Fig.  8-8 

11.  Determinar  la  concavidad,  convexidad  y puntos  de  inflexidn  de  la  funcidn  y = 3x  4-  (x  4-  2)8/6.  Ver  Fig.  8-8. 


y’  3 + S(x  + 2 )*•'*  y‘‘  25(x  + 2)7'5 

En  x = — 2,  puede  presentar  un  punto  de  inflexidn. 

Para  x > — 2,  y"  < 0;  el  arco  es  convexo. 

Para  x < — 2,  y"  > 0;  el  arco  es  cdncavo. 

El  punto  ( — 2,  — 6)  es  un  punto  de  inflexidn. 


12.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  tangentes  a la  curva  y = f{x)  = x4  — 6jc8  4-  12x*  — 8x  en  sus  puntos  de  inflexidn. 


y = f(x ) - X4  — 6xs  4-  12*  — %x 
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Para  x — a0  existe  un  punto  de  inflexidn  si  f"(x0)  = 0 y /'"(a 0)  ^ 0. 

/'(a)  = 4x 3 — 18a:2  + 24a  — 8 

/"(a)  = 12a2  — 36a  + 24  = 12(a— 1)(a  — 2) 

/"'(*)  = 24a— 36  = 1 2(2a  — 3) 

Los  postbles  punios  de  inflexion  son  a = 1,2.  Como  /"'(I)  ^ 0 y /"'( 2)  # 0,  los  puntos  (1,  — 1)  y (2,  0)  son  de 
inflexidn : 

En  el  punto  (1,  — 1),  la  pendiente  m = /'(l)  = 2 y la  ecuacion  de  la  tangente  es 
y — yi  = m{x  — Aj)  o sea  y + 1 = 2(a  — 1)  o y = 2x  — 3 
En  el  punto  (2,  0),  la  pendiente  m = /'( 2)  = 0,  y la  ecuacion  de  la  tangente  es  y = 0. 


13,  Demostrar  que  los  puntos  de  inflexion  de  y = 


a — a 
x7  + a* 


estan  situados  sobre  una  recta  y deducir  su  ecuacidn. 


t,  _ a2 — 2aa  — az  ^ a3  — 3aa2  — 3a2A  + a3 

y ~ (JC2  + a2)1  e y (x2  + a2)3 

Los  valores  de  a = — a , a( 2 ± son  las  raices  de  la  ecuacion  a3  — 3oa2  — 3a2A  + a3  = 0;  los  puntos  de  inflexidn 
son:  [ — a , 1/a],  [a(2  + v^S),  (1  — Vl)/4o],  [a(2  — V3),  (1  4-  V~3 )/4a].  La  pendiente  de  la  recta  quepasa  pordoscua- 
lesquiera  de  estos  puntos  es  — l/4a2,  y la  ecuacion  de  la  recta  que  los  une,  a + 4a2^  = 3a. 


14.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  la  funcion /(a)  = a(12 — 2a)2  aplicando  el  criterio  de  la  segunda  derivada. 

(a)  f'(x)  — 12(^2  — 8a  + 12)  - 12(*  — 2)  (x  — 6).  Los  valores  crflicos  son  x — 2,  6. 

(b)  /"(*)  = 12(2a  — 8)  = 24(x  — 4). 

(c)  /"( 2)  < 0.  Por  tanto  f(x ) tiene  un  maximo  igual  a 128  para  x = 2. 

/"( 6)  > 0.  Por  tanto  fix)  tiene  un  minimo  igual  a 0 para  a = 6. 


15.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  la  funcion  y = a2  + aplicando  el  criterio  de  la  segunda  derivada. 

/x  , * 250  2(a3  — 125)  „ , _ 

(a)  y = 2a 7T-  — s * El  valor  critico  es  a = 5. 

xl  x£ 


(b)  y"  - 2 + 


500 


(c)  y"  > 0 para  a = 5.  Por  tanto  tiene  un  minimo  igual  a 75  para  a = 5. 


16.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  la  funcion  y — (a  — 2)2/3. 

El  valor  critico  es  a = 2. 


(a)  v'  — — (a  — 2)_1/3  = — 

K } y 3 1 ' 3(a  — 2)1/3 


2 2 

(b)  v"  = (a  — 2)~4/3  = — 

K}  y 9 v } 9(a  — 2)4/3 

(c)  Como  y"  tiende  a infinito  cuando  a tiende  a 2,  hay  que  acudir  al  criterio  de  la  primera  derivada.  Para  a < 2,  y'  < 0; 
para  a > 2,  y'  > 0.  Por  tanto,  y presenta  un  minimo  relativo,  igual  a 0,  en  el  punto  a = 2. 


17.  Una  funcion  /(a)  es  creciente  en  el  punto  a = x0,  si,  dado  un  h > 0 y suficientemente  pequefto,  se  verifica: 
/( a0  — h)  < /( a0)  < /( a0  + h ). 

Demostrar  que  si  /'( a0)  > 0,  la  funcion  /(a)  es  creciente  en  el  punto  a = a0. 

Como  lim  = f\x  ) > o,  tendremos  ^ > 0 para  un  \Ax\  suficientemente 

Jjr-co  Ax  Ax 

pequefto,  Problema  4,  Capitulo  3. 

Si.  Ax  < 0,  /( a0  + Ja)  — /( a0)  < 0,  y haciendo  Ax  — — h,  /( a0  — h)  < /( a0).  Si  Ax  > 0,  por  ejemplo  Ax  = /*, 
/( a0  + h)  > /( a0).  Es  decir,  f(x0  — h)  < f{x0)  < f(xQ  + h),  que  es  lo  establecido  en  la  definition, 

Ver  Problema  33  para  una  funcion  decreciente. 
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18.  Demostrar  que  si  y = fix ) admite  derivada  en  el  intervalo  a < x < b,  y fix ) presenta  un  mdximo  relativo  en  el  punto 
x — x0,  siendo  a < x0  < b,  se  verifica  f'(x6 ) — 0. 

Como  f(x)  presenta  un  maximo  relativo  = x0,  para  todo  Axt  siendo  \Ax\  suficientemcnte  pequcfio, 

f(x0  + Ax)  < fix 0)  y /( xQ  + Ax)  — /(x0)  < 0 

Ahora  bien  cuando  Ax  < 0,  1 — —X^  > 0 y /'  (x<j)  = tim  — liXo)  ^ q 

Ax  Jx 


y cuando 


Ax  > 


0,  /(*°  +_jto-/to>  < o y /'(X,)  = lim  /fa_+^)-/^°)  * 0. 


Por  tanto,  0 < f'(x 0)  < 0,  y f'(x0)  ~ 0,  como  se  queria  demostrar.  Ver  Problema  34  para  el  mlnimo  relativo. 


19.  Demostrar  el  criterio  de  la  segunda  derivada  para  hallar  maximos  y minimos:  Si  fix)  y f'(x)  admiten  derivada  en  el 
intervalo  a < x < b,  el  punto  jc  = x0,  siendo  a < x0  < b,  representa  un  valor  cn'tico  de  fix),  y /"(x0)  > 0,  la  funcidn 
f(x)  tiene  un  mini  mo  relativo  en  x — x0. 

Como  f"(x  o)  > 0,  f'ix)  es  creciente  en  jc  = x0  y existira  un  h > 0 tal,  que  /'(  x0  — h)  < f'  (x0)  < /'  (x0  4-  h). 
Por  tanto,  para  valores  de  x inferiores  a x0,/'(x)  < f'ix 0),  y para  valores  de  x superiores  a x0,f'(x)  > f'ix 0).  Ahora  bien, 
como /'(x0)  = 0,  f'ix)  < 0 para  x < x0,  y f'ix)  > 0 para  x > x0.  Estas  son  las  condiciones  (ver  Problema  18)  que  ase- 
guran  la  existencia  de  un  minimo  relativo  de  la  funcidn  fix)  en  el  punto  x = x0 . Se  deja  para  el  alumno,  la  demostracidn 
del  teorema  an^logo  para  el  maximo  relativo. 


20.  Ccmsideremos  el  nroblema  de  aituar  sobre  la  hiperbola  x*  — / = 1 un  pwnt9  (^,  y)  cuya  distancia  a uno  dadoP^  o;>f 
siendo  a > 0,  sea  minima.  De  la  expresion  que  da  la  distancia  entre  dOS  pufltOS,  SC  deduce  D B — {X  — a)m  -f-  r*t  y por 
pertenecer  el  punto  (Jf,  Y)  a la  hiperbola,  Jf1  — Y2  =-  1. 

Expresando  Z>2  en  funcidn  X solamente,  resulta: 

fiX)  = iX  — a)2  + X2  — 1 = 2X*  — 2aX  + a*  — 1 
cuyo  valor  critico  de  esta  funcion  es  X — 

Si  tomamos  a = £,  no  habra  ningun  punto  sobre  la  hiperbola,  porque  Y se  hace  imaginario  para  el  valor  critico 
X = J.  Dibujando  la  figura  correspondiente  se  veria  claramente  que  el  punto  de  la  hiperbola  mas  proximo  al  P(£,  0) 
es  el  V(  1,  0).  Por  tanto,  lo  que  se  trata  en  este  caso  es  hallar  el  minimo  de  la  funcion  fiX)  = (X — i)2  + X2 — 1 con 
la  condicion  de  que  X > 1.  (Obs^rvese  que  esta  condicion  no  la  lleva  implicitamente  la  funcion  f(X).  Esta  funcidn,  sin 
poner  condicion  alguna,  presenta  un  minimo  relativo  en  el  punto  X — J.)  En  el  intervalo  X > \vf(X)  tiene  un  minimo 
absoluto  en  el  extremo  X = 1,  que  no  es  un  minimo  relativo.  Se  deja  como  ejercicio  para  el  alumno  el  estudio  del  pro- 
blema cuando  (i)  a — V 2 y (ii)  a = 3. 


Problemas  propuestos 

21.  Determinar  los  intervalos  en  los  que  son  crecientes  y decrecientes  cada  una  de  las  funciones  del  Problema  1. 

Sol.  ia)  Crec.  x < 0;  Dec.  x > 0.  (6)  Crec.  x > 3,  Dec.  x < 3.  (c)  Crec.  — 5/2  < x < 0;  Dec.  0 < x < 5/2. 
id)  Crec.  x > 4. 


22.  (a)  Demostrar  que  y 
ib)  Demostrar  que  y 


x5  + 20x 
1 — x3  — 


— 6 es  una  funcion  creciente  para  todos  los  valores  de  x. 
x7  es  una  funcion  decreciente  para  todos  los  valores  de  x. 


23.  Hallar  los  maximos  y minimos,  aplicando  el  criterio  de  la  primera  derivada,  de  las  funciones  siguientes: 


1 maximo  relativo 


(a) 

fix) 

= x2  + 2x  — 3 

Sol. 

(b) 

/« 

- 3 -h  2x  — x2 

Sol. 

(c) 

fix) 

= x3  + 2xa  — 4x  — 8 

Sol. 

(d) 

f(x) 

— x3  — 6x2  + 9x  — 8 

Sol. 

(e) 

/to 

= (2-x)3 

Sol. 

(f) 

/to 

= (x2— 4)2 

Sol. 

x = — 2 maximo  relativo  = 0 


x = 3 maximo  relativo  = — 8 


x = 0 maximo  relativo  = 16 
x — ±2  minimo  relativo  = 0 
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Sol.  x ~ 0 mAximo  relativo  = 6 912 
x — 4 minimo  relative  = 0 
x = — 3 ni  maximo  ni  minimo 
Sol . x — — 2 maximo  relativo  = — 32 
x — 2 minimo  relativo  — 32 
Sol.  x — — 2 maximo  relativo  = 0 
x = 0 minimo  relativo  = — ^"4 
x = 1 ni  maximo  ni  minimo 

24.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  las  funciones  del  Problema  23  ( a)-{f ) aplicando  el  criterio  de  la  segunda  derivada. 
Determinar,  asimismo,  los  puntos  de  inflexion  y los  intervalos  en  los  que  la  curva  es  edneava  o convexa. 

Sol.  (a)  No  tiene  P.I.;  es  siempre  edneava. 

(6)  No  tiene  P.I.;  es  siempre  convexa. 

(c)  P.I.  en  x — — 2/3;  concava  para  x > — 2/3;  convexa  para  x < — 2/3. 

0 d ) P.I.  en  x — 2;  concava  para  x > 2;  convexa  para  x <2. 

(e)  P.I.  en  x = 2;  convexa  para  x > 2;  concava  para  x < 2. 

(/)  P.I  en  * — ±2  \r3}3 ; concava  para  x > 2 \A3/3  yjc<  — 2 yfl/l ; convexa  en  — 2 V 3/3  < * < 2 V 3/3. 

25.  Demostrar  que  la  funcidn  y = °X  ^ , carece  de  maximos  y minimos  relativos. 

cx  + a 

26.  Hallar  los  maximos  y minimos  relativos  de  la  funcidn  y = xz  — 3 px  + q. 

Sol . Min.  — q — 2/73/8,  Max.  = q + 2 p3/2  si  p > 0;  en  los  demas  casos,  ni  maximo  ni  minimo. 

27.  Demostrar  que  y = (flj  — *)2  + (a2  — x)2  + * • • + ( an  — *)2  tiene  un  minimo  relativo  cuando  x — (ai  + a2  + 

* ' • + «»)/»• 

28.  Demostrar  que  si  /"(*0)  = 0 y /"'(*„)  =£  0 hay  un  punto  de  inflexion  en  el  punto  x = x0 . 

29.  Demostrar  que  si  y = ax 3 + bx2  + cx  + d tiene  dos  puntos  criticos,  en  el  punto  medio  del  segmento  que  une  los  corres- 
pondientes  valores  criticos  la  funcidn  presenta  un  punto  de  inflexion,  y que  si  solo  tiene  un  punto  critico,  este  es  de 
inflexion. 

30.  Una  funcidn  tiene  un  maximo  (minimo)  absoluto  en  un  punto  x = x0,  cuando  f(x0)  es  mayor  (menor)  o igual  a cualquier 
otro  valor  de  la  funcidn  en  su  dominio  de  definicion.  Comprobar,  grificamente  que  (a)  y = — x2  tiene  un  mAximo  abso- 
luto en  el  punto*  = 0;  ( b ) y = (x  — 3)2  tiene  un  minimo  absoluto  (=  0)  en  el  punto  * = 3;  (c)  y = V 25  — 4*2  tiene 
un  miximo  absoluto  (=  5)  en  * = 0 y un  minimo  absoluto  (=0)  en  * = ±5/2;  (d)  y = y/ x — 4 tiene  un  minimo 
absoluto  (=  0)  en  * = 4. 

31.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  las  funciones  siguientes  en  los  intervalos  dados: 

(<0  y — — x2  en  — 2 < * < 2 Sol . Mdx.  (=  0)  en  * — 0 

( b ) y = (x  — 3)2  en  0 < * < 4 Sol . Mdx.  (=  9)  en  * = 0 

Min.  (=  0)  en  * = 3 

(c)  y = y/25  — - 4*2  en  — 2 < * < 2 Sol.  Max.  (=5)  en  x = 0 

Min.  (=  3)  en  * = ±2 

(d)  y = V*  — 4 en  4 < * < 29  Sol.  Max.  (=  5)  en  * = 29 

Min.  (=  0)  en  x = 4 

Nota.  Estos  son  los  valores  maximos  y minimos  de  los  que  se  habla  en  la  Propiedad  II,  Capitulo  3,  de  las  fun- 
ciones continuas. 


(*)  /(*)  = (*  — 4)«(*  + 3)* 

(ft)  f(x)  = *3  ± 48/* 

(0  /(*)=(*  -I)1/3  (*±2)*/ 


32.  Demostrar  que  una  funcidn /(*)  es  creciente  (decreciente)  en  un  punto  * = *0,  si  el  dngulo  de  inclinacion  de  la  tangente 
a la  curva  y =/(*)  en  el  punto  * = *0  es  agudo  (obtuso). 

33.  Enunciar  y demostrar  el  teorema  analogo  al  del  Problema  17  para  una  funcidn  decreciente. 

34.  Enunciar  y demostrar  el  teorema  an&logo  al  del  Problema  18  para  el  minimo  relativo. 

35.  Hallar  los  maximos  y minimos  de  la  funcidn  2*a  — 4 xy  + 3 y2  — 8*  + 8^  — 1 =0. 

Sol.  MAx.  en  (5,3);  min  en  ( — 1,  — 3). 


36.  La  fuerza  ejercida  por  el  campo  magnetico  creado  por  la  corriente  electrica  que  circula  por  una  bobina  de  radio  r sobre 


un  pequeflo  im£n  situado  a una  distancia  * del  centro  de  dicha  bobina  viene  dado  por  F 
es  mAximo  en  * = 


-X- Demostrar  aue  F 

^2  r2^5 [2  • H 


37.  El  trabajo  realizado  por  una  pila  de  fuerza  electromotriz  constante  E y resistencia  interna  r conectada  a una  resistencia 
de  carga  Rf  es  proporcional  a E2Rj(r  + R)2.  Demostrar  que  dicho  trabajo  es  maximo  para  R = r. 
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Problemas  de  aplicacion  de  mdximos  y mi'nimos 

PROBLEMAS  DE  MAXIMOS  Y MINIMOS.  Normalmente,  en  los  problemas  de  aplicacion  no  sera 
necesario  demostrar  la  existencia  de  un  maximo  o de  un  minimo  relativo.  De  un  estudio  previo 
se  puede  obtener  la  election  adecuada  del  valor  critico. 

A veces,  un  maximo  o un  minimo  relativo  de  una  funcidn  son  un  maximo  o un  minimo  absolutos . 
En  estos  casos  estan  justificados  los  terminos  maximo , mayor  que,  menor  que,  etc.,  que  figuran 
en  los  enunciados  de  los  problemas. 


Problemas  resueltos 

1.  Hallar  dos  numeros  cuya  suma  sea  120  y de  forma  que  el  producto  P de  uno  de  el  los  por  el  cuadrado  del  otro  sea  maximo. 

Sean  x y 120  — x dichos  ntimeros.  Por  consiguiente,  P = (120  — x)x2.  dP/dx  = 3x(80 — x ).  Los  valores  criticos 
son  x — 0 y x = 80. 

Prescindiendo  de  la  $oluci6n  trivial  x — 0,  los  numeros  pedidos  son  x = 80  y 120  — x = 40. 


2.  El  drea  de  una  superficie  rectangular  es  de  1 8 m2.  Sabiendo  que  en  su  interior  hay  otra  de  forma  que  los  mdrgenes  superior 
e inferior  son  de  3/4  m y que  los  mdrgenes  laterales  son  de  1/2  m,  hallar  las  dimensiones  de  la  superficie  exterior  para  que 
el  Area  comprendida  entre  los  mdrgenes  sea  mdxima. 

Sean  x = longitud  18/jc  — anchura  de  la  superficie,  en  metros.  (Ver  figura  9-1.) 

El  drea  entre  mdrgenes  es  A = (x  — 1) 

44-  = -^4 4.  De  la  ecuacidn  44  = 0,  se  obtiene  el  valor  critico  x = 2\^3. 

dx  x2  2 dx 

Las  dimensiones  de  la  superficie  exterior  son  x *—  2\A3  y 18/jc  = 3\/~3  m. 


18/* 

A 


Fig.  9-2 

3.  En  un  instante  determinado,  un  barco  B se  encuentra  a 65  millas  al  este  de  otro  barco  A.  El  barco  B empieza  a navegar 
hacia  el  oesie  con  una  velocidad  de  10  millas  hora,  mientras  que  el  A lo  hace  hacia  el  Sur  con  una  velocidad  de  1 5 mi!las/h. 
Sabiendo  que  las  rutas  iniciadas  no  se  nfbdifican,  calcular  el  tiempo  que  transcurrira  hasta  que  la  distancia  que  los  separe 
sea  minima  y hallar  dicha  distancia. 

Sean  A0  y B0  las  posiciones  de  los  barcos  A y B en  el  instante  inicial,  y A1  y Bx  sus  respectivas  posiciones  t horas  mds 
tarde.  La  distancia  recorrida  por  A en  i horas  es  15  t millas  y la  recorrida  por  B , 10  t millas. 

La  distancia  D entre  los  barcos  viene  dada  por  D2  — (15f)2  + (65  — 10 1)2. 


x 


Fig.  9-1 
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dD 


325/ 


— 650  _ . dD 

—  . De  la  ecuacidn  — =— 

D dt 


0,  se  obtlene  el  valor  critico  / = 2 para  el  cual  la  distancia  es  minima. 


Para  / = 2,  la  funcibn  D 2 — (15/)2  + (65  — 10/)2  toma  el  valor  D = 1 5\/  J 3 mil  las. 

La  distancia  minima  entre  los  dos  barcos  es  de  15  VT3  mtllas  y se  produce  2 horas  despuds  de  iniciarse  el  movimiento. 


4.  Se  quiere  construir  un  recipiente  cilindrico  metdlico  de  base  circular  y de  64  centimetros  cubicos  de  volumen.  Hallar 
las  dimensiones  que  debe  tener  para  que  la  cantidad  de  metal  (Area  total)  sea  minima,  en  el  caso  en  que  (a)  el  recipiente 
sea  abier to  y ( b ) sea  cerrado. 

Sean  r y h el  radio  de  la  base  y la  altura  en  centimetros,  A la  cantidad  de  metal  y Kel  volumen  del  recipiente. 


(a)  V = nr2h  = 64  y A = 2nrh  + nr2. 


Para  expresar  A en  funcion  de  una  sola  variable  se  despeja  h de  la  primera  relacidn  y se  sustituye  en  la  segunda; 
resulta  A ~ 2nr(64jnr2)  + nr2  = 128 jr  + nr2. 

dA  128  , _ 2(nrz  — 64)  , , 4 

, - = z — h 2 nr  — , y el  valor  critico  es  r — — — 

dr  r*  r 2 ^ 

Por  tanto,  h - 64 /nr2  = 4/ty  n,y  r — h — 4 fy~n  cm. 

(b)  V — nr2h  = 64,  y A = 2 nrh  + 2nr2  = 2nr  (64  (nr2)  -f  2 nr2  = 128/r  + 2jtr2. 

dA  128  ( . 4(nr2  — 32)  , 1 * %rrr  ' 

— --  — ’ — ; — h 4 nr  = , y el  valor  critico  es  r = 2 V 4/ji 

dr  r2  r 2 

Por  tanto,  h = 64 (nr2  = 4 4(n , y h — 2r  = 4$r4fn  cm. 


5.  El  coste  total  de  produccion  de  * unidades  diarias  de  un  producto  es  de  (|*2  + 35*  + 25)  pesetas,  y el  precio  de  venta 
de  una  de  el  las  es  de  (50  — J*)  pesetas. 

(a)  Hallar  el  numero  de  unidades  que  se  deben  vender  diariamente  para  que  el  beneficio  sea  m^ximo. 

(b)  Demostrar  que  el  coste  de  produccion  de  una  unidad  tiene  un  minimo  relativo. 

(a)  El  beneficio  de  la  venta  de  * unidades  diarias  es  P — *(50  — £*)  — (i*2  + 35*  + 25). 

= 15  — Resolviendo  dPjdx  — 0 obte nemos  el  valor  critico  * — 10. 
dx  2 

Por  tanto,  la  produccion  que  proporciona  el  mayor  beneficio  es  de  10  unidades  al  dia. 

(b)  El  coste  de  produccion  de  una  unidad  es  C = + = |-L*  + 35  + pts. 

— Resolviendo  dCjdx  = 0 resulta  * = 10,  un  minimo. 

dx  4 x2 


6.  El  coste  del  combustible  que  consume  una  locomotora  es  proporcional  al  cuadrado  de  la  velocidad  y vale  1 600  pesetas 
por  hora  cuando  la  velocidad  es  de  40  kiJdmetros  por  hora.  Independientemente  de  la  velocidad,  el  coste  por  hora  se 
incrementa,  por  otras  causas,  en  3 600  pesetas  por  hora.  Calcular  la  velocidad  a la  que  debe  ir  la  locomotora  para  que 
el  coste  por  kilometro  sea  minimo. 

Sea  v — velocidad  buscada  y C — coste  total  por  kilbmetro. 


Coste  de  combustible  por  hora  = fcv2,  siendo  k una  constante  que  podemos  determinar  sabiendo  que  para 
v — 40,  kv2  = 1 600  v2  — 1 600,  de  donde  resulta  k = 1. 


C (pts/km)  = 


coste  (pts/h) 
velocidad  (km/h) 


v2  + 3 600 
v 


= V + 


3 600 
v 


— l - = — 60)(v  + 60)  ^omo  v > q ja  ^nica  soluci6n  posible  para  el  valor  critico  es  v = 60. 

dv  V2  V2 


Asi  pues,  la  velocidad  mas  econbmica  es  la  de  60  kilometros  por  hora. 


7.  Un  hombre,  sobre  un  bote  de  remos,  est£  situado  en  un  punto  P a una  dis- 
tancia de  5 kilometros  de  un  punto  A de  la  costa  (rectilinea)  y desea  llegar 
a un  punto  B de  la  costa  a 6 kilometros  de  A en  el  menor  tiempo  posible. 
Determinar  el  camino  que  debe  seguir  sabiendo  que  puede  remar  a una  velo- 
cidad de  2 kilometros  por  hora  y andar  a una  velocidad  de  4 kilometros 
por  hora. 

Sea  C el  punto  situado  entre  A y B al  que  se  dirige  el  hombre,  y llamemos  * 
a Ja  distancia  AC 


P 
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El  espacio  que  ha  de  recorrer  en  bote  es  PC  = \/25~  + x2  y el  tiempo  empleado,  tt  = 


espacio 
ve  loci  dad 


V 25  + 
2 


El  espacio  que  ha  de  recorrer  andando  oor  la  costa  es  CB  — 6 — x y el  tiempo  empleado,  t2  — (6  — *)J. 

El  tiempo  total  es  t = tx  + t2  = iV25  4-  x 2 + i(6  — x ). 

JL  = L = x y ej  valor  critico,  obtenido  de  la  ecuacidn  2x  — V25  + x2  — 0, 

dx  2^/25  + x2  4 4a/25  + x2 

es  x = § \/3  = 2,89.  Por  tanto,  deberd  dirigirse  a un  punto  situado  entre  A y B,  a 2,89  kildmetros  de  A . 


8.  Se  quiere  poner  una  alambrada  para  proteger  el  contorno  de  un  campo  rectangular  de  drea  dada  y uno  de  cuyos  hordes 
lo  constituye  el  cauce  de  un  rio.  Sabiendo  que  en  este  horde  no  hay  que  colocar  alambrada,  demostrar  que  la  menor 
cantidad  de  alambrada  que  se  necesita  es  cuando  la  longitud  del  campo  es  igual  al  doble  de  su  anchura. 

Sea  x — longitud  e y = anchura  del  campo.  Area  = xy.  Alambrada  necesaria,  F = x 4-  2y. 

dF/dx  = 1+2  dy/dx.  Para  que  dF/dx  = 0 deberd  ser  dy/dx  — — J. 

dA/dx  = 0 = y + x dy/dx . Por  tanto,  y — %x  = 0,  esto  es  x = 2y  como  se  querla  demostrar. 


Ha  I Jar  las  dimensiones  del  cono  recto  circular  de  volumen  minimo  que  se 
puede  circunscribir  a una  esfera  de  8 cm  de  didmetro. 

Sea  x = radio  de  la  base  del  cono  e y + 8 = altura  del  cono. 

De  los  triangulos  rectdngulos  semejantes  ABC  y A ED,  deducimos 


jc 

T 


8 


r.  De  donde  x2  = 


64(y  + 8)2  64(y  + 8) 


V y2  --  64 

Volumen  del  cono,  V = 
dV  64  n(y  + 8)0  — 24) 


y2  — 64  y — 8 

(7t*2)0  + 8)  _ (An(y  + 8)2 

— “ W- 


3 30-8)  ‘ 

. El  valor  critico  es  >>  = 24. 


dy  30  - 8)2 

Altura  del  cono  = y + 8 = 32  cm;  radio  de  la  base  = x = 8 yfl  cm. 


Fig.  9-4 


10.  Hallar  las  dimensiones  del  rectangulo  de  drea  mdxima  que  se  puede  inscribir  en  la  porcidn  de  pardbola  y2  = 4px  limitada 
por  la  recta  x = a. 

Sea  PBB'P'  el  rectangulo  y (*,>>)  las  coordenadas  de  P.  (Ver  Fig.  9-5). 

Area  del  rectangulo,  A = 2 y(a  — x)  — 2y(a  — y2/4p)  = 2ay  — y3/2p . 
dA/dy  = 2a  — ly2/2p.  Resolviendo  dA/dy  = 0,  el  valor  critico  es  y - V 4qp/3. 

Las  dimensiones  del  rectdngulo  son  2 y = \V5ap  y a — x = a — y2/4p  = 2a/3. 


B 

x 


B' 


Fig.  9-5  Fig.  9-6  Fig.  9-7 

11.  Hallar  la  altura  del  cilindro  circular  recto  de  volumen  mdximo  V que  se  puede  inscribir  en  una  esfera  de  radio  if 
(Ver  Fig.  9-6.) 

Sea  r el  radio  de  la  base  y 2 h la  altura  del  cilindro. 

V = 2n r2h  y ra  + h2  = R2,  Por  tanto,  dV/dr  = 2rr(ra  dh/dr  + 2rA)  y2r  + 2hdh  /dr  = 0. 

De  la  ultima  relacidn,  dh/dr  = — r/h,  Por  tanto,  dV/dr  = 2n{ — r3/h  + 2rA). 

Cuando  V es  maximo,  dV/dr  = 2 — r2/h  + 2nh)  = 0 y r2  = 2 h%. 

Como  r*  + h1  = R\  2h*  + A2  = R*  y h = R/Vl.  Altura  del  cilindro  = 2 A = 2R/V1. 
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12.  Se  quiere  apuntalar  la  pared  de  un  edificio  por  medio  de  una  viga  apoyada  sobre  una  pared  paralela,  de  10  m de  altura, 
situada  a una  distancia  de  8 m de  la  primera.  Hallar  la  longitud  L de  la  viga  mas  corta  que  se  puede  emplear  al  efecto. 

Sea  x la  distancia  del  pie  de  la  viga  al  de  la  pared  paralela.  e y la  distancia  metros  del  suelo  al  extremo  superior, 
de  la  viga.  (Ver  Fig.  9-7.) 

L = \/(x  4-  8)2  + y2.  De  los  triangulos  semejantes,  - e y = ^ • 

Por  tamo  L = (x  + 8)!  + 100<^~  8)*  = * Vx^TlOO  y 

dL  = jc[(jc2  + IPO)1'*  + x(x  + 8)(x!  + IOO)1'2]  — (x  + 8)  (*2  + 100)1'2  ^ — 800 

dx  ~ x 1 “ xty/-xt  + 100 

El  valor  critico  es  x = 2^100.  La  longitud  de  la  viga  mas  corta  es 

2 V 1,00  1~  - I/Tiyioooo^  + 100  = (^100  + 4)»'*  m 
2-^  100  I' 


Pr®blemas  propuestos 

13.  Hallar  dos  numeros  positivos  cuya  suma  sea  20  y (a)  su  producto  sea  mAximo,  (6)  la  suma  de  sus  cuadrados  sea  minima, 

(c)  el  producto  del  cuadrado  de  uno  de  ellos  por  el  cubo  del  otro  sea  mAximo.  Sol . (a)  10,10;  (6)  10,10;  (c)  8,12. 

14.  Hallar  dos  ntimeros  positivos  cuyo  producto  sea  1 6 y (a)  su  suma  sea  minima.  (6)  la  suma  de  uno  de  ellos  con  el  cuadrado 

del  otro  sea  minima.  Sol . (a)  4,4;  ( b ) 8,2. 

(//IS.)  Hallar  las  dimensiones  de  una  caja  rectangular  abierta  de  6 400  centimetros  cubicos  para  que  resulte  la  mAs  econ6mica, 
/ teniendo  en  cuenta  que  el  precio  de  coste  de  la  base  es  de  75  pesetas  y el  de  las  superficies  laterales  de  25  pesetas  por 

^ centimetro  cuadrado. 

Sol.  20  x 22  x 16  cm. 

16.  Una  pared  de  3,2  metros  de  altura  estA  situada  a una  distancia  de  1,35  metros  de  una  casa.  Hallar  Ja  longitud  de  la 
escalera  mas  corta  de  manera  que,  apoyandose  en  el  suelo  y en  la  pared,  llegue  a la  cima  de  la  casa.  SoL  6,25  metros. 

17.  Una  entidad  bancaria  tiene  las  siguientes  tarifas:  30  pesetas  por  cada  mil  para  operaciones  de  hasta  50  000  pesetas; 
para  la  cantidad  que  sobrepase  esta  cifra,  disminuye  la  tasa  anterior  en  0,375  pesetas  por  cada  mil.  Hallar  la  operaci6n 
Optima  de  manera  que  el  beneficio  del  banco  sea  mAximo.  Sol.  90  000  pesetas. 

18.  Hallar  la  ecuacion  de  la  recta  que,  pasando  por  el  punto  (3,  4),  determina  en  el  primer  cuadrante  con  los  ejes  coordenados, 

un  triAngulo  de  area  minima.  Sol . 4*  + 3>>  — 24  = 0. 

19.  Hallar  un  punto  de  la  pardbola  y ~ 4 — x2enel  que  Ja  tangente  determine  en  el  primer  cuadrante  con  los  ejes  coorde- 
nados un  tri£ngulo  de  area  minima.  Sol.  (2  VT/3, 8/3). 

20.  Hallar  la  minima  distancia  del  punto  (4,  2)  a la  parabola  y2  — 8*.  Sol.  2V^2  unidades. 

21.  Se  traza  la  tangente  en  un  punto  de  la  elipse  x2/25  + y2j  16  = 1 de  forma  que  el  segmento  de  ella  interceptado  por  los 
ejes  coordenados  sea  minimo.  Demostrar  que  la  longitud  de  este  segmento  es  de  9 unidades. 

22.  Se  inscribe  un  rectangulo  en  la  elipse  x2/400  + y2j 225  = 1 con  sus  lados  paralelos  a los  ejes.  Hallar  las  dimensiones  de 

dicho  rectangulo  para  que  (a)  el  area  sea  maxima,  (6)  el  perimetro  sea  m£ximo.  Sol . (fl)20Vr^  x 15vr2»(6)32  x 18. 

23.  Hallar  el  radio  R del  cono  circular  recto  de  volumen  m£ximo  que  se  puede  inscribir  en  una  esfera  de  radio  r. 

Sol.  R = § r\/r2. 

24.  En  un  cono  circular  recto  r,  se  inscribe  un  cilindro  circular  recto.  Hallar  el  radio  R del  cilindro  para  que  (a)  su  volumen 
sea  miximo  ( b ) su  area  lateral  sea  maxima.  Sol.  (a)  R = \ry  ( b ) R = Jr. 

25.  Demostrar  que  la  menor  cantidad  de  Iona  empleada  en  confeccionar  una  tienda  de  campafta  c6nica  de  un  volumen 
determinado  ocurre  cuando  su  altura  sea  dos  veces  el  radio  de  la  base. 

26.  Demostrar  que  todos  los  tridngulos  isdsceles  que  se  pueden  circunscribir  a una  circunferencia  de  radio  r,  el  de  Area 
minima  es  el  equilAtero  de  lado  3r. 

27.  Determinar  las  dimensiones  del  cilindro  circular  recto  de  Area  lateral  mAxima  que  se  puede  inscribir  en  una  esfera 
de  8 centimetros  de  radio.  Sol.  h — 2r  ~ 8y/~2  centimetros. 

28.  Estudiar  la  posibilidad  de  inscribir  un  cilindro  circular  recto  de  Area  total  mAxima  en  un  cono  circular  recto  de  radio  r 
y altura  h.  SoL  Si  h > 2 ry  radio  del  cilindro  = bhrj(h  — r). 


CapftulolO 


Movimientos  rectilineo  y circular 

MOVIMIENTO  RECTILINEO 


El  movimiento  de  una  particula  P a lo  largo  de  una  Hnea  recta  queda  completamente  definido 
por  la  ecuacidn  $ — /(/),  ley  del  movimiento,  siendo  / ^ 0 el  tiempo  y s la  distancia  de  P a un  punto 
fijo  O de  la  trayectoria. 

La  velocidad  de  P,  en  un  instante  t,  es : v = 

dt 

Si  v > 0,  P se  mueve  en  la  direccidn  creciente  de  s . 

Si  v < 0,  P se  mueve  en  la  direction  decreciente  de  j. 

Si  v = 0,  P esti  en  reposo  en  dicho  instante. 


dv 

La  aceleracidn  de  P,  en  un  instante  t,  es;  a = — r 

at 


<Ps 

~dP' 


Si  a > 0,  v aumenta;  si  a < 0,  v disminuye. 

Si  v y a tienen  el  mismo  signo,  la  celeridad  (mddulo  de  la  velocidad)  de  P aumenta. 

Si  v y a tienen  signo  contrario,  la  celeridad  de  P disminuye. 

(Ver  Problemas  1-5.) 


MOVIMIENTO  CIRCULAR 


El  movimiento  de  una  particula  P a lo  largo  de  una  circunferencia  queda  completamente  definido 
por  la  ecuacidn  0 = /(/),  ley  de  movimiento,  siendo  0 el  angulo  en  el  centro  (radianfes)  barrido  en 
el  tiempo  t por  la  recta  que  une  P con  el  centro  de  la  circunferencia. 

de 

La  velocida  angular  de  P en  el  instante  t es  to  = 

do)  dzd 

La  aceleracidn  angular  de  P,  en  el  instante  / es  a = 

Si  a es  constante  para  todos  los  valores  de  /,  P se  mueve  con  una  aceleracidn  angular  cons- 
tante. 

Si  a = 0 para  todos  los  valores  de  t,  P se  mueve  con  una  velocidad  angular  constante. 

(Ver  Problema  6.) 


Problemas  resueltos 

En  los  problemas  que  siguen  sobre  el  movimiento  rectilineo  el  espacio  s se  mide  en  metros  y el  tiempo  t en  segundos. 

1.  La  ley  del  movimiento  rectilineo  de  un  cuerpo  viene  dada  por  s — — 2 1.  Hallar  su  velocidad  y aceleracidn  al  cabo 

de  2 segundos. 

V = ^ = i.  /*  — 2 Para  t = 2,  v = j (2)‘  — 2 = 4 m/s. 

a = ^-  = it  ' Para  t = 2,  a = 3(2)  = 6 m/s. 

at 

2.  El  espacio  recorrido  por  un  mdvil  en  Hnea  recta  viene  dado  por  la  ecuacidn  s = P — 6/2  + 9t  + 4 (ley  del  movimiento). 

(a)  Hallar  s y a cuando  v = 0.  (d)  ^Cudndo  aumenta  v? 

(b)  Hallar  s y v cuando  a — 0.  (e)  ^Cudndo  cambia  el  sentido  del  movimiento? 

(c)  iCudndo  aumenta  j? 
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v = dsldt  = 3/*  — 12/  + 9 « 3(/  — 1)(/  — 3)  a = dvjdt  = 6 (/  — 2) 

(o)  Para  v = 0,  / = 1 y 3.  Para  / = 1 , s = 8 y a = —6.  Para  / = 3,  j = 4 y a = 6. 

( b ) Para  a = 0,  / = 2.  Para  / = 2,  j = 6y  v = — 3. 

(c)  s aumenta  cuando  v > 0,  e.d,  cuando  t < 1 y / > 3. 

{d)  v aumenta  cuando  a > 0,  e.d.,  cuando  / > 2. 

(e)  El  sentido  del  movimiento  cambia  cuando  v = 0 y a 0.  De  (a)  se  deduce  que  el  sentido  cambia  cuando 
/ = l y / = 3. 

3.  La  ley  del  movimiento  rectilfneo  de  un  cuerpo  viene  dada  por  s — /(/)  = /*  — 9 /a  + 24r.  Determinar  cuando  aumenta 
y disminuye: 

(a)  El  espacio  s. 

(i b ) La  velocidad  v. 

(c)  La  celeridad  del  cuerpo. 

(d)  La  distancia  total  recorrida  en  los  primeros  5 segundos  del  movimiento. 

v = dsldt  = 3/a—  18/  + 24  = 3(/  — 2)(/  — 4)  a = dvjdt  = 6(t  — 3) 

(а)  s aumenta  cuando  v > 0,  esto  es,  cuando  / < 2 y / > 4. 

5 disminuye  cuando  v < 0,  esto  es,  cuando  2 < / < 4. 

(б)  v aumenta  cuando  a > 0,  esto  es,  cuando  / > 3. 

v disminuye  cuando  a < 0,  esto  es,  cuando  / < 3. 

(c)  La  celeridad  aumenta  cuando  v y a tienen  el  mismo  signo  y disminuye  cuando  v y a son  de  signos  contrarios. 
Como  v cambia  de  signo  en/  = 2y/  = 4yalo  hace  en  / — 3,  hemos  de  comparar  los  signos  en  los  intervalos 
/<2,  2</<3,  3</<4y/>4. 

En  el  intervalo  / <2,  v>0ya<0;la  celeridad  disminuye. 

En  el  intervalo  2</<3,  v<0ya<0;la  celeridad  aumenta. 

En  el  intervalo  3 </<4,  v<0ya>0;la  celeridad  disminuye. 

En  el  intervalo  / >4,  v>0ya>0;la  celeridad  aumenta. 

(d)  Para  / = 0,  s = 0,  y el  cuerpo  *se  encuentra  en  el  origen  0.  A1  principio,  el  cuerpo  se  mueve  hacia  la  derecha 
(v  > 0),  durante  los  dos  primeros  segundos,  alcanzando  una  distancia  del  origen  O de  s =/(2)  = 20  metros. 

Durante  los  dos  segundos  siguientes  se  mueve  hacia  la  izquierda,  y al  final  de  este  tiempo,  se  encuentra  en 
s —f(4)  = 16  metros  de  O. 

A continuacidn,  se  mueve  hacia  la  derecha  y,  despu£$  de  transcurridos  5 segundos  desde  que  se  inici6  el  movi- 
miento, s — /(5)  = 20  metros  de  0. 

El  espacio  total  recorrido  es  20  + 4 + 4 — 28  metros. 


Fig.  10-1 


4.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  una  Hnea  horizontal  de  acuerdo  con  la  ley  s — /(/)  = t*  — 6f3  + 12/a  — 10/  4-  3 
Determinar: 

(a)  Cuando  aumenta  la  velocidad  y cu&ndo  disminuye. 

(b)  En  qu£  instante  cambia  el  sentido  del  movimiento. 

(c)  El  espacio  total  recorrido  en  los  3 primeros  segundos  del  movimiento. 

v = dsldt  = 4/3  — 18/a  + 24/  — 10  = 2 (/  — l)a  (2/  — 5)  a = dv/dt  = 12(/  — 1)(/  — 2) 

(a)  v cambia  de  signo  cuando  / = 1 y / — 2,5 ; a cambia  de  signo  cuando  / = 1 y / = 2. 

En  el  intervalo  / <l,v<0ya>0;la  celeridad  disminuye. 

En  el  intervalo  1 </<2,  v<0ya<0;la  celeridad  aumenta. 

En  el  intervalo  2</<2,5,v<0ya>0;la  celeridad  disminuye. 

En  el  intervalo  / > 2,5  v > 0 y a > 0;  la  celeridad  aumenta. 

(i b ) El  sentido  del  movimiento  cambia  en  el  instante  / = 2,5  en  el  que  v = 0,  a 0;  pero  no  se  invierte  en  / = 1,  puesto 
que  v no  cambia  de  signo  al  ir  aumentando  / al  pasar  por  / = 1.  Obsdrvese  que  para  / = ltv  = 0ya  = 0y,  por 
tanto,  no  se  posee  informacion  alguna. 
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(c)  Para  / = 0,  s = 3,  y la  particula  se  encuentra  3 metros  a la  derecha  del  origen  0 . 

El  movimiento  se  efectria  hacia  la  izquierda  durante  los  2,5  prime ros  segundos,  al  final  de  los  cuales  la  partfcula 
se  encuentra  a 27/16  metros  a la  izquierda  de  0. 

Para  / — 3,  s = 0;  la  partfcula  se  ha  desplazado  27/16  metros  hacia  la  derecha. 

El  espacio  total  recorrido  es  3 4-  27/16  — 51/S  metros. 


27/16 


Fig.  10-2 


5.  Se  lanza  una  piedra  verticalmente  hacia  arriba  con  una  velocidad  inicial  de  112  metros  por  segundo.  Sabiendo  que  la 
ley  del  movimiento  es  s = 112 / — 16/1,  siendo  s la  distancia  al  punto  de  partida,  calcular  (a)  la  velocidad  y la  aceleraci6n 
en  los  instantes  / = 3 y 7 = 4,  (6)  la  maxima  altura  alcanzada  y (c)  el  tiempo  que  tardarA  en  llegar  a una  altura  de 
96  metros. 

v = dsjdt  = 112  — 32/  a = dv/dt  = —32 

(a)  Para  / = 3,  v = 16ya  = — 32.  La  piedra  estA  subiendo  a 16  m/seg. 

Para  / = 4,  v = — 16  y a = — 32.  La  piedra  estA  bajando  a 16  m/seg. 

(b)  En  el  punto  mis  alto,  v — 0. 

Resolviendo  v = 0 = 112  — 32/,  / — 3,5.  Para  este  tiempo,  s = 196  m. 

(c)  96  = 112/  — 16/*,  /*  _ 7/  + 6 = 0,  (/  — 1)(/  _ 6)  = 0,  / = 1,6. 

Al  cabo  de  1 seg  de  iniciarse  el  movimiento,  la  piedra  estA  a una  altura  de  96  metros  y ademAs  estA  subiendo,  puesto 
que  v > 0.  Al  cabo  de  6 seg  tambiAn  se  encuentra  a esa  altura,  pero  en  este  caso  estA  bajando,  ya  que  v < 0. 

6.  Una  partfcula  posee  un  movimiento  de  rotaci6n  en  sentido  contrario  al  de  las  agujas  del  rek>j,  partiendo  del  reposo, 
segun  la  ley  0 = /*/5 0 — /,  en  donde  0 se  expresa  en  radianes  y / en  segundos.  Calcular  el  desplazamiento  angular  0,  la 
velocidad  angular  to,  y la  aceleraci6n  angular  al  cabo  de  10  segundos. 

0 = t*/5Q  — / = 10  rad,  to  = dOjdt  = 3t*/5Q  — 1=5  rad/seg,  a = dwjdt  = 6//50  = 6/5  rad/seg1 


Problemas  propuestos 

7.  La  ley  del  movimiento  rectilfneo  de  una  particula  viene  dada  por  s = /a  — 6/2  4-  9/,  en  donde  las  unidades  son  el  metro 
y el  segundo.  Hallar  la  situaci6n  de  la  particula  con  respecto  a su  posicidn  inicial  (/  = 0)  en  0,  determinar  el  sentido  y la 
velocidad  del  movimiento  y averiguar  si  la  velocidad  estA  aumentando  o disminuyendo  en  los  instantes  (a)  / = 1/2, 
(b)  / = 3/2,  (c)/  = 5/2,W)/  = 4. 

Sol.  (a)  25/8  metros  a la  derecha  de  0;  se  mueve  hacia  la  derecha  con  una  v = 15/4  metros  por  segundo;  disminuyendo. 

(b)  27 / metros  a la  derecha  de  0;  se  mueve  hacia  la  izquierda  con  una  v = 9/4  metros  por  segundo;  aumentando. 

(c)  5/8  metros  a la  derecha  de  0 ; se  mueve  hacia  la  izquierda  con  una  v = — 9,4  metros  por  segundo ; disminuyendo. 

(d)  4 metros  a la  derecha  de  0;  se  mueve  hacia  la  izquierda  con  una  v = 9 metros  por  segundo;  aumentando. 

8.  El  espacio  recorrido  por  una  locomotora  sobre  una  via  horizontal,  con  respecto  a un  punto  fijo,  viene  dado,  en  funci6n 

del  tiempo  /,  por  s = 3 1*  — 44/3  + 144/*.  Calcular  el  intervalo  de  tiempo  en  el  que  la  locomotora  marcha  en  sentido 
contrario  al  inicial.  Sot . 3 < / < 8. 

9.  Estudiar,  tal  como  se  hizo  en  el  Problema  2,  los  movimientos  rectilineos  siguientes: 

(a)  s = /3  — 9/*  + 24/,  (b)  s = /*  — 3/2  + 3/  + 3,  (c)  j = 2/s  — 12r*  + 18/  — 5,  (d)  s = 3/4  — 28/3  + 90/2  — 108/. 
Sol.  (a)  Se  detiene  en/  = 2yen/  = 4 con  cambio  de  sentido. 

(6)  Se  detiene  en  / = 1 y no  hay  cambio  de  sentido. 

(c)  Se  detiene  en/=lyen/  = 3 con  cambio  de  sentido. 

( d ) Se  detiene  en  / = 1 con  cambio  de  sentido  y en  / = 3 sin  cambio  de  sentido. 

10.  La  ley  del  movimiento  rectilineo  ascendente  de  un  cuerpo  es  s — 64/  — 16/&.  Demostrar  que  a los  48  metros  de  altura, 
su  velocidad  es  igual  a la  mitad  de  la  inicial. 

11.  Desde  un  tejado  de  1 12  metros  de  altura,  se  lanza  verticalmente  hacia  arriba  una  pelota  que,  finalmente,  regresa  al  suelo. 
Sabiendo  que  el  espacio  s metros  recorrido  desde  el  tejado  en  funcion  del  tiempo  / viene  dado  por  s = 96/  — 16/3, 
calcular  (a)  la  posici6n  de  la  pelota,  su  velocidad  y el  sentido  del  movimiento  en  el  instante  / = 2 y (b)  su  velocidad  al 
llegar  al  suelo. 

Sol . (a)  240  metros  desde  el  suelo,  32  metros  por  segundo,  hacia  arriba.  (b)  = — 128  metros  por  segundo. 

12.  El  Angulo  0 (radianes)  girado  por  una  rueda  en  funcion  del  tiempo  /(seg)  viene  dado  por  0 = 128/  — 12/8.  Calcular  la 
velocidad  angular  y la  aceleracion  al  cabo  de  3 segundos.  Sol.  to  = 56  radianes  por  segundo,  a = — 24  radianes 
por  segundo  al  cuadrado. 

13.  Demostrar,  en  los  Problemas  2 y 9,  que  cuando  el  movil  se  detiene  con  cambio  de  sentido  del  movimiento,  el  valor  de  / 
en  el  que  ocurre  es  el  que  hace  a la  funcion  s = fit)  m&xima  o minima,  mientras  que  si  la  detencion  es  sin  cambio  de 
sentido,  se  verifica  en  un  punto  de  inflexion. 


Capitulo  11 


Variaciones  con  respecto  al  tiempo 

VARIACION  CON  RESPECTO  AL  TIEMPO.  Si  una  variable  x es  funci6n  del  tiempo  /,  la  variacidn 
de  x en  la  unidad  de  tiempo  viene  dada  por  dxjdt . 

Cuando  dos  o mas  variables,  todas  funciones  de  /,  estan  relacionadas  por  una  ecuacion,  se  puede 
obtener  la  relacidn  entre  sus  variaciones  derivando  la  ecuacidn  con  respecto  a t. 


Problemas  resueltos 


Un  gas  escapa  de  un  globo  esfdrico  a raz6n  de  2 metros  cubicos  por  minuto.  Hallar  la  disminucidn  de  su  superficie 
en  la  unidad  de  tiempo,  sabiendo  que  el  radio  es  de  12  metros. 

Sea  r el  radio  de  la  esfera  en  el  instante  /.  El  volumen  correspondiente  es  -fjir8  y la  superficie,  S = 4 nr*. 


, dV  . _ dr  dS  e dr  dSjdt  2 , , , dS  2 (dV\ 

dt  dt  dt  dt  * dVjdt  r’  dt  r \ dt  ) 


12 (—2)  = — y mVmin 


2.  De  un  embudo  cdnico  sale  agua  a razdn  de  1 centfmetro  cubico  por  segundo. 
Sabiendo  que  el  radio  de  la  base  es  de  4 centimetros  y la  altura  de  8 centimetros, 
calcuJar  el  descenso  del  nivel  en  la  unidad  de  tiempo  en  el  instante  en  que  la 
superficie  libre  se  encuentra  a una  distancia  de  % centimetros  de  la  base  del 
embudo.  f ^ 

Sea  r el  radio,  h la  altura  de  la  superficie  del  agua  en  el  instante  / y K el 
volumen  de  agua  que  contiene  el  cono. 

De  los  tridngulos  semejantes,  r/4  — hj 8 6 r — 

V = Jti r2h  = T£7ih*  y dV/dt  = inh2  dh/dt . 

Cuando  dV/dt  = — 1 y h = 8 — 2 = 6,  tendremos  dhjdi  = — 1/9 n cm/seg 


Fig.  11-1 


3,  Se  forma  un  monticulo  c6nico  de  arena  cuya  altura  es  constantemente,  igual  a los  4/3  del  radio  de  la  base.  Hallar:  (a)  el 
incremento  del  volumen  en  la  unidad  de  tiempo  cuando  el  radio  de  la  base  es  de  3 metros,  sabiendo  adem&s  que  6ste 
aumenta  a raz6n  de  25  cm  cada  minuto;  (b)  el  incremento  del  radio  en  la  unidad  de  tiempo  cuando  6ste  es  de  6 metros 
y el  volumen  aumenta  a raz6n  de  24  metros  cubicos  por  minuto. 

Sea  r = radio  de  la  base  y h = altura  del  cono  en  el  tiempo  /. 

4 1 4 dV  4 dr 

Como  h = — r,  V = -y* r'h  = y — = — nr* 

(a)  Cuando  r = 3 y = 4-.  —j~  — m’/min.  (b)  Cuando  r = 6 y = 24,  m/min. 

at  4 dt  dt  dt 


4.  Un  barco  A navega  hacia  el  sur  a una  velocidad  de  16  millas  por  hora,  y otro  B , situado  32  millas  al  sur  de  A , lo  hace 
hacia  el  este  con  una  velocidad  de  12  millas  por  hora.  Hallar  (a)  la  velocidad  a la  que  dichos  barcos  se  aproximan  o sepa- 
ran  al  cabo  de  una  hora  de  haberse  iniciado  el  movimiento.  (6)  Idem,  despuds  de  2 horas;  (c)  el  momento  en  que  dejan 
de  aproximarse  y comienzan  a separarse  asi  como  la  distancia  a que  se  encuentran  en  dicho  instante. 
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Sean  A0  y B0  las  posiciones  iniciales  de  los  barcos,  y At  y Bt  las  correspondientes 
al  cabo  de  t horas.  Llamemos  D a la  distancia  que  los  separa  / horas  despuds  de  ini- 
ciado  el  movimiento. 


D%  =(32  — 16/)2  + (12/)a  y 


dD  _ 400/  — 512 
dt  " D 


(a)  Cuando  / = 1,  i)  = 20  y dD/dt  = — 5,6.  Se  aproximan  a raz6n  de  5,6  min/h. 

( b ) Cuando  / = 2,  D = 24  y dD/dt  = 12.  Se  separan  a raz6n  de  12  min/h. 

(c)  Dejar&n  de  aproximarse  cuando  dD/dt  — 0,  e.d.  cuando  t = 512/400  = 1,28  h, 
en  cuyo  momento  D — 19,2  millas. 


Pig.  11-2 


5.  Dos  lados  paralelos  de  un  rect£ngulo  se  alargan  a razdn  de  2 centlmetros  cada  segundo,  mientras  que  los  otros  2,  se 
acortan  de  manera  que  la  figura  resultante,  en  todo  momento,  es  un  rectdngulo  de  drea  constante  e igual  a 50  cent!- 
metros  cuadrados.  Calcular  la  variacidn  en  la  unidad  de  tiempo  del  perimetro  P cuando  la  longitud  de  los  lados  exten- 
sibles  es  de  {a)  5 centlmetros  ( b ) 10  centlmetros.  (c)  Hallar  las  dimensiones  del  rectdngulo  cuando  el  perimetro  deja 
de  disminuir. 

Sea  x = longitud  de  los  lados  que  se  alargan  e y = longitud  de  los  otros  lados  en  el  tiempo  /. 

.). 

(a)  Cuando  x = 5,  y = 10  y dx/dt  = 2. 

Por  tanto  5~+  10(2)  = 0 6 

dt 

( b ) Cuando  x = 10,  y = 5 y dx/dt  = 2. 

Por  tanto  10  ~~  + 5(2)  = 0 6 

at 

( c ) El  perimetro  dejard  de  disminuir  cuando  dP/dt  = 0,  e.d.,  cuando  dy/dt  = — dx/dt  — — 2. 

Por  tanto  x( — 2)  + y( 2)  — 0,  y el  rectdngulo  es  un  cuadrado  de  Iado  x — y = 5^ V 2 cm. 


A = xy  =±= 

41 — «. 

dP 

dt 

’ dt 

-^-  = -1, 

dP 

dt 

y dt 

2(2  — 4)  = — 4 cm/s  (disminuyendo). 


= 2(2  — 1)  — 2 cm/s  (aumentando). 


6. 


Sea  r el  radio  de  una  esfera  en  el  instante  t,  Hallar  dicho  radio  cuando  su  incremento  en  la  unidad  de  tiempo  es  igual, 
numdricamente,  al  de  la  superficie. 

dS  dr  * 

Superficie  de  la  esfera,  S ~ 4 nr*.  — = 8 nr  —r. 


Cuando 


dS  _ dr  dr 
~dt  df'  ~dt 


Snr  y el  radio  es  r = -J-  cm. 
at  o7i 


7.  Un  peso  W estd  unido  a una  cuerda  de  50  metros  de  longitud  que  pasa  por 
una  polea  P situada  a una  altura  de  20  metros  con  respecto  al  suelo.  El  otro 
extremo  de  la  cuerda,  se  encuentra  unido  a un  vehiculo  en  el  punto  A> 
situado  a una  altura  de  2 metros  como  indica  la  Fig.  1 1-3.  Sabiendo  que  el 
vehiculo  se  mueve  a una  velocidad  de  9 metros  segundo,  calcular  la  velocidad 
a la  que  se  eleva  el  cuerpo  cuando  se  halle  a una  altura  de  6 metros. 

Sea  x el  espacio  recorrido  por  el  cuerpo  e y la  distancia  horizontal  hasta 
el  punto  A en  el  instante  /. 


dx 

Tenemos  que  calcular  — r-  cuando 
dt 


dt 


P 


Ahora  bien,  y 8 = (30  + x)*  — (18)2 

Para  * = 6,  y = 18-y/ 3 y -^  = 9. 

at 


Por  tanto, 


30  + x dx 
y dt  ’ 


18-/3 


de  donde  m/s. 

at  dt  2. 


8.  Un  foco  de  luz  estd  situado  a una  altura  de  H metros  sobre  la  calle.  Un  objeto  de  h metros  de  altura  se  encuentra  en 
el  punto  O justamente  debajo  del  foco  y se  mueve  en  linea  recta,  a partir  de  esta  posicidn  inicial,  a lo  largo  de  la  calle 
a una  velocidad  de  v metros  por  segundo.  Hallar  la  velocidad  V del  extremo  de  la  sombra  sobre  la  calle  al  cabo  de 
t segundos.  (Ver  Fig.  11-4.) 
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A1  cabo  de  / segundos  el  objeto  ha  recorrido  una  distancia  vt.  Sea 
y = distancia  del  extremo  de  la  sombra  a O, 


y — v/ 


y 


H 


o sea  y = 


Hvt 

H—h 


y 


v 


dy 

dt 


Hv 

H — h 


1—hlH  V 


Por  consiguiente,  la  velocidad  del  extremo  de  la  sombra  es  propor- 
cional  a la  velocidad  del  objeto,  y el  factor  de  proporcionalidad  depende 
de  la  relaci6n  hjH . Cuando  h 0,  V-+v,  mientras  que  si  h -*•  Ht  V au- 
menta  mucho  mis  r&pidamente. 


L 


Problemas  propuestos 

9.  Las  dimensiones  de  un  dep6$ito  paralelepipddico  son  en  metros,  8 largo,  2 de  ancho  y 4 de  profundidad.  Se  llena  de 

agua  a raz6n  de  2 metros  cubicos  por  minuto,  hallar  la  variaci6n  de  la  altura  del  nivel,  con  respecto  al  tiempo,  cuando 
la  profundidad  del  agua  es  de  1 metro.  Sol.  1/8  m/min. 

10.  Un  llquido  penetra  en  un  tanque  cilfndrico  vertical  de  6 metros  de  radio  a raz6n  de  8 metros  cubicos  por  minuto. 

Hallar  la  variaci6n  de  la  altura  del  nivel  del  agua  con  respecto  al  tiempo.  Sol.  2j9n  m/min. 

11.  Un  objeto  de  5 metros  de  altura  se  encuentra  justamente  debajo  de  un  foco  de  luz  de  la  calle  situado  a 20  metros  de 
altura.  Suponiendo  que  el  objeto  se  mueve  a una  velocidad  de  4 metros  por  segundo,  calcular:  (a)  la  velocidad  del 
extremo  de  la  sombra,  (b)  la  variaci6n  de  la  longitud  de  la  sombra  en  la  unidad  de  tiempo. 

Sol.  (a)  16/3  m/s.  (b)  4/3  m/s. 

12.  Un  globo  se  eleva  desde  un  punto  A de  la  tierra  a una  velocidad  de  15  metros  por  segundo  y su  ascenso  se  observa 

desde  otro  punto  B situado  en  la  horizontal  que  pasa  por  A y a una  distancia  de  este  punto  de  30  metros.  Hallar  la 
variacidn  de  la  distancia  del  punto  B al  globo  cuando  la  altura  de  fete  es  de  40  metros.  Sol.  12  metros/segundo. 

13.  Una  escalera  de  20  metros  se  apoya  contra  un  edificio.  Hallar  ( a ) la  velocidad  a la  que  se  mueve  el  extremo  superior 

cuando  el  inferior  se  aleja  del  edificio  a una  velocidad  de  2 metros  por  segundo  y se  encuentra  a una  distancia  de  61 
de  12  metros,  ( b ) la  velocidad  a la  que  disminuye  la  pendiente.  Sol . (a)  3/2  m/s.,  ( b ) 25/72  cada  segundo. 

14.  De  un  recipiente  c6nico  de  3 metros  de  radio  y 10  de  profundidad  sale  agua  a raz6n  de  4 metros  cubicos  por  minuto. 

Hallar  la  variaci6n,  con  respecto  al  tiempo,  de  la  altura  de  la  superficie  libre  y del  radio  de  6s ta  cuando  la  profundidad 
del  agua  es  de  6 metros.  Sol.  100/8 In  m/min,  10/27 n m/min. 

15.  Un  barco,  cuya  cubierta  esti  a una  distancia  de  10  metros  por  debajo  de  la  superficie  de  un  muelle,  es  arrastrado  hacia 

6ste  por  medio  de  un  cable  unido  a la  cubierta  y que  pasa  por  una  argolla  situada  en  el  muelle.  Sabiendo  que  cuando 
el  barco  se  encuentra  a una  distancia  del  muelle  de  24  metros,  aproxim&ndose  con  una  velocidad  de  3/4  metros  por 
segundo,  hallar  la  velocidad  del  extremo  del  cable.  Sol . 9/13  m/s. 

16.  Un  muchacho  lanza  una  cometa  a una  altura  de  150  metros.  Sabiendo  que  la  cometa  se  aleja  del  muchacho  a una  velo- 

cidad de  20  metros  por  segundo,  hallar  la  velocidad  a la  que  suelta  el  hilo  cuando  la  cometa  se  encuentra  a una  dis- 
tancia de  250  metros  del  muchacho.  Sol.  16  m/s. 

17.  Un  tren  que  sale  a las  11  horas  de  la  maflana  se  dirige  hacia  el  este  a una  velocidad  de  45  kil6metros  por  hora,  mien- 

tras que  otro,  que  sale  al  mediodia  desde  la  misma  estacidn,  se  dirige  hacia  el  sur  a una  velocidad  de  60  kil6mctros  por 
hora.  Hallar  la  velocidad  a que  se  separan  ambos  trenes  a las  tres  de  la  tarde.  Sol.  150 V~2j2  km/h. 

18.  Un  foco  de  luz  esti  situado  en  la  cuspide  de  una  torre  de  80  metros  de  altura.  Desde  un  punto  situado  a 20  metros  del 

foco  y a su  misma  altura,  se  deja  caer  una  pelota.  Suponiendo  que  feta  cae  segun  la  ley  s = 16/2,  hallar  la  velocidad 
a la  que  se  mueve  la  sombra  de  la  pelota  sobre  el  suelo,  un  segundo  despufe  de  empezar  a caer.  Sol.  200  m/s. 

19.  Un  barco  A se  encuentra  a una  distancia  de  15  millas  al  este  de  un  punto  O,  y se  mueve  hacia  el  oeste  a una  velocidad 
de  20  millas  por  hora.  Otro  barco  B,  a 60  millas  de  O,  se  mueve  hacia  cl  norte  a una  velocidad  de  15  millas  por  hora. 
Determinar:  (a)  si  los  barcos  se  aproximan  o se  separan  al  cabo  de  1 hora  y a qud  velocidad,  (6)  idem  al  cabo  de  3 horas, 
(c)  el  momento  en  que  estdn  mis  prdximos. 

Sol.  (a)  Aprox.,  115\/82  millas/h;  (b)  Sep.  9 \/l0j2  millas/h;  (c)  1 h.  55  min. 

20.  Un  dep6sito  c6nico,  de  8 metros  de  diimetro  y 16  de  profundidad,  se  llena  de  agua  a raz6n  de  10  metros  cubicos  por 

minuto.  Sabiendo  que  el  dep6sito  en  cuestibn  tiene  una  fuga  y que  cuando  la  profundidad  del  agua  es  de  1 metro  el 
nivel  se  eleva  a raz6n  de  1/3  metros  por  minuto,  hallar  la  cantidad  de  agua  que  abandona  el  dep6sito  en  la  unidad  de 
tiempo.  Sol . (10  — 3 n)  m3/min. 

21.  Una  soluci6n  llega  a un  dep6sito  cilindrico  de  30  centimetros  de  diimetro  despuds  de  haber  pasado  por  un  filtro  cdnico 

de  60  centimetros  de  profundidad  y 40  de  diimetro.  Hallar  la  velocidad  a la  que  se  eleva  la  superficie  libre  de  la  solu- 
ci6n  en  el  cilindro,  sabiendo  que  cuando  su  profundidad  en  el  filtro  es  de  30  centimetros,  su  nivel  desciende  a raz6n 
de  2,5  centimetros  por  minuto.  Sol.  10/9  cm/min. 


Capitulol2 


Derivada  de  las  funciones  trigonom£tricas 


MEDIDA  EN  RADIANES.  Sea  s la  longitud  de  un  arco  AB  corres- 
pondiente  al  Angulo  AOB  de  una  circunferencia  de  radio  r,  y S 
el  area  del  sector  AOB . (Si  s corresponde  a 1/360  de  circunferen- 
cia, Z.AOB  = 1°;  si  s = r,  LAOB  = 1 radian.)  Suponiendo 
que  Z.AOB  es  de  a grados,  tendremos 


(i) 


s = 


n 

180 


a r 


S = 


n 

360 


ar* 


Supongamos  ahora  que  /_AOB  es  de  0 radianes;  en  este  caso, 


(ii)  s = Or  y S = %0r2 


Comparando  (i)  con  (ii)  se  aprecia,  claramente,  la  enorme  ventaja  que  representa  la  medida  de  un 
Angulo  en  radianes. 


FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS.  Sea  0 un  numero  real  cual- 
quiera.  Tracemos  un  Angulo  cuya  medida  sea  6 radianes  de  for- 
ma que  su  vertice  est£  situado  en  el  origen  de  un  sistema  carte- 
siano  de  coordenadas,  siendo  el  eje  x el  origen  de  Angulos. 
Tomando  un  punto  ^(x,  y)  sobre  el  otro  lado  del  Angulo,  a una 
unidad  de  O,  se  verifica:  sen  0 — y y cos  6 = x.  El  dominio  de 
definicidn  de  sen  0 y de  cos  0 es  el  conjunto  de  los  numeros  rea- 
les; el  campo  de  variacidn  de  sen  0 es  — 1 < y <,  1 y el  de 
cos  6 , — 1 <;  x < 1.  De  las  expresiones 


tag  0 = 


sen  fl 
cos  0 


y 


sec  0 = 


1 

cos  0 


se  deduce  que  el  campo  de  variacidn  de  las  funciones  tag  0 y sec  0 es  el  conjunto  de  los  numeros 

2n | 

reales,  mientras  que  el  dominio  de  definici6n(cos  0 ^ 0)  es  6 # ± — ^ — n,  (n  = 1, 2, 3, . . .).  Se  deja 


como  ejercicio  para  el  alumno  la  consideracion,  desde  este  punto  de  vista,  de  las  funciones  cot  0 

y esc  0. 

En  el  Problema  1 se  demuestra  que 


lim 

0->O 


sen  6 

~6~ 


- 1 


(Si  el  angulo  se  mide  en  grados,  este  limite  vale  n/ 180.  Por  esta  razon  se  utiliza  la  medida  en  radianes, 
en  los  calculos.) 


REGLAS  DE  DERIVACION.  Sea  u una  funcion  derivable  de  x;  en  estas  condiciones, 


14. 


d du 

— — (sen  u ) = cos  u — 
dx  dx 


17. 


d du 

^(COttt)=_CSC*^ 


15. 


d du 

— (cos  u)  = — sen  u -r- 
dx  dx 


d du 

IS.  — (sec  u)  = sec  u tag  u— 
dx  dx 


16. 


d du 

-7-  (tag  u)  = sec2  u — 
dx  dx 


d du 

19.  -r-  (esc  u)  = — esc  u cot  u -r- 
dx  dx 


(Ver  Problemas  2-23). 
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Problemas  resueltos 


I,  Demostrar  que : lim  ^ ^ = 1. 

0-m>  0 

_ sen ( — 0)  sen  0 , ..  sen  0 

Como ^ — = — - — , consideraremos  solamente  lim 


-0 


6 


6-MI  + 0 


En  la  Fig.  12-3,  sea  0 — LAOB  un  Angulo  en  el  centro,  positivo  y pe- 
queilo,  de  radio  OA  = 1.  Llamando  C al  pie  de  la  perpendicular  trazada 
desde  B a OA  y D la  interseccidn  de  OB  con  un  arco  de  radio  OC , tendremos, 

sector  COD  ACOB  ^ sector  A OB 
con  lo  que  J0  cos*  0 ^ £ sen  0 cos  0 $0 

Dividiendo  por  £0  cos  0 > 0,  tenemos 


Fig.  12-3 


„ sen  0 
COS  0 < 0 


1 


cos  0 


sen  0 


Si0-*O+;  se  tendrA  cos0-*l,  x--»l,  y 1 < lim  . 

COS0  0->o+  0 


1 ; de  donde,  lim 


sen  0 


0->o+  0 


= 1. 


d du 

2.  Derivar  — (sen  u ) = cos  u -r-,  siendo  u una  funci6n  derivable  de  x. 

ax 


dx 
Sea 

tendremos 


y — sen  u 

y J_  A))  ■ eon  (u  _1_  Au) 

Ay  — sen  ( u + Au ) — sen  u = 2 cos  ( u + £du)  sen  £du 

Ay  r , _ . A sen  £ Au 

— = COS(,U  + i*u)  —^u 

— = lim  = lim  cos  (u  + Jzlu)  • lim  — f = cos  u 

du  Au  j«-M>  \Au 


y derivando  la  funci6n  de  funci6n. 


d , . d , ' du  du 

~r~  (sen  u)  — (sen  u)  • -j-  = cos  u -r- 
dx  du  dx  dx 


3'  lx  (C0S  u)  = ^ [sen(J»  — «)]  = ^ [sen(J»  — «)]  ^ = — cos  (\n  — u)  ^ = — senu^. 


du  / 

du\ 

d 

~dx  (tsg  u)  = 

d 

/ sen  u \ 

cos  u • cos  u — sen  ul 

-sen" 

dx  ‘ 

\ cos  u / 

' “ cos*  u 

du 


cos*  u dx 


— sec*  u 


du 

dx* 


Hallar  la  primera  derivada  de  las  funciones  de  los  Problemas  5-12. 

d d 

5.  y = sen  3x  + cos  2x.  y'  — cos  3x  — (3x)  — sen  2x  — (2x)  = 3 cos  3x  — 2 sen  2x 

d 

6.  y = tag  x*.  y ' = sec*  x*  — (x2)  = 2x  sec*  x* 

ax 

7.  y = tag*  x = (tag  x)*.  y ' = 2 tag  x (atg  x)  = 2 tag  x sec*  x 

ax 


8.  y = cot  (1  — 2x2).  y'  = — esc*  (1  — 2x2)  — (1  — 2x2)  = 4x  esc*  (1  — 2xa) 

dx 


9.  y = sec*  = sec*  x1/a. 

y'  = 3 sec*x1/2  (sec  x1'2)  = 3 sec*  x1/2  • sec  xl/*  tag  xl/*  • (xI/a)  = — sec3  's/lx  tag  V x 
dx  dx  2y* 

10.  q = V esc  20  = (esc  20)1/®. 

e ' = i(csc  20)-'i*  ^-(csc  26)  = — i(csc  20)  ~1'2  • esc  20  cot  20  • 2 = — Vcsc  20  • cot  20 
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11.  f(x)  — x*  sen  x . /'(x)  = x2  ~ (sen  x)  + sen  x (xa)  = x*  cos  x + 2x  sen  x 


12.  fix)  = 


COS  X 


/'(*) 


x (cos  x)  — cos  x ~ (x) 

dx  dx  —x  sen  x — cos  x 


Hallar  las  derivadas  indicadas  en  los  Problemas  13-16. 

13.  y = x sen  x;  y"\  y’  — x cos  x + sen  x 

y"  = x( — sen  x)  + cos  x + cos  x — — x sen  x + 2 cos  x 

y'"  — — x cos  x — sen  x — 2 sen  x = — x cos  x — 3 sen  x 

14.  y = tag*(3x — 2 );y". 

v'  = 2tag(3x  — 2)sec*(3x  — 2)*3  = 6tag(3x  — 2)sec*(3x  — 2) 

y"  = 6[tag  (3x  — 2)  * 2 sec  (3x  — 2)  * sec  (3jc  — 2)  tag (3x  — 2)  • 3 + sec*(3x  — 2)  sec*(3x  — 2)  • 3] 
- 36  tag*  (3*  — 2)  seca  (3*  — 2)  + 18  sec4  (3x  — 2) 

15.  y = sen  (at  + y);y'.  y'  = cosGr  + >-)  -(1  +>')  e y'  = ~J  ^ 

16.  sen  y + cos  x = 1 ; y' \ 

cos  y • yf  — sen  x ^ 0 e y*  * (sen  x)/(cos  y) 

„ cos  y cos  x — sen  x ( — sen  y)  • y'  _ cos  xoos  y -f  sen  x sen  y « y ' 

^ cos  *y  ~~  cos 

_ cos  x cos  y + sen  x sen  y (sen  jc)/(cos  y)  _ cos  x cosa  y + sen*  x sen  y 
cos*  y ~ cos8  y 

17.  Hallar f'(nl3>)>f"(n/3)tf'"(nl3>)t  en  la  funcidn  fix)  = sen  x cos  3x. 

ff{x)  = — 3 sen  x sen  3jc  + cos  3x  cos  x 

= (cos  3x  cos  x — sen  3x  sen  x)  — 2 sen  x sen  3x 

= cos  4x  — 2 sen  x sen  3x.  /'(*/3)  = — * — 2(  V3/2)(0)  = — J 

f'  '(*)  = — 4 sen  4x  — 2(3  sen  x cos  3x  + sen  3x  cos  x) 

— — 4 sen  4x  — 2(sen  x cos  3x  + sen  3x  cos  x)  — 4 sen  x cos  3x 

6 sen  4x  — 4 /(*).  f"(n/ 3)  = — 6(— V3/2) — 4(\/3/2X— 1)  = 5 y/T 

f"’(x)  = -24  cos  4x  - 4f\x).  /'"(*/3)  = — 24<-i)  — 4(-*)  = 14 

18.  Hallar  los  Angulos  agudos  de  interseccidn  de  las  curvas 
(7)  y ~ sen1  x y (2)  y — cos  2x,  en  el  intervalo  0 < x < 2tc. 

(a)  De  la  ecuacidn  2 sen*  x = cos  2x  = 1 — 2 sen*  x,  se 
obtiene  n/ 6,  5ti/6»  7n/6  y 1 l^r/6,  que  son  las  abscisas 
de  los  puntos  de  intersecci6n  pedidos. 

(b)  y ' = 4 sen  x cos  x en  (7),  e 
y'  = — 2 sen  2x  en  (2). 

En  el  punto  nj 6,  mx  = \/~3  y m2  = — V~3. 

(c)  tag  ^ = — \/  3 ; el  Angulo  agudo  de  in- 

terseccidn  es  de  60°.  En  los  dem&s  puntos  los  Angulos 
de  interseccidn  tambiAn  son  de  60°. 


Fig.  12-4 


CAP.  12] 


DERIVADA  DE  LAS  FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS 


63 


19.  Un  terreno  rectangular  est£  limitado  por  dos  caminos  M y N,  y 
en  uno  de  sus  vertices  P se  encuentra  el  extremo  de  un  pequefto 
lago.  Sabiendo  que  la  distancia  de  P a los  caminos  M y N es  de 
108  y 256  metros,  respectivamente,  hallar  la  longitud  de  la  trayec- 
toria  mis  corta  por  la  que  se  puede  ir  de  un  camino  al  otro  cru- 
zando  el  terreno  y pasando  por  el  extremo  del  lago. 

Sea  s la  longitud  de  la  trayectoria  buscada  y Q el  ingulo  que 
forma  con  el  camino  M. 

s = AP  + PB  = 108  esc  B + 256  sec  6 
ds/dO  = — 108  esc  0 cot  6 4-  256  sec  6 tag  6 

_ — 108  cos*  6 + 256  sen®  6 
sen*  6 cos*  6 


B 


De  —108  cos*  6 + 256  sen*  6 = 0,  tag®  6 = 27/64  y el  valor  crltico  es  6 — arc  tag  3/4. 
Por  tanto,  j = 108  esc  0 + 256  sec  6 = 108(5/3)  + 256(5/4)  = 500  m. 


20.  Estudiar  la  funci6n  y = /(x ) = 4 sen  x — 3 cos  x en  el  inter- 
val [0,  2n]. 

Cuando  jc  « 0,  y =/( 0)  = 4(0)  — 3(1)  = —3. 


/(*)  = 4 tan  x — 3 6os  xi  De  la  e£uam6n  f (a)  = 0*  fcdiiltA 
tar  x m 3/4.  Gon  In  qud  Inn  minim  do  inlcr3Gom6n  con  ol  lug  x 
son  x = 0,64  radianes  y x — n + 0,64  = 3,78  radianes. 

f \x)  = 4 cos  x + 3 sen  x.  De  la  ecuacion  /'(x)  — O,  se  deduce 
tag  x — — 4/3,  con  lo  que  los  valores  criticos  son  x = n — 0,93 
= 2,21  y x- 2ft  — 0,93  = 5,35. 

/"(*)  = — 4 sen  x + 3 cos  x.  De  la  ecuaci6n  f"(x)  = 0,  se  de- 
duce tag  x = 3/4,  con  lo  que  los  valores  criticos  son  x — ft  — 0,93 
= 2,21  y x = ft  + 0,64  = 3,78. 


/'"(*)  — — 4 cos  x — 3 sen  x. 

(a)  Para  x = 2,21,  sen  x = 4/5  y cos  x = — 3/5;  /"(x)  < 0 y,  por  tanto,  en  x = 2,21  hay  un  mfnimo  relativo  e igual 

a 5.  En  x = 5,35,  se  tiene  un  mfnimo  relativo  igual  a — 5. 

(b)  /'"( 0,64)  * 0 y /'"(3,78)  * 0.  Los  puntos  de  inflexion  son  (0,64;  0)  y (3,78;  0). 

(c)  La  curva  es  edneava  desde  x = 0 a x = 0,64;  convexa  desde  x = 0,64  a 3,78,  y cOncava  desde  x = 3,78  a 2ft. 


21.  Cuatro  barras  de  longitudes  a,  b , c,  d estdn  articuladas  formando  un  cuadrilitero. 
Demostrar  que  el  Area  A es  maxima  cuando  los  ingulos  opuestos  son  suplementarios. 

Sea  6 el  ingulo  formado  por  las  barras  de  longitudes  a y bf  ^ el  ingulo  opuesto 
y h la  longitud  de  la  diagonal  opuesta  a dicho  dngulo. 

Hemos  de  calcular  el  m&ximo  de  la  funciOn. 

(/)  A = iab  sen  6 + icd  sen  ^ con  la  condiciOn 

(2)  A*  = a*  + 6*  — lab  cos  6 = c*  + </*  — led  cos  Derivando  con  respecto  a 6: 


(/ 0 = iab  cos  6 + \cd  cos  <f>  = 0 


d<f> 

(20  ab  sen  8 = cd  sen  <f> 


Despejando  d<l>ld6  en  (20  y sustituyendo  en  (/  0.  resulta, 

ab  cos  6 + cd  cos  <f>  sen  = q 5 sen  <f>  cos  6 + cos  ^ sen  & — sen  (<j>  + 6)  = 0 
cd  sen  <f> 

de  donde  ^ + 6 = 0 6 ft,  con  lo  que  queda  demostradtTi5rescindiendo  de  la  primera  solucidn. 
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22.  El  piloto  de  un  bombardero,  que  vuela  a 2 kil6metros  de  altura  y a una  velocidad  de 
240  kilometros  por  hora,  observa  un  bianco  terrestre  hacia  el  que  se  dirige.  Calcular 
la  velocidad  a la  que  debe  girar  el  instrumento  6ptico  cuando  el  Angulo  entre  la  ruta 
del  avidn  y la  linea  de  mira  es  de  30°. 

^ 240  km/h,  0 = 30°,  y x = 2 cot  0. 

= —2  esc*  0 ^ o sea  — 240  = —2(4)  y = 30  rad/h  = grados/s. 
at  at  dt  dt  2ji 


240  km/h 


23.  Un  rayo  de  luz  parte  de  un  punto  P y se  propaga  por  el  aire  a una  velocidad  vt 
incidiendo  sobre  un  punto  O de  una  superficie  de  agua  situada  a unidades  de 
longitud  por  debajo  de  P.  Sabiendo  que  en  el  interior  del  agua  se  propaga  a 
una  velocidad  v,  y que  pasa  por  otro  punto  Q a una  distancia  de  b unidades 
de  la  superficie,  demostrar  que  el  paso  de  luz  de  P a Q se  verifies  de  la  manera 

mAs  r&pida  cuando  SCn  f1  = — f siendo  y 0t  los  Angulos  de  incidencia  y 
sen  0,  v, 

refraccidn  con  la  normal  a la  superficie. 

Sea  t el  tiempo  que  emplea  la  luzen  ir  de  P a Q y c la  distancia  de  A a B; 
en  estas  condiciones, 

a sec  6i  b sec  0,  , * , . « 

Vf  v, 

Derivando  con  respecto  a 6lt 


Fig.  12-9 


* 

ddl 


a sec  Ox  tag  flt  + frtagfltsecflt  . ddt 

vi  v» 


y 


0 = a sec*  0i  4- 


b sec*  6t  * 


d0% 

~dfx 


De  la  ultima  ecuaci6n, 


d0t 

dB  i 


a sec* 
b sec*  0t ' 


Para  que  t sea  mfnimo  se  precisa  que 


dt  _ a sec  0t  tag  0i  b sec  0«  tag  08  i a sec*  0j  \ _ 

dO i Vj  v,  \ b sec*  0t ) 


de  donde  se  obtiene  la  relacidn  pedida. 


Problemas  propuestos 


24.  Hallar: 


(a)  lim 
*-0 


sen  2x 
x 


= 2 lim 
*“►0 


sen  2x 
2x  ’ 


Sol.  (a)  2 , (b)  a/bf  (c)  8/9,  (d)  0. 


(b)  lim 

Z—+0 


sen  ax 
sen  6*’ 


(i c ) lim 
*-►0 


sen1 2x 
x sen*  3jc  * 


r 1—  COSJC 

(d)  lun . 

x 


25.  Deducir  la  fdrmula  17  de  derivacidn  utilizando  las  relaciones  (a)  cot  u 
mo  las  formulas  de  derivacidn  18  y 19. 


cos  u 
sen  u 


y (6)  cot  u — 


tag  u 


Deducir  asimis- 


Hallar  las  derivadas  dyjdx  o dpjdd  en  los  Problemas  26-45. 


26. 

y = 3 sen  2x 

So! . 6 cos  2x 

27. 

y = 4 cos  Jjc 

Sol . — 2 sen  Jx 

28. 

y = 4 tag  5jc 

5a/.  20  sec*  5jc 

29. 

y = i cot  8jc 

Sol . — 2 esc*  8x 

30. 

y = 9 sec  ix 

5a/.  3 sec  \x  tag  fx 

31. 

y =*  £ esc  4x 

5a/.  y = — esc  4jc  cot  4x 
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32.  y =*>  sen  x — x cos  x 4-  xa  4-  4x  4-  3 Sol . x sen  x 4-  lx  4-  4 


V sen  0 

Sol.  (cos  0)/(2V  sen  0) 

sen  2/x 

SoL  ( — 2 cos  2/x)/x® 

cos  (1  — X*) 

SoL  2x  sen  (1  — xa) 

cos  (1  — x)a 

SoL  y = 2(1  — x)  sen  (1  — x)® 

sen2  (3x  — 2) 

SoL  3 sen  (6x  — 4) 

sen3  (2x  — 3) 

SoL  — | {cos  (6x  — 9)  — cos  (2x 

J tag  x sen  2x 

SoL  sen  2x 

1 

— 3 sec  29  tag  20 

(sec  29  — 1)V« 

* (sec  20  — 1)*/* 

tag  20 

c t **  sec*  20  — 4 esc  4 0 

1— cot  20 

A * (1—  cot20)2 

40.  $ = 

41.  $ = 

42.  y = jc*  sen  x 4-  2x  cos  jc  — 2 sen  jc 


43.  sen  y = cos  2x 


Sol . 


SoL  x*  cos  x 
2 sen  2x 


cosy 


44.  cos  3y  = tag  2x 


45.  x cos  y = sen  (x  4-  y) 


SoL 

SoL 


2 sec*  lx 

3 sen  3 y 

cos  y — cos  (x  4-  y) 
x sen  y 4-  cos  (x  4-  y) 


46.  Si  x = A sen  kt  + B cos  ktt  siendo  A,Byk  constantes,  demostrar  que  = — kxx  y = (— U^^x. 

47.  Demostrar:  (a)  y"  4-  4y  = 0 siendo  y = 3 sen(2x  4-  3),  (A)  y"'  4-  y"  4-  y'  4-  y = 0 siendo  y — sen  x 4-  2 cos  x. 

48.  Estudiar  las  funciones  siguientes  en  el  intervalo  0 < x < 2 n: 

(a)  y = 4 sen  2x  (c)  y = x — 2 sen  x (e)  y = 4 cos*x  — 3 cos  x 

(A)  y = cos®  x — cos  x (d)  y = sen  x (1  4-  cos  x) 

SoL  (a)  Max.  cn  x = »/ 4,  5«/4;  min.  en  x = 3«/4,  7n/4;  P.l.  en  x = 0,  tt/2,  tt,  3tt/2 

(A)  Max.  en  x = 0,  n\  min.  enx  = */3,  5*/3;  P.l.  en  x = 32°32',  126°23\  233°37',  327°28' 

(c)  Max.  en  x = 5n/3;  min.  en  x = tj/3;  P.l.  en  x = 0,  n 

( d)  Max.  en  x = ?i/3;  min  en  x = 5«/3;  P.l.  en  x = 0,  n,  104°29',  255°31 ' 

(e)  Max.  en  x — 0,  2?t/3,  4?i/3;  min.  en  x — n/3t  nt  5?r/3;  P.L  en  x — n/2,  3n/2,  nf6t  5n/6,  7 nj6,  1 l/»6 

49.  Sabiendo  que  el  Angulo  de  elevaci6n  del  sol  es  de  45°  y que  va  disminuyendo  a raz6n  de  J radianes  por  hora,  hallar  la 

velocidad  a que  se  desplaza  la  sombra  de  una  torre  de  50  metros  de  altura  sobre  la  tierra.  SoL  25  m/h. 


50.  Un  cometa,  a una  altura  de  120  metros  sobre  la  tierra,  se  mueve  horizontalmente  a una  velocidad  de  10  metros  por 
segundo.  Hallar  la  velocidad  a la  que  disminuye  el  Angulo  de  inclinacidn  del  hilo  con  la  horizontal  cuando  la  longitud 
de  Aste  sea  de  240  metros.  SoL  1/48  rad/s. 


51.  La  luz  de  un  foco  situado  a una  distancia  de  3 600  metros  de  una  costa  rectillnea  gira  a una  velocidad  de  4n  radianes 
por  minuto.  Hallar  la  velocidad  a la  que  se  desplaza  un  rayo  de  luz  sobre  la  costa  (a)  en  el  punto  mAs  pr6ximo>  (A)  en 
un  punto  situado  a 4 800  metros  del  punto  mAs  prdximo.  Sol.  (a)  240 n m/s,  (A)  2 OOOn/3  m/s. 

52.  Las  longitudes  de  dos  lados  de  un  triAngulo  son  15  y 20  metros.  Hallar  (a)  la  velocidad  de  variacidn  del  tercer  lado  cuando 
el  Angulo  formado  por  los  otros  dos  es  de  60°  y aumenta  a raz6n  de  2°  por  segundo  (A)  la  velocidad  a la  que  aumenta 

el  Area.  SoL  (a)  nl\fy9  m/s,  (A)  In  m2/s. 
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Capitulo  1 3 


Derivada  de  las  funciones  trigonometricas  inversas 


FUNCIONES  TRIGONOMETRICAS  INVERSAS,  La  funcidn  inversa  de  x = sen  y es  y = arc  sen  x 
(o  bien,  sen-1*),  El  dominio  de  definicidn  del  arc  sen  x es  — 1 <;  x < 1,  es  decir,  el  campo  de  va- 
riacidn  de  y;  el  campo  de  variacidn  de  arc  sen  x es  el  conjunto  de  los  ntimeros  reales,  es  decir  el 
dominio  de  la  definition  de  sen  y.  El  dominio  de  definitidn  y el  campo  de  variacidn  de  las  restantes 
funciones  trigonometricas  inversas  se  establece  de  forma  andloga. 

Las  funciones  trigonometricas  inversas  son  multiformes.  Con  objeto  de  evitar  confusiones  de  re- 
ferirnos  a una  determinada  parte  de  estas  funciones,  se  define  para  cada  una  de  ellas  un  arco  11a- 
mado  rama  principal  En  los  graficos  que  figuran  a continuation  la  rama  principal  se  representa 
con  un  trazo  mas  grueso. 


Functon 


Rama  Principal 


y = arc  sen  x 
y = arc  cos  x 
y = arc  tag  x 
y = arc  cot  x 
y = arc  sec  x 
y = arc  esc  x 


—fa  g y £ fa 
0 ^ y ^ n 

— fa  < y < fa 
0 <y  <n 

— ft  ~ y < — fa,  0 < y < fa 
— n < y £ — fa,  0 < y ^ fa 


REGLAS  DE  DERTVACION.  Sea  u una  funcidn  derivable  de  jc;  entonces 


20.  (arc  sen  u ) 
dx 

21.  (arc  cos  «) 

22.  (arc  tag  u) 


1 du 

VT^V  dx 

1 du 
Vl  — uY  dx 

1 du 

TT~«r  ~dx 


d 

23.  ^ (arc  cot  u) 

24.  ^ (arc  sec  u) 
d 

25.  -j-  (arc  esc  u) 
dx 


1 du 
1 + w»  dx 

1 du 


uVu*  — 1 dx 
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Problemas  resueltos 


1,  Derivar:  (a)  — (arc  sen  u)  — 


1 du  d 1 du 


(a)  Sea  y = arc  sen  w,  siendo  u una  funci6n  derivable  de  x.  Tendremos  u — sen  y y 


du  d , . d , . dy  dy  ^ r dy 

Si  = s (sen * = (•“ y)  * - cos^  = vra*  _ 


rfy  1 

tomamos  el  signo  positivo  porque  cos  y > 0 en  el  intervalo  — \n  < y < £ti.  Por  tanto,  -=-  = — . -t-  . 

d*  V 1 — «*  “* 

(6)  Sea  y = arc  sec  u,  siendo  u una  funcidn  derivable  de  x.  Tendremos  u = sec  y y 

_ = — (sec y)  -T-  = sec.ytagy  -j-  = «V«*-1  -7- 


1 du 


~dx  * * -wv  “ 

tomamos  el  signo  positivo  porque  tag  ^ > 0 en  los  intervalos  0 < y < \n  y — < y < — Por  tanto, 

du 

wy  — 1 


</  , , 1 
^ (arc  sec  u)  = 


Hallar  la  primera  derivada  en  los  problemas  2-9. 

du  1 

2.  y = arc  sen  (2 x — 3)  — - 

3.  y = arc  cos  x* 


dx  Vl  ~ (2*  - 3)'  dx 

dy 
dx 


(2%  - 3)  = 


V3x  - x*  - 2 


2x 


4.  y = arc  tag  3a;1 


5.  /(*)  = arc  coti-^-| 


\/l  — x4  Vi  — ** 

in  _ i 

dx  - 1 + (8**)'  dx  ' ; 1 + 9x4 


/'(*)  = - 


1 d_  / 1 + x\  _ 1 

- -l<my 


(1  - x)  - (1  + x)(-l)  _ L_ 

(1-x)*  1+x* 


6.  /(x)  = xya*  — x*  + a*  arc  sen  — 


/'(x)  = **i(o1-*,)-,/,(-8»)  + <a*-x*)wl  + o*-^====*i  = 2Vo’-i 


1.  y = x arc  csc^  + Vl — *' 

.r .a/th 

dxW 

_x  v x* 

8-  » = ^arc,ag(£tagx) 


y'  = x 


+ arc  esc  ^ ^ (x)  + £(1  — x*)“VI  (— 2x)  = arc  esc  ~ 


1 1 d f b W 1 a*  6 . 

Tb  —Th V‘^(“tag  vJ  = afe  ' °*  + fc*~tag*  x * <t  86C* X 

1 + ( — tag  x J x ' J 

sec*  x _ 1 


a*  + 6*  tag2  x a*  cos*  x + 6*  sen*  x 


9.  y*senx  + y = arc  tag  x 2yy'scnx  + y*  cosx  4-  y'  — 

1 . , 1 — (1  + x2)y*  cos  x 

y'(2y  sen  x + 1)  = - 1/*  cos  x y y - (1  +le‘)T2^~e'i7i'Tl) 
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10.  En  un  terrcno  circular  hay  un  foco  de  luz  L situado  como  indica  la  figura.  Un 
obje to  parte  de  B y se  mueve  hacia  el  centra  O a una  velocidad  de  10  metros  por 
segundo.  Hallar  la  velocidad  de  su  sombra  sobre  la  circunferencia  cuando  el 
objeto  se  encuentra  en  el  punto  medio  de  BO. 

Sea  x (metros)  la  distancia  de  P a B en  el  instante  t;  llamando  r al  radio  del 
clrculo,  8 el  dngulo  OLP  y s el  arco  interceptado  por  6,  tendremos 

s — r(28)t  y 8 — arc  tag  OP/LO  = arc  tag  (r  — x)/r . 

ds  _ ^ d8  _ ^ 1 { l\  dx  _ — 2r*  dx 

dt  ~ ~di  “ 2r  * 1 + [(r  — x)/r]*  \ rj~dt~  x*  — 2 rx  4-  2r*  ' dt 

Cuando  jc  = Jr  y dxjdt  — 10,  serd  ds/dt  = — 16  m/s. 

La  sombra  se  mueve  a una  velocidad  de  16  m/s. 


Fig.  13-2 


11.  La  arista  inferior  de  un  cartel  de  1 2 metros  de  altura,  estd  situado  a 6 metros  por  encima  de  los  ojos 
de  un  observador.  Suponiendo  que  la  visidn  mds  favorable  se  obtiene  cuando  el  dngulo  subtendido 
por  el  cartel  y los  ojos  es  mlximo,  calcular  la  distancia  de  la  pared  a la  que  se  debe  situar  el  ob- 
servador. 


Sea  8 el  dngulo  subtendido  y x la  distancia  a la  pared.  De  la  Fig.  13-3,  se  deduce  tag  (6  + <f>) 
888  18/x,  tag  <f>  = 6/x  y 


tag  6 = tag  {(6  + — 4) 


tag  (0  + 4>)  — tag  4> 

1 + tag  (6  + ^)tag^ 


18/jc  — 6/jc 
1 + (18/xX6/x) 


\2x 

x * + 108 


$ = arc  tag 


12jc 

jc*  + 108 


y 


dQ  12(— x*  + 108) 

dx  x4  + 360x*  + 11.664  * 


El  valor  critico  es 


x = 6 V3  = 10,4.  El  observador  se  debe  situar  a una  distancia  de  10,4  m de  la  pared. 


Problemas  propuestos 

12.  Deducir  las  formulas  de  derivaci6n  21,  22,  23  y 25. 


Hallar  dyjdx  en  los  Problemas  13-20. 


y = arc  sen  3x 

Sol. 

3 

17.  y = 

Vi  — 9x* 

y = arc  cos  Jx 

Sol 

l 

18.  y = 

V4  — x1 

y = arc  tag  3/x 

Sol 

3 

19.  y - ( 

x*  + 9 

y — arc  sen  (x  — 1) 

Sol 

1 

20.  y — - 

V2x — x1 

17.  y — x*arccos2/x  Sol . 2x  /arc  cos 1 — ? \ 

\ x Vx*  — 4/ 

x* 


Vo*  — J 


- arc  sen  — Sol. 


(o1  — x*)*/* 
x — a 


Sol  2\flax  — x* 


Vx*^4  ,1  x „ , 8 

- — -= 1-  arc  sec  Sol.  

**  2 2 x'V*=4 


21.  En  la  vertical  del  centra  de  un  terreno  circular  de  30  metros  de  radio  se  quiere  situar  un  foco  de  luz  a una  altura  tal 
que  la  iluminacion  en  el  perimetro  sea  maxima.  Sabiendo  que  la  intensidad  en  un  punto  cualquiera  del  contomo  es  di- 
rectamente  proporcional  al  coseno  del  dngulo  de  incidencia  (dngulo  entre  el  rayo  luminoso  y la  vertical)  e inversamente 
proporcional  al  cuadrado  de  la  distancia  al  foco,  hallar  la  altura  que  debe  tener  este. 

Ind : Sea  x la  altura,  y la  distancia  del  foco  a un  punto  de  la  circunferencia  exterior  y 8 el  dngulo  de  incidencia, 
Tendremos  / = k = —t  + ^ooyit-  Sot.  2 metros. 


22.  Dos  barcos  parten  de  un  mismo  punto  A , uno  se  dirige  hacia  el  Sur  a una  velocidad  de  15  millas  por  hora  y el  otro 
hacia  el  Este  a una  velocidad  de  25  millas  por  hora,  durante  1 hora,  volviendo  despuds  hacia  el  Norte.  Hallar  la  velocidad 
de  rotation  de  la  llnea  que  los  une  al  cabo  de  3 horas  de  iniciado  el  movimiento.  Sol.  20/193  rad/h. 


Capftulo  14 

Derivada  de  las  Funciones  Exponenciales  y Logaritmicas 


NUMERO  c = Um  (l  + 4-V  = lim(l  + *)>'* 

*-►+00  \ " / Jk-M) 

= 1 + 1 + + 2| — h * * * + • — 2,71828. . . 

(Ver  Problema  1.) 


NOTACION.  Si  a > 0 y a ^ 1,  y si  a*  = x>  entonces  y = log*  x . 

> = log*  x = In  x y = log10  x = log  x 

El  dominio  de  definicidn  es  x > 0;  el  intervalo  de  variacidn  es  el  conjunto  de  los  numeros  reales. 


Fig.  14-1 


REGLAS  DE  DERIVACION.  Si  u es  una  funcidn  derivable  de  x. 


26.  ^j-  (log.  u)  = i log.  (a  > 0,  a * 1) 

„ d . 1 du 

I7.  — (in  u)  = — — 


28.  ^ (fl“)  = a*  In  a (a  > 0 ) 


(Ver  Problemas  2-17.) 


DERIVADA  LOGARITMICA.  Cuando  una  funcidn  derivable,  y = /(x),  es  un  producto  de  factores,  el 
proceso  de  derivacidn  se  simplifica  tomando  previamente  logaritmos  neperianos,  o lo  que  es  igual, 
aplicando  la  formula 


30. 


iiy)  = yiilAy) 


(Ver  Problemas  18-19.) 
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Problemas  resueltos 


1.  Demostrar  que:  2 < lim  (l  + — ) < 3. 

»* — ► \ n J 

Desarrollando  por  el  binomio  de  Newton,  siendo  n un  numero  entero  positivo, 

<»  (> + *)'  - ‘ + ■ (;) + ^ (ij  + 

w(w  — l)(n  — 2)  ■ . .1  /IV 
+ •••  + 1-2-3  ...n  \nj 

= 1 + 1 + (*-;)•&  + (I-i)(1-!)'fr 

+ •••  + (»-:X‘ "*)- 

Evidentemente,  para  cualquier  valor  de  n ^ 1,  |l  + >2.  Tambten,  si  en  (i)  cada  diferencia  |l  — |l  — 

...  se  sustituye  por  un  numero  mayor  1,  tendremos 


(>♦*)• 


< 2 + ^ + fi + +^r 


Por  tanto,  2 < 


(■ + i)' 


.,.1,1,1,  ,i  / i i \ 

<2+2  + 2*+2»  + + 2"_1  V que  n ! < 2*_1 ) 

< 3 [puesto  que  + ^ + i + • • • + < 1 j 


Si  />-*  oo  tomando  valores  positivos  enteros;  tendremos 


2 ('4X‘-s> 

i conduce  a Jim^l+i)  = i + 1+J-  + i-+...+ij.+  ...  = 2,71828... 


2.  Derivar  -i  (log.  u)  =.  - log. 


d - _ 1 du 

dx  n U ~ u dx' 


dx  v ' u dx  J dx"1  udx' 

Sea  y = log.  ut  siendo  u una  funcion  derivable  de  jc.  Tendremos 

V + Ay  - loga(«  + Au) 

Ay  = loga(u  + Aw)  — logau  = logo U = log.fl  + 

S = i-O  + v)  - ;•>(■*“)  - I'-O+f)" 

* = ;A';™  >»e-(i  + “)  = (*  + v)  } = 510*' 

Asf  pues,  derivando  como  funcidn  de  funcidn  (log.  u ) = (log.  u)  ^ log.  e . 

Cuando  a = et  log.  e = log,  e = 1 y ^ (In  h) ^ = -i-  ^ . 


3.  y = log«  (3x2  - 5) 


4.  y = In  (x  4-  3)*  = 2 In  (x  + 3) 


S = ^5l0g“e*^(3xl-6)  = 3^5l0g“e 


^ = 2— ^--^-(*  + 3)  = — f-T 
da?  i + 3 du  x + 3 


5.  y = In1  (x  + 3) 


y'  = 2 In  (x  + 3)  • [In  (x  + 3)]  = 2 In  (x  + 3) 


x + 3 dx 


(x  + 3)  = 


2 In  (x  + 3) 
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«.  y = ln(x*  + 2)(*,  + 3)  - In  (xs  + 2)  + In  (x*  + 3) 


V = 


xa + 2 dx 


'~(xs + 2)  + 


x*  + 3 dx 


•x:  (**  + «) 


3x*  2x 

x’  + 2 + x*  + 3 


7.  /(x)  = In 


(3x  - 4)' 


= In  x*  — In  (3x  — 4)*  = 4 In  x — 2 In  (3x  — 4) 

f'(x)  = 4-  r-  (x)  — 2 t~  (3x  — 4)  = - - 

1 ' x dx  w 3x  — 4 dx  x 3x  — 4 


9.  y = In  (x  + "\/l  + x* ) 

, _ 1 + id  + (2*)  _ 1 + x(l  + x*)~1/a  (1  + x*)1'*  _ 1 

x + (1  + xf),/£  x + (1  + x*)l'£  * (1  + x*)1/f  “ 


10.  Dcducir  — - (fl“)  — au\na^-  y ~~{eu)  = eu 

dx  dx  dx  dx 


Sea  y = auf  siendo  u una  funcidn  derivable  de  x.  Tendremos  In  y — u In  a, 

d . 1 dy  . du  dy  . du  d . _ 

^ = ylnad^  0 di<a)  = olna 


V dx 


du 

dx 


Cuando  a = e,  In  a — In  e = 1,  con  lo  cual  (e“)  — eH 

dx  dx 

11.  y = e-%*  y'  = e-w-^(-^x)  _ 


12.  y = «** 
II.  » = »•** 

14.  y = x*3* 


y'  — e*2  • (x*)  — 2xe** 


= a3*2  In  a * (3x8)  = 6xa3**  In  a 


V'  = **  • ^(3’)  + 3*  • ^(x*)  = x*3*  In  3 + 3‘2x  = x3*(x  In  3 + 2) 


15.  y = 


e“-  e~a 
«**  + «■* 


V = 


(e“  + e-“)^-(e“-e-“)  - (e“-  + «"“) 

(e“  + «-“)* 

(e“+e'“)[o(e“  + e-“)]  - (e“- e-“)[a(e“- e'")] 


(e“+  «“")* 


4a 


_ (.»”  + 2 + «-«”)  - (e«"-2+ e-,a»)  _ 

® («"+«■•*)*  _ («"  + «-“)* 


16.  Hallar  y",  en  la  funcidn  y = e~x  In  x. 

V'  = e''^(lnx>  + Xnxli(e~’)  = 


- e~’£(x) 


- e~s  In  x = y 

x x 


- y = 


— xe~*  — e" 


4*  e x In  x 


17.  Hallar  ^",en  la  funcidn  y = sen  3x. 

>>'  = e**8*  ~ (sen  3jc)  + sen  3x  (e~**)  = 3e_2*cos  3x  — 2e~u  sen  3x  = 3e~**cos  3x  — 2 y 
dx  dx 

y"  = 3*-“  ^ (cos  3x)  + 3 cos  3*  ^ («-•*)  — 2y' 

= — 9e-to  sen  3x  — 6e~u  cos  3x  — 2(3e-8*  cos  3x  — 2e~u  sen  3x) 

= — e_2*(l2  cos  3x  + 5 sen  3x) 
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Hallar  la  primera  derivada  aplicando  la  derivation  logaritmica. 

18.  y = (x?  -f  zy  (1  - x*)*  In  y = In  (x*  4 2)3  (1  - x*)4  - 3 In  (x2  4 2)  4 4 In  (1  - xs) 
V = y [3  In  (X*  + 2)  + 4 In  (1  - a-’)]  - <x3  + 2)’  (1  - *»)«  [-^  - 

= 6x(x*  + 2)*  (1  - x3)3  (1  - 4x  - 3x3) 


19.  = (1  + £)'  ' ln  V = In  x + 2 In  (1  — x3)  — £ In  (1  + x3) 

, _ x(l  — x*)‘  [”l  4x  x "I  _ (1  — x3)*  4x3(l  — x*)  _ x*(l  — x3)3 

V ~ (1+x3),/3L*  1 — x3  l + x3J  (1  + x3)1'3  (1+*3)1'3  (1  + *3)3'3 

(l-Sx3-4x4)g-x3) 

(l  + *’)‘ 

20.  Hallar  (a)  los  maximos  y minimos  relativos  y ( b ) los  puntos  de  inflexidn 
de  la  curva  y — f(x ) = x%e*. 

/'(x)  - 2xc*  4 x*c*  = xer(2  4 x ) 

f'(x)  = 2ez  4 4xc*  4 xae*  = ex(2  4 4x  4 x 2) 

/'"(*)  = 6c*  4 6 arc*  4 xV  = c*(6  4 6x  4 x*) 

(a)  Resolviendo  /'(*)  = 0 obtenemos  los  valores  crfticos  x = 0 y x = — 

/"( 0)  > 0 y (0,  0)  es  un  minimo  relativo. 

/"( — 2)  < 0 y ( — 2,  4/c*)  es  un  m&xinio  relativo. 

(b)  Resolviendo  /'  '(x)  = 0 obtenemos  los  posibles  puntos  de  inflexidn  en  x — —2  ± y/~2. 

/'"( — 2 — V 2)  # 0 y/"'( — 2 4 \/  2)  # 0;  los  puntos  x = — 2 ± V~2  son  puntos  de  inflexidn. 


21.  Estudiar  la  curva  de  probabilidades  y — ae~ktftt  a > 0. 

(o)  La  curva  esta  situada  por  encima  del  eje  x,  puesto  que  e~*txt  > 0 para 
todos  los  valores  de  x . Cuando  x -►  ± <»,  y -►  0,  con  lo  que  el  eje  x 
es  una  asintota  horizontal. 


(b)  y'  « — ^xc-****  e y"  = 2adW**  — De-*2*1. 

Cuando  y'  = 0,  x = 0;  y cuando  x = 0,  y"  < 0.  El  punto  (0,  a) 
es  un  m&ximo  de  la  curva. 


(c)  Cuando  y ' ' = 0,  2 d*x*  — 1=0,  y x=±  y/~2j2b  son  posibles  puntos  de  inflexidn. 


y”  > 0 
concava 


y/2 

2b 


0 


y”  < 0 

convexa 


2b 


y ” > 0 
concava 


Los  puntos  (4  V2/26,  ac~v*)  son  puntos  de  inllexidn. 
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22.  La  constante  de  equilibrio  K de  una  reaccion  quimica,  varia  con  la  temperatura  absoluta  T segun  la  ley 
K ~ siendo  K0t  q y T0  constantcs.  Hallar  la  variacion  de  K por  grado  de  variacion  de  T expresando 

el  resultado  en  tantos  por  ciento. 


El  tanto  por  ciento  de  la  variacion  de  K por  grado  de  variaci6n  de  T vicne  dado  por 


dK 

dT 


d{ In  K) 
dT 


n i r - T — ■ Tq  </(ln  X) 

Por  tanto  In  K = In  Kt  — i q~fj~  y — — 


i = 

2T*  T%  ' 0 


23.  Estudiar  la  funci6n  de  las  vibraciones  forzadas  y = f(t)  = e-1V  sen  2jit. 

(a)  Cuando  / = 0,  y = 0.  La  interseccidn  con  el  eje  y es  0. 

Cuando  y = 0,  sen  2nt  — 0 y t — — 1,  — i,  0,  J,  1,  f, ... 

Estos  son  los  puntos  de  interseccidn  con  el  eje  t. 

(b)  Cuando  / = — ],  — \ , £,  ...,  sen  2.-r/  = 1 y y = e_1V. 

Cuando  t = — j , — },  |,  ...,  sen  2n / = — 1 y y — — elfil. 

La  funci6n  dada  oscila  entre  las  dos  curvas  y = e “1V  e y = — e-1V, 
siendo  tangente  a el  las  en  los  puntos  mencionados. 


(c)  y'  = /'(0  = e _1V  (2jt  cos  2jt/  — i sen  2nt) 

y”  —f* '(t)  = e-1V  {Ci  — 4jra)  sen  2nt  — 2 n cos  2jt/} 

Cuando  y'  = 0,  2?r  cos  2 nt  — i sen  2nt  = 0.  esto  es,  tag  2 nt  = 4ti. 

Si  / = £ = 0,237  es  el  Angulo  positivo  mis  pequefio  que  satisface  esta  relacidn,  tendremos  que  / = ...,£  — i 
£ — 1,  £ — £,  £ + i,  £ + 1, ...  son  los  valores  crfticos. 

Para  n = 0,1,2 /"(£  ± J/r)  y ± ” j tienen  signo  contrario  y /"(£  ± J/i)y/"|£  ± * ^ 2 j tienen 

el  rnismo  signo;  por  tanto,  los  valores  criticos  dan  lugar,  alternativamente,  a mdximos  y mi'nimos  de  la 
funci6n.  Estos  puntos  estdn  situados  ligeramente  a la  izquierda  de  los  puntos  de  contacto  con  las  curvas 
y e~l,i  e y = — e-1V. 


(<0  Cuando  y"  = 0.  tag  2 nt  = = , ~ lfatT- 

Si  t — ^ = 0,475  es  el  menor  Angulo  positivo  que  satisface  esta  relacidn,  tendremos,  / — rj  — 1,  i\  — J, 
7hV  + i*y  + 1, ...  son  los  posibles  puntos  de  inflexidn.  Estos  puntos,  situados  ligeramente  a la  izquierda  de  los 
puntos  de  interseccidn  de  la  curva  con  el  eje  x>  son  puntos  de  inflexidn. 


24.  En  la  ecuacidn  s = ce~bt  sen (kt  + 6)  del  movimiento  de  vibracidn  amortiguado  y en  la  que  c,  b,  k y 0 son  constantes, 
demostrar  que  a ~ — 2 b\  — (k*  + b2)s. 

v — dsfdt  = ce~ht  [ — b sen  (kt  -f  6)  4-  k cos  (kt  + 0)] 

a = dv/dt  = ce~N  W — k2)  sen  (kt  + 6)  — 2bk  cos  (kt  + 6)] 

= ce -*  [—2 b{—b  sen  (kt  + 6)  + k cos  (kt  + 0)}  — (k1  + b *)  sen  (kt  + 0)] 

= _2  bv  — (k*  + b*)s 
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Problemas  propuestos 

Hallar  dyjdx  en  los  Problemas  25-35. 

25.  y — In  {4x  — 5)  Sol.  4/{4x  — 5)  31.  y = In  (In  tag  x)  Sol . 2/(sen  2x  In  tag  x) 

26.  y = In  V3  — xa  Sol . x/(x*  — 3)  32.  y = (In  x*)lx%  Sol.  (2  — 4 In  x)/x* 

27.  y = In  3x5  Sol.  5/x  33.  y = ix*(\n  x — i)  Sol.  x4  In  x 

28.  y = ln(x*  + x — 1)*  Sol . (6x  + 3)/(x§  + x — 1)  34.  y = * (sen  In  x — cos  In  x)  Sol.  2 sen  In  x 

29.  y = x • In  x — x Sol.  In  x 35.  y = x In  (4  + x*)  + 4 arc  tag  Jx  — 2x 

Sol.  In  (4  + x1) 

30.  y — In  (sec  x + tag  x)  Sol.  sec  x 

36.  Hallar  la  ecuacidn  de  la  tangente  a la  curva  y — In  x en  uno  de  sus  puntos  (x0t  y^.  Deducir  un  prooedimiento  para 
trazar  la  tangente  a la  curva  utilizando  la  intersection  con  el  eje  y. 

37.  Estudiar  la  funciOn:  y = x*  In  x.  Sol.  Min.  en  x — l/V~e,  P.I.  en  x = \je*l%. 

38.  Demostrar  que  el  Angulo  de  intersection  de  las  curvas  y — In  (x — 2)  e y = x1  — 4x  + 3 en  el  punto  (3, 0)  es  <£  = arc  tag  1/3. 


Hallar  dyjdx  en  los  Problemas  39-46. 

39.  y = e**  Sol.  5e ** 

40.  y = e*  Sol . 3x*e** 

41.  y = e™  81  Sol.  3e*“  •*  cos  3x 

42.  y - 3‘*‘  Sol.  —2x  * 3“**  In  3 


43.  y = e cos  x Sol.  — e"  (cos  x + sen  x) 

44.  y = arc  sen  e*  Sol . e*/V  1 — e4* 

45.  y = tag1***  Sol.  6eu  tag  eu  sec1  eu 


46.  y < 


Sol.  c<*+**> 


47.  Si  y = x*emt  demostrar  que  y'"  = (x*  + 6x  + 6)e* 

48.  Si  y = e“**(sen  2x  + cos  2x),  demostrar  que  y”  + 4 y'  + Sy  — 0. 

49.  Estudiar  la  funciOn:  (a)  y — xxe~*y  (0)  y = xfe~*\ 

Sol.  (a)  Max.  en  x = 2;  min.  en  x = 0;  P.I.  en  x = 2 ± y/~2 

(b)  Max.  en  x = ±1 ; min.  en  x = 0;  P.I.  en  x = ±1,51,  x = ±0,47. 

50.  Hallar  el  rectdngulo  de  Area  mdxima  que  tiene  uno  de  sus  vertices  sobre  la  curva  y = y uno  de  sus  lados  sobre 

el  eje  x.  

Ind:  A = 2 xy  = 2xe~*\  siendo  P(xty)  un  vArtice  del  rectAngulo  sobre  la  curva.  Sol.  A — V 2/e. 

51.  Demostrar  que  las  curvas  y = e**  e y — cos  ax  son  tangentes  en  los  puntos  x — 2nn/a  (n  = 1,2,3,...)  y que  las  curvas 
y = e~**la%  e y — e"  cos  ax  son  mutuamente  perpendiculares  en  los  mismos  puntos. 

52.  Dada  la  curva  y ~ xe*y  demostrar  (a)  que  el  punto  ( — 1,  — 1/e)  es  un  ntimero  relativo,  (0)  que  el  punto  ( — 2 — 2/e*)  es 
un  punto  de  inflexidn  y (c)  que  la  curva  es  convexa  a la  izquierda  y cdncava  a la  derecha  del  punto  de  inflexidn. 


Hallar  dyjdx  en  los  Problemas  53-56,  aplicando  la  derivacidn  logaritmica. 

53.  y = x*  Sol.  x*(l  + In  x)  55.  y — x4  e**  cos  3x  Sol.  x*  eu  cos  3x  (2/x  + 2 — 3 tag  3x} 

54.  y — x1”  * Sol.  2 x<ln  *-1>  In  x 56.  y — x*-**  Sol.  e~*1  x*“**  (1/x  — 2x  In  x) 

57.  Demostrar  (a)  (xe*)  = (x  + n)e*t  (b)  (x*_1  In  x)  = — — — . 


x 


Capitulo  15 


Derivada  de  las  fundones  hiperbolicas 

DEFINICION  DE  LAS  FUNCIONES  HIPERBOLICAS.  Supondremos  que  u es  un  numero  real, 
mientras  que  no  se  advierta  otra  cosa: 


senh  u = 

31 

1 

I 

L 

coth  u ~ 

i 

_ e“  + e~a 

2 

tagh  u 

~ gu_e-u> 

cosh  u = 

e“  + e-“ 

sech  u — 

1 

2 

2 

cosh  u 

e*  + e-“ 

taah  11  2= 

senh  « e* — e~u 

csch  u = 

1 

_ 2 

Idgll  14  

coshw  e"  + e_“ 

senh  u 

” em  — e~u* 

(u*0) 


FORMULAS  DE  DERIVACION.  Si  u es  una  funcidn  derivable  de  x , 


31.  (senh  u)  = cosh  u — 

dx  dx 

d du 

32.  — (cosh  u)  = senh  u — 

33.  4~  (tagh  u)  = sech*  u 

dx  dx 


34.  ^ (coth  u)  - — csch*  u ^ 

35.  (sech  u)  = — sech  u tagh  u 

dx  dx 

d du 

36.  (csch  u)  = — csch  u coth  u 


Ver  Problemas  1-12. 


DEFINICION  DE  LAS  FUNCIONES  HIPERBOLICAS  INVERSAS. 
senh-1  u = In  (u  + V 1 + a®),  para  todos  los  valores  de  u coth-1  u = $ In 

cosh-1  u = ln(«  + Vh* — 1),  (m  ^ 1)  sech-1  u = In 


u + 1 
u—  1 ’ 

1 + vT^m* 


tagh-1  u = 4 In  -)  - . 

1 — u 


I 1 vT+m*\  , 

csch-1  u = In 1 : — , (w  ^ 

u \u\  I 


(u*  < 1) 

(Unicamente  figuran  los  valores  principales  de  cosh-1x  y sech-1*.) 

FORMULAS  DE  DERIVACION.  Si  u es  una  funcidn  derivable  de  x, 

37.  ~~  (senh1 1/)  = 

d*  vr+^dx 

38.  -^-(cosh-1  u)  = 1 4^.  (m>1) 

dx  dx 

3*.  ± (tagh-*)  - T=*t> 


(tt*  > 1) 

, (0  < u £ 1) 
0) 


40. 

^(coth-1  u)  = 

1 

du 

(«*  > i) 

1 — M*  dx  9 

41. 

^(8ech-1u)  = 

-1 

du 

(0  < w < 1) 

uyjx  — ^ x 

42. 

^(csch'1  w)  = 

-1 

du 

, («  J4  0) 

|tt|  Vl  + W*  dx 

Ver  Problemas  13-19. 
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Problemas  resueltos 


i. 


Demostrar:  cosh*  u — senh2  u = 1. 


cosh*  u — senh*  u 


e*  + e~* 
2 


^(etM  4 2 4 e~iM)  - — 24  e~2u)  =■  1 


2. 


Derivar: 


-r-  (senh  w)  = cosh  u siendo  u una  funcion  derivable  de  x. 
dx  dx 


4-  (senh u) 
dx 


d ( eu-e~u 
dx\  2 


eu  4 e u du  , du 

— = COsh  U ~y~ 

2 dx  dx 


dy 

Hallar  en  los  Problemas  3-12. 
dx 


3.  y = senh  3x 


4.  y = cosh  £x 


5.  y = tagh  (1  4 x *) 


6.  y = coth 


7.  y = x sech  x2 


8.  y = csch2  (x*  4-  1) 


9.  ^ — i senh  2x  — |x 


10.  y = In  tagh  2* 


= cosh  3x  * (3x)  = 3 cosh  3x 

dx  dx 


= senh  ix  * ^ (£x)  = J senh  {x 


= sech*(l  + x2)  ■ 4-  (1  + x *)  = 2xsech*(l  + *s) 
dx  dx 


= — csch*  — • ~ (— ) = csch*  — 
dx  x dx  \ x I x2  x 


— = x • 4-  (sech  x*)  4 sech  x2  • 4~  (■*) 
dx  dx  dx 

— x( — sech  x 2 tagh  x2)2x  4-  sech  x* 

= — 2x*  sech  x 2 tagh  x * 4-  sech  jc* 


^ = 2 csch  (**  + 1)  • ^ [csch  (x*  + 1)] 

= 2 csch  (x*  + 1)[—  csch  (x*  + 1)  coth  (x*  + 1)  • 2x] 
— — 4x  csch*  (xa  4 1)  coth  (x2  4-  1) 


^ = i(cosh  2x)2  — £ — J(cosh  2x  — 1)  = senh*  x 


1 


dy^  ^ 

dx  u gh  2x 


(2  sech*  2x) 


senh  2x  cosh  2x 


= 4 csch  4x 


11.  Hallar  las  coordenadas  del  punto  minimo  de  la  catenaria  y = a cosh 


/'(*)  = — ia  senh  — \ = senh  — , /'  '(*)  = — cosh  — = — /_f  7 + € \ 

a]  ay  a a a \ 2 ) 


Cuando  f'(x)  = 


pzta g-*la 


0,  x = 0;/"(0)  > 0.  El  punto  (0,  a)  es  el  minimo. 


CAP.  15] 


DERIVADA  DE  LAS  FUNCIONES  HIPERBOLICAS 


77 


12.  Hallar  los  puntos  de  inflexi6n  de  las  funciones  (a)  y = senh  jc,  (6)  y = cosh  jc,  (c)  y = tagh  x . 

(a)  /'(jc)  = cosh  jc,/"(jc)  = senh  jc,  y /"'(jc)  = cosh  jc. 

/"(jc)  = senh  jc  = 0,  cuando  jc  = 0 ;/'"(0)  ^ 0.  El  punto  (0,  0)  es  un  punto  de  inflexibn. 


(b)  f'(x)  — senh  jc,/"(jc)  ~ cosh  jc  ^ 0 para  todos  los  valores  de  jc.  No  tiene  punto  de  inflexibn. 


/'(jc ) = sech2  jc,/"(jc)  = — 2 sech8  jc  tagh  jc  = — 2 


senh  jc 
cosh3  jc 


, y f"'(x)  = 


4 senh8  jc  — 2 
cosh4  jc 


/"(jc)  = 0 cuando  jc  = 0;  /'"(0)  =£  0.  El  punto  (0, 0)  es  un  punto  de  inflexibn. 


13.  Deducir:  (a)  senh-1jc  = In  (x  + V*®  4-  1), 


(6)  sech-1jc  = cosh-1  — — In  * + ^ * * , 0 < jc  < 1. 

JC  JC 


(a)  Sea  senh-1  jc  — y ; tendremos  jc  = senh  y = i(e*  — e~*)  o sea  e2*  — 2xe*  — 1=0. 

Despejando  e*\  e*  = x 4-  V jc*  *f  1,  puesto  que  e * > 0.  Por  tanto,  y — In  (jc  *f  V jc*  *f  1). 


(b)  Sea  sech-1  jc  = y;  tendremos  jc  = sech  y = — — , cosh  y = — , e y = cosh 

cosh  y x 


■»  = sech-1 ; 


Tambidn,  jc  = sech  y = 
Despejando  e*  \ e*  = 


1 + V 1 — jc* 


o e2*  x — 2ev  4-  jc  = 0. 


1 4-  \/  1 — jc* 

, cuando  y > 0.  Por  tanto,  y — In , 0 < jc  < 1. 


14.  Deducir:  (senh-1  u)  = — * 

dx  V 1 + m* 


Sea  >>  = senh-1  u,  siendo  u una  funcibn  derivable  de  jc.  Tendremos  senh  y = u, 

, dy  du  dy  1 du  1 du 

cosh  y -j—  = -jz  y ~ 


1 du 

dx  “ lx  7 dx  ~ cosh  y dx  ~ VFTlenh*^  VTTw* 


Hallar  dyjdx  en  los  Problemas  15-19. 
15.  y = senh-1  3jc 


g = 

d*  V(3*)’  + 1 dx 


V9x’  + 1 


16.  v = cosh_,er 


dy  = 1 

dx  v^i  ' dx 


(«*)  = 


Ve**-1 


17.  y = 2 tagh-1  (tan  Jjc) 


dy  _ 2 - 

dx  1 — tag2  Jjc  dx 


1 * ^ta8  M 


= 2 


i f u ' sec1  ix  * i = — SeC  ^ — = sec  as 

1 — tag2  lx  * * 1 — tag2  i* 


-.1 


18.  y = coth 


19.  y — sech  1 (cos  x) 


dy  _ 
dx 


dy  _ 


__l_ 

1 d /l\  _ x8  _ _-i_ 


-1 


COS  X Vl  “ COS*  X 


• — (cos  x)  = 


cos  X Vl  — COS*  X 


sec  x 
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Problemas  propuestos 


20.  (a)  Representar  las  funciones  y = e*  c y = — e~*  y promediar  las  orde- 

nadas  de  las  dos  curvas  para  todos  los  valores  de  x con  objeto  de  ob- 
tener  puntos  de  la  funcidn  y = senh  jc.  Trazar  esta  curva. 

(b)  Representar  la  funcidn  y = cosh  x aplicando  (a)  a las  funciones 
y = e*  e y = 

21.  Dada  la  hiptrbola  x1 — y*  = lt  demostrar:  (a)  que  el  punto  P(cosh 
senh  u)  es  un  punto  de  la  hipgrbola,  (b)  que  la  tangente  en  A corta  a la 
recta  OP  en  el  punto  7X1,  tagh  u).  (Ver  Fig.  15-1.) 


22.  Demostrar:  (a)  senh  (x  + y)  — senh  x cosh  y 4-  cosh  jc  senh  y 

(b)  cosh  (jc  + y)  = cosh  x cosh  y + senh  x senh  y 

(c)  senh  2x  — 2 senh  x cosh  x 

(d)  cosh  2jc  = cosl^x  4-  senti1*  = 2 cosh1  x — 1 

= 2 senh1  x + 1 


(e)  tagh  2x 


2 tagh  x 
1 + tagh1* 


Fig.  15-1 


Hallar  dy/dx  en  los  Problemas  23-28. 

23.  y = senh  £x  SoL  J cosh  £x 

24.  y — cosh1  3x  SoL  3 senh  6x 

25.  y = tagh  2x  SoL  2 sech1 2x 

26.  y = In  cosh  x SoL  tagh  x 

27.  y — arc  tag  senh  x SoL  sech  x 

28.  y = In  V tagh  2x  SoL  2 csch  4x 

^ I 

29.  Demostrar:  (a)  Si  y = a cosh  — , se  verifica  y"  = — V 1 + (y')%, 

a a 

(6)  Si  y = A cosh  bx  + B senh  bx,  siendo  btAtB  constante,  se  verifica  y"  = b'y. 

30.  Demostrar:  (a)  cosh-*1  u = In  (u  + V a1  — I),  u > 1. 

(h)  tagh-*  « = * In  «•  < 1. 

31.  (a)  Representar  la  curva  > = senh_1x,  trazando  la  simdtrica  de  la  funcidn  y = senhx  con  respecto  a la  bisectriz  del 

primer  cuadrante. 

(b)  Representar  la  rama  principal  de  la  funcidn  y = cosh  _1x  trazando  la  simdtrica  de  la  mitad  derecha  de  la  funcidn 
y cosh  x con  respecto  a la  bisectriz  del  primer  cuadrante. 

32.  Deducir  las  fdrmulas  de  derivacidn  32-36  y 38-40,42. 


Hallar  dy\dx  en  los  Problemas  33-36. 

33.  y = senh-*  ix  Sol.  1/V  x*  + 4 

34.  y cosh-*(l/x)  Sol.  — 1/xV  1 — ■** 


35.  y = tagh-1  (sen  x) 


Sol.  sec  x 


Capilulo  16 


Representation  de  curvas  en  forma  paramltrica 


ECUACIONES  PARAMETRICAS.  Las  coordenadas  ( x,y ) de  un  punto  P de  una  curva  pueden  ser 
funciones,  x = /(«),  y = g(u),  de  una  tercera  variable  o parametro  u;  las  ecuaciones  x = f(u) 
y — g(u)  reciben  el  nombre  de  ecuaciones  paramitricas  de  la  curva  dada. 


Ejemplo: 

(a)  x = cos  0,  y = 4 sen2  0 son  las  ecuaciones  paramitricas,  siendo  el  parimetro  0,  de  la  parlbola  4x2  + y = 4, 
ya  que,  4x2  + y = 4 cosa  0 + 4 sen2  0 — 4. 

(b)  x = J/,  y = 4 — t2  es  otra  representaci6n  paramltrica  de  la  curva,  en  la  que  el  parlmetro  es  /. 


\V 


<*) 


Fig.  16-1 


Obslrvese,  sin  embargo,  que  el  primer  sistema  de  ecuaciones  paramitricas  solo  representa  una  porcidn  de  la 
curva,  mientras  que  el  segundo  representa  la  totalidad  de  ella. 


LA  PRIMERA  DERIVADA  viene  dada  por 

dx  dx  dxjdu 


LA  SEGUNDA  DERIVADA  ™ viene  dada 

dx 2 


por 


d2y  _ d tdy\  du_ 
dx2  du  dx  dx' 


Problemas  resueltos 


dy  d*y 

Hallar  ^ y siendo  * = 0 — sen  0,  y — i — cos  0. 


d2y 


dx  a dy  Q dy 

_=1-cos0,  ^=sen9.  y ^ 

d / sen  0 \ dB  _ cos  0 — 1 
dO  \ 1 — cos  0 ) dx  ” (1  — cos  0)2 


__  dyjdO  _ sen  0 
~ dxjdd  ~ 1 — cos  0 

1 1 

1 — cos  0 ~~  (1  — cos  0)2 
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dy  d2y 

Hallar  y siendo  x = e*cos  t,  y = el  sen  / , 
dx  dx2 


= e'(cos  / — sen  0. 


d I sen  / 
\ cos  / 


+ cos  / 
— sen  / 


e‘(sen  / + cos  /),  ^ = - 

dx  dxfdt  < 

_ 2 t 1 

~ (cos  / — sen  t)2  e‘(cos  t — sen  /) 


sen  / + cos  / 
cos  / — sen  / 

= 2 
i ef(cos  / — sen  /)* 


Hallar  la  ecuacion  de  la  tangente  a la  curva  x = \/T,  y = t — l/VT  en  el  punto  para  / = 4. 


£ = i 


* 2V7  ’ * 2/V7’  dx  dx^dt 

Para  t — 4:  x = 2,  y = 7/2,  y m ~ dy/dx  = 17/4. 

La  ecuacidn  de  la  tangente  es  (y  — 7/2)  — (17/4)(x  — 2)  o sea  17x  — 4 y — 20. 

4.  La  position  de  una  parti'cula  que  se  mueve  a lo  largo  de  una  curva  viene 
dada,  en  funcibn  del  tiempo  /,  por  las  ecuaciones  parametricas 
x — 2 — 3 cos  /,  y — 3 + 2 sen  /,  en  donde  x se  expresa  en  metros  y / en 
segundos.  Hallar  la  variaci6n  en  la  unidad  de  tiempo  y el  cambio  de  direc- 
ci6n  (a)  de  la  abscisa  en  el  instante  t = n/3,  (b)  de  la  ordenada  en  el  ins- 
tante  / = 5jt/3,  ( c ) del  Angulo  0 de  inclinacidn  de  la  tangente  en  el  instante 
/ = 2ti/3. 

dx/dt  = 3 sen  /,  dyjdt  ~ 2 cos  /,  tag  0 = dy/dx  = f cot  / 

(o)  Cuando  / — ?r/3,  dx/dt  = 3^3/2.  La  abscisa  aumenta  a razon  de 
3 V3/2  m/seg. 

(b)  Cuando  / = 5n/ 3,  dy/dt  = 2(i)  =1.  La  ordenada  aumenta  a raz6n 
de  1 m/seg. 


WL  _ 2V7  + ! 


V /"-X 

f] 

=0( 

\ 

X 

o 

Fig.  16-2 

..  ..  . de  —6  esc2  f _ „ ,,  dO  — 6(2/V7)! 

(c)  0 = arc  tag  (§  cot  /),  y — = — — . Para  t = 2jt/3,  — = =— 

3 9+4 cot2 / dt  9 + 4(_i/y^3)* 

clinaci6n  de  la  tangente  disminuye  a razon  de  24/31  radianes/segundo. 


= — -jY*  El  Angulo  de  in- 


Problemas  propuestos 

Hallar  dy/dx  y d2yjdx2  en  los  Problemas  6-9. 

5.  x = 2 + /,  y = 1 + t2  Sol  dy/dx  = 2 tt  d*yfdx 1 = 2 

6.  x = / + 1//,  y = t + 1 Sol  dy/dx  = /7(*2 — 1).  = — 2/3/(/3  — l)3 

7.  x — 2 sen  /,  > — cos  2/  5o/.  dy/f/x  = — 2 sen  /,  d2y/dx 2 = — 1 

8.  x = cos3  0,  y = sen3  6 Sol . dy/dx  = — tag  0,  d2y/dx 2 — 1/(3  cos4  0 sen  0) 

9.  x = fl(cos  ^ + <j>  sen  0),  y = o(sen  <j>  — <f>  cos  <j>)  Sol  dy/dx  — tag  <j>t  d2y/dx*  = 1 /(a<j>  cos3  <f>) 

10.  Hallar  la  pendiente  de  la  tangente  a la  curva  x = e~*  cos  2/,  y = e~2i  sen  t en  el  punto  t = 0.  Sol  — 2. 

11.  Hallar  las  coordenadas  cartesianas  del  punto  de  mayor  ordenada  de  la  curva  x = 96/,  y = 96/ — 16/*.  Ind:  Calcular  / 

para  que  y sea  maximo.  Sol  (288, 144). 

12.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  tangente  y de  la  normal  a la  curva  (a)  x = 3el,  y ~ 5e~*  en  el  punto  / = 0,  (6)  x = a cos4  0 
y = a sen4  0 en  0 — 

Sol  (a)  5x  + 3y  — 30  — 0,  3x  — 5y  + 16=0;  (Z>)  2x  + 2y  — a = 0,  x — y = 0. 

13.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  tangente  a la  curva  x = a cos3  /,  y = a sen3  / en  un  punto  P(x,  y).  Demostrar  que  la  longitud, 
del  segmento  de  tangente  interceptado  por  los  ejes  coordenados  es  igual  a a. 

Sol  x sen  / + y cos  / = \a  sen  2/. 

14.  Dada  la  curva  x = /2  — 1,  y = /3  — /,  determinar  los  puntos  en  los  cuales  la  tangente  es  (u)  horizontal  y (b)  vertical. 
Demostrar  que  en  los  puntos  en  que  la  curva  se  corta  consigo  mismo,  las  dos  tangentes  son  mutuamente  perpendiculares. 
Sol  (a)  t - ±Vl/3,  (b)  t = 0. 


Capilulo  17 


Curvatura 


DERIVADA  DE  LA  LONGITUD  DE  ARCO.  Sea  y — f(x ) una  funcion  cuya  primera  derivada  es  una 
funcion  continua.  Sean  A (ver  Fig.  17-1)  un  punto  fijo  de  la  curva,  s la  longitud  del  arco  compren- 
dido  entre  A y otro  punto  cualquiera  de  ella  P (jc,  y),  Q(x  + Ax,  y + Ay)  un  punto  de  la  curva 
muy  prdximo  al  anterior  y As  la  longitud  del  arco  comprendido  entre  P y Q\  la  variacidn  de  la 
longitud  del  arco  s (=  AP)  por  unidad  de  variation  de  x y de  y vienen  expresadas,  respectiva- 
mente,  por 


El  signo,  mas  o menos  de  la  primera  fdrmula  corresponde  a los  casos  en  que  s aumenta  o disminuye 
al  aumentar  jc  y en  la  segunda  formula,  segun  que  s aumente  o disminuya  al  aumentar  y . 

Cuando  la  funcion  se  defina  por  sus  ecuaciones  parametricas,  x = f{u),  y = g(u),  la  variacidn 


. El  signo  mas  o menos  se  tomara 

segun  que  s aumente  o disminuya  al  aumentar  u , 

Para  evitar  la  repeticion  del  doble  signo  supondremos  en  lo  sucesivo  que  sobre  cada  arco  consi- 
derado  se  ha  elegido  un  sentido  tal  que  la  derivada  de  la  longitud  de  arco  sea  positiva. 

(Ver  Problemas  1-5.) 


de  s con  respecto  a u viene  dada  por 


as 

du 


CURVATURA.  La  curvatura  K de  una  curva  y = f(x)  en  un  punto  P de  ella  es  igual  a la  variation  del 
angulo  de  inclinacidn  r de  la  tangente  en  P por  unidad  de  longitud  de  arco  s . Es  decir, 
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De  la  primera  de  estas  fdrmulas  se  deduce  que  K es  positiva  cuando  P esta  sobre  un  arco  cdncavo 
y negativa  cuando  pertenezca  a un  arco  convexo. 

No  es  extrano  encontrar  en  otros  textos  el  valor  de  K definido  de  manera  que  siempre  resulte 
positivo,  esto  es,  como  el  valor  absoluto  de  la  formula  anterior.  Por  esta  razon,  en  las  soluciones 
de  los  problemas  no  tendremos  en  cuenta  el  signo  de  K. 


EL  RADIO  DE  CURVATURA  R de  un  punto  P de  una  curva  viene  dado  por  R — |1  /AT|  siempre  que 

K 7^0. 


EL  CIRCULO  OSCULADOR  o de  curvatura  de  una  curva  en  un  punto  P 
es  el  circulo  de  radio  R situado  en  la  region  concava  de  la  curva  y tan- 
gente  a ella  en  P. 

Para  construir  el  circulo  osculador  se  procede  como  sigue:  se  traza 
la  normal  en  el  punto  P hacia  region  concava  de  la  curva  y,  sobre 
ella,  se  lleva  una  distancia  PC  = R.  El  punto  C es  el  centro  del  circulo 
buscado. 


EL  CENTRO  DE  CURVATURA.  Correspondiente  a un  punto  P(x , y)  de  una  curva  es  el  centro  C del 
circulo  osculador  en  P.  Las  coordenadas  (a,  /?)  del  centro  de  curvatura  vienen  dadas  por 


dy 

ax 


= x - 


14 


dy 

ax 


d2y 

dx2 


1 + 


o bien,  a = x + 


(dx 
dy 


d2x 
dy 2 


1 + 


P = 


+ 


(dy 
V dx> 


P = y - 


dx 

dy 


1 + 


cPy 

dx2 

( §* 

\dy 


d2x 

dy2 


LA  EVOLUTA  de  una  curva  es  el  lugar  geometrico  de  los  centros  de  curvatura  de  la  misma. 

(Ver  Problemas  6-13.) 


Problemas  resueltos 


i. 


Derivar: 


Sea  s (ver  Fig.  17-1)  la  longitud  de  arco  de  un  punto  fijo  P a otro  variable  P(x,y)  de  una  curva  y =/(*)  cuya 
derivada  es  continua.  Sea  As  la  longitud  de  arco  desde  P hasta  otro  punto  muy  pr6ximo  Q( x + Ax,  y + Ay)  y PQ  la 
longitud  de  la  cuerda  que  une  P y Q. 


2. 


Tendremos  -—t—  — — — • — y,  como  (PQ)2  = (Ax)2  + (Ay)2,  resulta 
Ax  PQ  Ax 

/AsY  _ /as_V/PQY  _ ( A a V (Ax)2  + (Ay)! 
\Ax)  \PQJ\AxJ  " \PQJ  (Ax)2 


Cuando  Q se  aproxima  a P a lo  largo  de  la  curva,  Ax 
Ultimo,  ver  Capitulo  41.  Problema  22.)  Por  tanto, 

(£)  = = 

ds 

Hallar  — en  el  punto  P(x,  y)  de  la  par&bola  y = 3x8. 


- 0,  Ay  -►  0 y 


As 

~PQ 


arc  PQ 
cuerda  PQ 


(Para  demostrar  esto 


§-l /i  + df-^rm-vrns? 
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3.  Hallar  — y -j-  en  el  punto  P{ jc,  y)  de  la  elipse 


x 2 + 4y 2 — 8. 


x*  + 1 By2 

16j/*  ~ 

32  - 3x* 

32  - 4x2 

*< 

a.  la. 

K 1* 

II 

/ 32  - 3x7 * 9 
V 32  - 4x* 

x*  + 16  y* 

2 + 3 y2 

ds 

. l2  + 3y' 

X2 

*s> 

1 

eg 

1 

i 

1$ 

V 2-P* 

ds 

4.  Hallar  en  el  punto  P(6)  de  la  curva  x = sec  0,  y — tag  0. 


S = V(£J+  (Si)1  = Vsec*»  tag2  » + sec-  9 


|sec  *|  V tag2  0 -f  sec*  B 


5. 


Las  coordenadas  (jc,  y),  metros  de  un  m6vil  P,  vienen  dadas  por  jc  = cos  t — 1 , 
y — 2 sen  t -f  1,  en  donde  re  s el  tiempo  en  segundos.  Hallar  la  velocidad  de  P a lo 
largo  de  la  curva  en  el  instante  (a)  t = 5nj6t  ( b ) t = 5tt/3  y (c)  la  velocidad  maxima 
y minima  de  P. 

ft=  V(i J+W  = V tag2  i + 4 cos2 1 = Vl  + 3 cos*  t 


{a)  Para  r = 5^/6,  dsjdt  — V 1 + 3(f)  = \/T3/2  m/s. 

(i)  Para  r = 5»/3,  </s/Jr  = V 1 + 3(i)  — yfljl  m/s. 

/ x o o ^ _ , dS  — 3 cos  r sen  r 

(c)  Sea  S=T=v  1 + 3 cos2  /.  Tendremos  — = . 

at  at  o 


Resolviendo  dSjdt  ~ 0 obtenemos  los  valores  criticos  t — 0,  ji/2,  n,  2>nj2. 

Para  / = 0 y n,  la  velocidad  dsjdt  — y/  1 + 3(1)  — 2 m/seg  es  maxima. 

Para  / = jz/2  y 3jt/2,  la  velocidad  rfy/rff  = y/  1 + 3(0)  = 1 m/s. 
es  minima 


6.  Hallar  la  curvatura  de  la  parabola  y 2 = 12jc  en  los  puntos  (a)  (3,  6),  ( b ) (f , — 3),  (c)  (0,  0). 


(а) 

(б) 

(c) 


dy  = 6 ! ,/^Y  _ i , 36  _ __6 

dx  y*  \dxj  y1*'  dx2  y 2 

EM3.6),  f=l.  1+(|)'=  2,  g = -|,  , K = 

A/ Y = >5 

\c?x  / * 


dy 

dx 


-1/6 

2va 


V2 

24  * 


En  (§• — 3):  g=-2,  1 + 


_ 4 „ _ 4/3  _ 

dx*  3 ’ y 53/2 


4\/5 
75  ' 


En  (0, 0),  ‘Q-  no  estd  definida.  Pero  ^-=-^-=0,  1 + (^- 1 = 1,  -^4-  =4-,  yX  = 

dx  dy  6 \ dy } dy 2 6 


36 

V3 


-*• 


7.  Hallar  la  curvatura  de  la  cicloide  cuyas  ecuaciones  param^tricas  son 
jc  = 0 — sen  0,  y — 1 — cos  0,  en  el  punto  de  mayor  ordenada  — mis 
alto — de  un  arco. 

Hallemos  el  punto  de  mayor  ordenada  en  el  intervalo  0 < x < 2ji: 
dyjdB  = sen  0,  con  lo  que  el  valor  crltico  en  dieho  intervalo  es  x — n. 
Como  d2yjdB 2 = cos  0 < 0 cuando  0 = n es  un  mdximo  relativo  y,  por 
tanto,  el  m£s  alto  de  la  curva  en  el  intervalo. 

Para  calcular  la  curvatura, 


dx 

de 


1 — COS  6, 


dy 

de 


= sen  0, 


dy  _ sen  0 
dx  ~ 1 — cose* 


d2y  __  d ( sen  0 \ de  _ —1 

dx 2 de  \1  — cos  e)  dx  (1  — cos  6)2 


Para  0 = n,  dyjdx  = 0,  d2yjdx2  — — 1/4,  y K = — 1/4. 
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8.  Hallar  la  curvatura  de  la  cisoide  y2(2  — x)  — x3  en  el  punto  (1, 1). 

Derivando  la  ecuaci6n  dada,  impUcitamente,  con  respecto  a x,  tendremos 

(a)  —y*  + (2  — x)2yy'  = 3x*  y 

(b)  —2 yy'  + (2  — x)2yy"  + (2  — x)2(y  0*  — 2 yy'  = 6x 

De  ( a ),  para  x = y — 1,  — 1 + 2y'  = 3 e y'  — 2. 

De  (6),  para  x = ^ = 1 e >>'  = 2,  — 4 + 2 y"  + 8 — 4 = 6 e <y//  = 3 
Por  tanto  if  = 3/(1  + 4)J/*  = 3\/ V25. 

9.  Hallar  el  punto  de  maxima  curvatura  de  la  curva  y = In  x. 

^=1  ^ = v K = 

dx  x dx*  x*'y  (1  + X*)3'1 

= — — — — y el  valor  critico  es  x = 1 I\f2.  El  punto  pedido  es  (1/V~2»  — 4 In  2). 
dx  (1  -f  x*)3/* 


Fig.  17-6 


10.  Determinar  el  centro  de  curvatura  C de  la  curva  y =/(x)  en  uno  de  sus  puntos  P(xfy)  en  el  cual  y*  ^ 0, 

(Ver  Fig.  17-3.) 

El  centro  de  curvatura  C(a,  p)  esta  situado:  (/)  en  la  normal  en  P y (2)  a una  distancia  R de  P sobre  la  regidn  c6n- 
cava  de  la  curva.  En  consecuencia. 


(/)  fi  — y = — ^-(a  — x) 


(2)  (a  — x)*  +(P — yy  - **  - 


[1  + (rri’ 

tr")* 


De  (/),  a — x = —y'(P  — y);  sustituyendo  en  (2), 

[1  + O'7)*]* 


(fi-yYU  + (>’')*]  - 


(y'T 


P—y  = ± 


i +0-')* 


Para  determinar  el  signo,  observemos  que  cuando  la  curva  es  cdncava,  y**  > 0 y,  como  C debe  estar  por  encima  de  P , 
P — y > 0.  Por  tanto,  el  signo  es  positivo  en  este  caso.  (Se  deja  para  el  alumno  la  demostracidn  de  que  el  signo  es  + 
cuando  y"  < 0.)  Asi  pucs: 


fi  = y + 


l +(yY 

y" 


y de  (/), 


a 


x y'U+(yV] 
y" 


11.  Hallar  la  ecuacion  del  circulo  de  curvatura  de  2x.y  + x + y = 4 en  el  punto  (1, 1). 
2 y + 2 xy'  + 1 + y'  = 0;  en  (1, 1),  y'  = —1.  De  donde  1 + ( y ')*  = 2. 

4 y*  -f  2 xy"  + >>"  = 0;  en  (1,  1),  y"  = 4/3, 


4/3 


y R = 


3 V 2 


a = 1 


— 1(2)  5 * t , 2 5 

=2*  ^ = ,+  4^=2- 


2V^2  2 ' 4/3 

La  ecuacion  pedida  es  (x  — a)2  + (y  — p)*  = R*  o (x  — 5/2)*  + (y  — 5/2)*  = 9/2. 


12.  Hallar  la  ecuacion  de  la  evoluta  de  la  parabola  y%  — 12x. 


2 = 5 = ^.  »+(? Y-  1+11  = 1+5  y ft 

v Vx  \dx/  V # dx* 

V37*(l  + 3/*)  2>/3(*  + 3) 

/V  4?  — . — ^ — 1—  ' 1,1  " ' !■  ! - 

V3 

, _ y*  + 36y  _ y‘ 


P = y + 


-V3/2*"’ 
1 + 36/y* 
-36/ys 


— 3x  -f  6 


= y 


Las  ecuaciones  a ==  3x  + 6,  p = — y*/36  se  pueden  considerar  como  las  ecuacio- 
nes  param&ricas  de  la  evoluta,  estando  ligados  los  par&metros  x e y por  medio  de  la 
ecuacidn  de  la  parabola.  En  este  caso,  la  eliminacidn  de  los  par&metros  es  sencilla. 
Despejando,  x = (a  — 6)/3,  y = — 36/?  y sustituyendo  en  la  ecuacidn  de  la  parabola, 
tendremos: 

(36p)213  = 4(a  — 6)  6 Sip2  = 4(a  — 6)3 


36  _ VS 

Vs  ” 2xs/4  * 


Fig.  17-7 
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13.  Hallar  la  ccuaci6n  de  la  evoluta  de  la  curva  x — cos  0 + 0 sen  0, 
y — sen  0 — 0 cos  0. 

En  P(xty):  ^ = 0cos0,  = 0 sen  0,  ^ = tag  0, 


sec4  0 sec3  0 


</x4  0 cos  0 

tag  0 sec4  0 


0 = ^ + 


(sec3  0)/0 
sec4  0 


0 


0 sen  0 = cos  0 


= >>  + 0 cos  0 = sen  0 


(sec3  0)/0 

a = cos  0,  /?  = sen  0 son  las  ecuaciones  param&ricas  de  la  evoluta 


Problemas  propuestos 

Hallar  la  derivada  de  la  longitud  de  arco  en  los  Problemas  14-19. 


14.  x2  + y*  = 25 

15.  y2  = x3 

16.  x4'3  + y2*2  = a4'3 

17.  6xy  = x*  + 3 

18.  21ay2^4(x  — a)3 


SoL  dsldx  = 5/V~2S  — x\  dsjdy  = 5/V  25  — .y4 
So/.  dsjdx  = i\/  4 + 9x,  dsjdy  — *\f 4 + 9y2!3j3ylf3 
SoL  dsjdx  = (ajxyi\  dsjdy  = (ajy)1!3 
Sol.  dsjdx  = (x4  + \)/2x2 
Sol . - V (X  + 2tf)/3a 


19.  y = a cosn  jf/a  f ffi.  asm  = v«n 

20.  Dada  la  curva  x = / (w),  y — g{u ),  deducir  ( dsjdu )2  = ( dxjdu )2  + (dyjdu)2. 


Hallar  dsfdt  en  los  Problemas  21-24. 

21.  x ~ y ~ tz  SoL  t\/  4 + 9/2  23.  x = 2 cos  /,  y = 3 sen  t 

22.  or  = cos  ty  y = sen  / So/.  1 24.  x = cos3  /,  y = sen3 1 

25.  Siendo  dyjdx  = tag  r,  demostrar  que  */x/<fo  = cos  rf  dyjds  — sen  r. 

26.  Siendo  r = arc  tag  ( * ) demostrar  que  K = * = § - § = TT+^W7*' 

27.  Hallar  la  curvatura  de  las  curvas  dadas  en  los  puntos  indicados. 

(а)  y = x3/3  en  * = 0,  x = 1,  x = —2  So/.  0,  V2/2,  ^tVl7/289 

(б)  x*  = 4a>»  en  x = 0,  x = 2a  So/.  + , 


(c)  y = sen  x en  x = 0,  x = in  SoL  0,  — 1 

(d)  y = e~x%  en  x = 0 SoL  — 2 


Sol.  a/4  + 5 cos4 1 
SoL  f sen  2r 


28.  Demostrar  que  (a)  la  curvatura  de  una  recta  es  cero  y ( b ) la  curvatura  de  un  ci'rculo  es  el  reciproco  de  su  radio. 

29.  Hallar  los  puntos  de  mdxima  curvatura  de  las  funciones  ( a ) y = e*y  ( b ) y — x3/3.  SoL  {a)  x = i In  ( b ) x = l/^~5. 

30.  En  un  cierto  sistema  de  coordenadas,  un  tramo  de  via  ferrea  consta  de  una  parte  sobre  el  eje  x negativo  hasta  el  ori- 

gen  Oy  despu^s  pasa  por  el  punto  +(1,  i ) a traves  de  la  curva  de  transition  y = £x4  y,  finalmente,  sigue  a lo  largo  de 

un  arco  del  cfrculo  144x2  + 144^*  — 96x  — 264 y + 9 = 0.  Demostrar  que  (a)  la  curva  de  transici6n  es  tangente  al 

tramo  recto  y al  circular  en  los  puntos  de  union  y (0)  la  curvatura  de  la  curva  de  transici6n  es  cero  en  O e igual  al  reci- 
proco  del  radio  del  tramo  circular  en  el  punto  +. 

31.  Hallar  el  radio  de  curvatura  de  (a)  x3  + xj'2  — 6y2  = 0 en  (3,  3),  (b)  x — a sech  ~xyja  — V a2  — y2  en  (x,  y)t  (c)  x = 2a  tag  0, 
y — a tag4  0,  (d)  x — a cos4  0,  y = a sen4  0. 

SoL  (a)  5\/~5y  ( b ) ay/~a2  — y2j\y\t  (c)  2 a |sec3  0|,  (d)  2a  (sen4  0 + cos4  0)3/2 

32.  Hallar  el  centro  de  curvatura  (a)  en  el  Problema  31  (a),  (b)  de  la  funcion  y = sen  x en  un  m&ximo. 

SoL  (a)  C(—ly  8),  (b)  C(K  0). 

33.  Hallar  la  ecuaci6n  del  circulo  osculador  de  la  parabola  y2  = 12x  en  los  puntos  (0, 0)  y (3,  6). 

SoL  (x  — 6)2  + y2  = 36,  (x  — 15)2  + (y  + 6)2  = 288 

34.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  evoluta  de 

(a)  64x4  + a2y2  — a2b2t  (b)  x2>3  + y2/s  = a2/3,  (c)  x = 2 cos  / + cos  2t,  y = 2 sen  t + sen  2/. 

SoL  (a)  (aa)4/3  + {bp)2!3  = (a2  — 62)2/3  (b)  (a  + 0)2/3  + (a  — 0)2/3  = 2 a2l3 

(c)  a = |(2  cos  t — cos  2r),  ^ = J(2  sen  t — sen  2/) 


Capilulo  18 


Vectores  en  el  piano 


ESCALARES  Y VECTORES.  Las  magnitudes,  tales  como  el  tiempo,  la  temperatura,  etc.,  que  se  de- 
terminan  unicamente  mediante  un  numero,  reciben  el  nombre  de  escalares . En  consecuencia,  las 
magnitudes  escalares  obedecen  a las  leyes  del  algebra  ordinaria;  por  ejemplo,  5 seg.  + 3 seg.  = 8 seg. 

Sin  embargo,  existen  otras  magnitudes,  como  la  fuerza,  la  velocidad,  la  aceleracion,  el  impetu, 
etcetera,  que,  para  su  determination,  exigen  el  conocimiento  de  un  modulo,  una  direccion  y un 
sentido;  se  denominan  magnitudes  vectoriales . Cualquier  magnitud  vectorial  es  susceptible  de  re- 
presentarse  geomtiricamente  mediante  un  vector  o segmento  dirigido  quedando  definida  su  direc- 
cion por  el  angulo  que  dicho  segmento  forma  con  una  recta  del  piano  y,  dentro  de  ella,  su  sentido, 
por  el  lugar  que  senala  la  flecha,  y su  modulo  por  la  longitud  del  segmento  respecto  de  la  unidad 
de  medida  elegida.  Las  magnitudes  escalares  se  representan  por  letras,  a , 6,  cy  . . en  forma  ordi- 
naria, mientras  que  las  vectoriales  se  indican  con  letras  en  negrilla,  a,  b,  c,  . o bien,  en  la  forma 
OP  [ver  Fig.  18-l(a)],  El  modulo  de  un  vector,  a o OP,  se  representa  por  |a|  o por  |OP|,  respecti- 
vamente. 


(a)  (b)  (c)  (d) 

Fig. 18-1 


Dos  vectores,  a y b,  son  equipolentes,  a = b,  cuando  tienen  el  mismo  modulo,  direccion  y sen- 
tido. Dos  vectores  de  igual  modulo  y direccion,  pero  de  sentido  contrario,  a y — a,  reciben  el  nombre 
de  opuestos.  Mas  general,  si  a es  un  vector  y k un  escalar  positivo,  &a  es  un  vector  de  igual  direc- 
cion y sentido  que  a pero  cuyo  modulo  es  k veces  el  de  a;  si  k es  negativo,  se  trata  de  un  vector 
de  igual  direccion  que  a,  de  modulo  igual  a k veces  el  de  a y de  sentido  opuesto  al  de  a. 

Un  vector,  mientras  no  se  advierta  lo  contrario,  carece  de  una  position  fija  en  el  piano,  de  ma- 
nera  que  se  puede  trasladar  o desplazar  paralelamente  a si  mismo.  En  particular,  si  a y b son  dos 
vectores  [Fig.  18-1(6)],  podremos  trasladarlos  paralelamente  a si  mismos  hasta  conseguir  que  tengan 
un  mismo  punto  inicial  P u origen  comun  [ver  Fig.  18-l(t)]  o bien  que  el  extremo  de  a coincida 
con  el  origen  de  b [Fig.  18-1(</)]. 


SUMA  Y DIFERENCIA  DE  DOS  VECTORES.  Sean  a y b los  vectores  de  la  Fig.  18-1(6);  su  suma 
o resultant? , a + b se  halla  de  una  de  las  maneras  siguientes: 

(i)  Trazando  los  vectores  como  se  indica  en  la  Fig.  18-l(c)  y completando  el  paralelogramo 
PAQB  de  la  Fig.  18*r2(e).  El  vector  suma  es  PQ. 

(ii)  Trazando  los  vectores  como  se  indica  en  la  Fig.  I8-l(rf)  y completando  el  triangulo  PAB 
de  la  Fig.  18-2 (/).  En  estc  caso,  el  vector  suma  es  PB. 
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mando  My  N,  S y T Ios  respectivos  puntos  de  interseccidn,  tendremos  MN  = ax i,  siendo  ax  positivo 
y ST  = a2}t  siendo  a2  negativo.  Asi,  pues, 

MN  = RQ  = ax i , ST  = PR  a2 j,  y 

a = a{\  + a2j  (/) 

Los  vectores  axi  y a2  j red  ben  el  nombre  de  componentes  vectoriales  de  a en  las  direcciones  indicadas 
y ax  y a2  el  de  componentes  escalares , componente  x y component e y,  o,  simplemente,  componentes  de  a* 

Si  la  direccion  de  a se  define  por  medio  del  angulo  0,  siendo  0 < 0 < 2 n>  medido  en  el  sentido 
contrario  al  de  las  agujas  del  reloj  desde  el  eje  x positivo  hasta  el  vector, 


|a|  = Va\  + a\ 

(2) 

y 

(5) 

tag  6 = a2/at 

el  cuadrante  de  0 viene  determinado  por 

fli  = |a|cos0,  a2  = |a|sen0 

Si  a = ax i + a2 j y b = b ji  + b2 j,  tendremos 

4.  a = b si  y solo  si  ax  = bx  y a2  = b2  6.  a + b = (ax  + 6i)i  + (a2  + *2)j 

5.  ksk  = kaxi  + ka2  j 7.  a — b = (ax  — bx)  i + ( a2  — b2) j 

(Ver  Problema  5.) 


PRODUCTO  ESC  ALAR.  El  producto  escalar  de  dos  vectores  a y b se  de- 
fine por 

a ■ b = |a|  |bj  cos  0 (4) 

siendo  G el  menor  de  los  angulos  formado  por  dichos  vectores  con  el 
mismo  origen  (ver  Fig.  18-4). 

De  (4)  se  deduce 

8.  a • b = b • a (Propiedad  conmutativa) 

9.  a- a = a|  |a|  = |a[*  o |a|  = Vl^a 

10.  a • b = 0 si  (i)  a = 0,  o (ii)  b = 0,  o (iii)  a es  perpendicular  a b 

11.  ii=jj=  l;ij=0 

12.  a • b = foi  + oj)  • (6xi  + 6aj)  = -f 

13.  a • (b  + c)  = a'b+a*c  (Propiedad  distributiva) 

14.  (a  + b)'(c  + d)  = a*c+a*d  + b,c  + b*d 


B 


PROYECCIONES  ESCALAR  Y VECTORIAL.  En  la  ecuacidn  (/),  el 
escalar  ax  se  denomina  proyeccion  escalar  de  a sobre  un  vector  de  direc- 
cion la  del  eje  jc,  mientras  que  ax i es  la  proyeccion  vectorial  sobre  la 
misma  direccion. 


En  el  Problema  7 se  calcula  la  proyeccidn  escalar  a *-rr-r  y la  pro- 

lbl 


yeccion  vertical 


rw)>Tde 


un  vector  a sobre  otro  b.  (Observese 


que  si  la  direccion  de  b es  la  del  eje  x,  -rz-r  = I.) 

Ibl 

En  estas  condiciones, 


Fig.  18-5 


15.  a • b = producto  del  modulo  de  a por  la  proyeccidn  escalar  de  b sobre  a 

= producto  del  modulo  de  b por  la  proyeccion  escalar  de  a sobre  b.  (Ver  Fig.  18-5.) 

(Ver  Problemas  8-9.) 
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DERIVADA  DE  UN  VECTOR.  Sea  la  cuiva  representada 
en  la  Fig.  18-6  dada  por  sus  ecuaciones  parametricas 

x — f(u\  y — g(u) 

El  vector 

r = xl  + y\  = i f(u)  + j g(u) 

que  una  el  origen  con  el  punto  P(x9y)  de  la  curva, 
recibe  el  nombre  dc  vector  de  posicidn  o radio  vector 
de  P.  En  lo  sucesivo,  los  vectores  de  posicidn  los  re- 
presentamos  por  la  letra  r,  es  decir,  a = 3i  + 4j,  repre- 
senta  un  vector  «libre»,  mientras  que  r = 3i  + 4j  es 
el  vector  que  une  el  origen  con  el  punto  P( 3, 4). 

La  derivada  de  r con  respecto  awes 

dr  ==  dx^.  dy ■ 

du  du  ^ du* 


(5) 


Llamando  s a la  longitud  de  arco  medido  desde  un  punto  fijo  P0  de  la  curva  de  mancra  que  s 
aumenta  con  u y r es  el  angulo  que  dr/du  forma  con  el  eje  x positivo, 


tag  r = 


dyjdu 

~dxjdu 


dy_ 

dx 


pendiente  de  la  tangente  a la  curva  en  P 


El  mddulo  del  vector  drjdu  es 


dr 

du 


ds 

du 


y su  direccidn  y sentido,  los  de  la  tangente  en  P.  Este  vector  se  suele  representar  con  su  origen  en 
el  punto  P. 


Si  ahora  suponemos  que  la  variable  escalar  u es  la 
longitud  de  arco  s (5),  tendremos: 


ds  ds  ^ ds* 


(6) 


estando  determinada 
por  r,  mientras  que 


i direccion  y el  sentido  de  t 
su  modulo  viene  dado  por 
V(dxjds )8  + (dy/ds)2  = 1.  Es  decir,  t = dr/ds  es  el 
vector  tangente  uni  tar  io  a la  curva  en  i\ 

Como  t es  un  vector  unitario,  t y dt/ds  son  perpen- 
diculares  (ver  Problema  11).  Representando  por  n un 
vector  unitario  aplicado  en  P9  cuya  direccion  y sentido 
sean  las  de  dt/ds , cuando  P se  mueve  a lo  largo  de  la 
curva  (Fig.  18-7)  el  modulo  de  t permanece  constante;  por  tanto,  dt/ds  indica  la  variation  de  la  in- 
clination de  U Asi,  pues,  el  modulo  de  dt/ds  en  P es  igual  al  valor  numerico  de  la  curvatura  en  P9 
es  decir,  \dt/ds\  = |RT|  y 


d± 

ds 


1*1  ■ 


(7) 


(Ver  Problemas  10-13.) 
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Problemas  resueltos 


1.  Demostrar:  a + b — b + a 

De  la  Fig.  18-8,  a + b = PQ  = b + a 


2.  Demostrar:  (a  + b)  4-  c = a 4-  (b  4-  c) 

De  la  Fig.  18-9,  PC  — PB  4-  BC  — (a  + b)  4-  c.  Tambten,  PC  = PA  + AC  = a + (b  + c) 


3.  Sean  a,  b,  c tres  vectores  con  su  origen  en  P y sus  extremos,  A , B , C,  aline  ados,  como  indica  la  Fig.  18-10.  Si  C divide 
a BA  en  la  relaci6n  x : y , siendo  x + y = 1 , 

c = PB  4-  BC  = b 4-  jc(a  — b)  — xa  4-  (1  — x)b  = xa  4-  yb 

Por  ejemplo,  si  C es  el  punto  medio  de  BA,  c — |(a  + b)  y BC  = J(a  — b). 


4.  Demostrar  que  las  diagonales  de  un  paralelogramo  se  cortan  en  su  punto  medio. 

Llamando  Q al  punto  de  intersecci6n  de  las  diagonales  (Fig.  18-11), 

PB  = PQ  4-  QB  = PQ  — BQ  o b = x(a  + b)— y(a  — b)  = (x  — y)  a 4-  (jc  + y)b 

jc  + >t  = 1 y r — y = 0.  De  donde  x = y = i y fi  es  el  punto  medio  de  ambas  diagonales. 


Fig.  18-10  Fig.  18-11 

5.  Dados  los  vectores  a = 3i  + 4j  y b — 2i  — j,  determinar  el  m6dulo,  direcci6n  y sentido  de  (a)  ay  b,  (b)  a 4-  b, 
(c)  b — a. 

(а)  Para  a = 3i  + 4 j : |aj  = Vo?  + of  = V 3*  + 4*  = 5;  tag  0 = a,/at  = 4/3,  a,  = |a|  cos 0,  y cos0  = 3/5. 
Por  tanto  S,  situado  en  el  primer  cuadrante,  es  53°8\ 

Para  b = 21  — j:  |b|  = V4TT  = VI;  tag d = —1/2,  cos  6 = 2/V"5;  6 = 360°  — 26°34'  = 333°26'. 

(б)  a + b = (31  + 4j)  + (21  — j)  = 51  + 3J. 

|a  + b|  = V 5*  + 3l  = V34;  tag©  = 3/5,  cos 9 = 5/V34;  6 = 30°58'. 

(c)  b — a = (21  — D—  (3i  + 4j)  = — i — 5j. 

|b  — a|  = \Zl6\  tag 0 = 5,  cos  6 = — 1/V26;  ® = 258°41'. 
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6.  Demostrar  que  la  mediana  corresponditnte  a la  base  de  un  tridngulo  isdsceles  es  perpendicular  a dicha  base.  (En  la 
Fig.  18-12,  |a|  = |b|.) 

Del  Problema  3,  como  m es  el  punto  medio  de  la  base, 
m — J(a  4-  b) 

De  donde  m * (b  — a)  = 4(a  4-  b)  • (b  — a) 

— 4(a  • b — a • a + b • b — b • a)  = i(b  • b — a*  a)  = 0 

como  queriamos  demostrar. 


Fig.  18-12 


Fig.  18-13 


7.  Descomponer  un  vector  a en  sus  componentes  ax  y a2  paralela  y perpendicular,  respectivamente,  a otro  vector  b. 
En  la  Fig.  18-13:  a — ai  — a2,  ai  = cb,  y a2  • b = 0,  De  donde 

a2  = a — a!  = a — cb,  a2  * b = (a  — cb)  • b = a • b — c|b|*  = 0 

a • b _ a • b . . a *b  _ 

yc  = lbp  ^or  tanto>  *i  = “jbjr  > a,  = a-cb  = a jgp-b. 

La  proyecci6n  escalar  de  a sobre  b a igual  a a • -j^y,  y la  proyecci6n  vectorial  de  a sobre  b es  |a  • yj|yj  -jgj . 


8.  Descomponer  a = 4i  4-  3j  en  sus  componentes  a1  y a2  paralela  y perpendicular,  respectivamente,  a b = 3i  + j. 

Del  Problema  7,  c = *^1  = — — ~ . Por  tanto  al  = cb  = */»i  + */J  Y *3  = a — «i  = — ii  4-  ®/J* 

9.  Calcular  el  trabajo  realizado  al  aplicar  una  fuerza  b — 2i  4-  j sobre  un  objeto  que  lo  desplaza  segun  la  direcci6n  del 
vector  31  H-  4j. 

Trabajo  realizado  = (proyeccidn  escalar  de  b en  la  direcci6n  de  a)  (distancia  recorrida) 

= (|b|  cos 0)  |a|  - b-a  = (2i  4-  j)  * (3i  4-  4j)  = 10 

d da  db 

10.  Si  a = 1 fM  + i A(u)  y b = tei(«)  + igt(u),  demostrar  que (*-b)  = ’b  + a- 

a • b = (i/i  + i/i)  • (tei  + te«)  = fig i + tet, 

£ («  • b)  - + A g[  + fig*  + tel  (/l  = 

= (flsi  + fig*)  +(figl  + ted 

da  . db 

= Of  l + ifl)  • (to  + te«)  + (i/i  + j/a)  • (tei  + te«)  = ' b + a ' -fa 


11.  Si  a = i A(u)  + J/2(u)  es  de  m6dulo  constante,  demostrar  que  a y dajdu  son  perpendiculares. 

d . . da  , da  _ da  — 

De  a • a — constante  ^ 0,  obtenemos,  Problema  10,  (a  * a)  = • a 4-  a • = 2a-  --  — 0. 


De  donde  a * 4-  = 0 con  lo  cual  a y t son  perpendiculares. 
du  du 


Asl,  pues,  la  tangente  a una  circunferencia  en  uno  de  sus  puntos  P es  perpendicular  al  radio  correspondiente  a P . 
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12.  Sicndo  r = i cos*  0 + j sen*  0,  calcular  t. 

dr/dd  = — i sen  20  + j sen  20 

ydr  dr  /-=  . dr  dr  d8 

d$‘  d6  ~ ^2aen2°  y * ” ds  ~ dd  ' ds 


ds 

dd 


dr 

dd 


~7=l  + ~7=i 
yfi  V2 


13.  Siendo  x = a cos’  6,  y = a sen*  0,  calcular  t y n para  0 =•  in. 

r = ai  cos*  0 + aj  sen3  0 
dr/d0  — — 3<rf  cos*  0 sen  0 + 3aj  sen*  0 cos  0 
4r/d0  = \dr/dd\  - 3a  Sen  0 cos  0 

-55 

/ft  a,.  m 1 . . 1 , 

~r  = (1  sen 6 + Jcosfl)  -5-  = , . 1 + = . j 

ds  ds  3a  cos  6 3 a sen  0 


= A 1 <ft  1 , . 1 , 

3«  ’ n |Jf|  ds  V2  V~2l 


14.  Demostrar  que  el  vector  a = ai  + b\  es  perpendicular  a la  recta  ax  + by  + c = 0. 

Sean  Px(xlt  yd  y Pt(x8,  yd  dos  puntos  de  la  recta.  Tendremos  axx  + byx  + c = 0,  + by%  + c = 0,  y res- 

tando  la  primera  de  la  segunda, 

a(xt  — xd  + biyt  — yd  ~ 0 


Ahora  bien 


a{xt  — xd  + b(yt  —yd  = 0*1  + b\)  • l(x2  — xdi  + (yt—yd J] 
- a • Pj  P,  = 0 


Por  tanto,  a es  perpendicular  (normal)  a la  recta. 


15.  Deducir,  con  ayuda  del  c&lculo  vectorial: 

(a)  la  ecuacidn  de  la  recta  que  pasa  por  el  punto  Px(2,  3)  y es  perpendicular  a la  recta  x + 2y  + 5 = 0; 

(b)  la  ecuacidn  de  la  recta  que  pasa  por  los  puntos  Px{2f 3)  y P,(5,  —1). 

T6mese  el  punto  gen&ico  P(xt  y)  de  la  recta  pedida. 

(a)  El  vector  a = I + 2J,  Problema  14,  es  normal  a la  recta  x + 2y  + 5 = 0.  Por  tanto,  PXP  = (x  — 2)i  + O — 3)j 
es  paralelo  a a,  esto  es: 


(x  — 2)i  + (y  — 3)j  — k(i  + 2j)  (siendo  k un  escalar  variable) 

Igualando  componentes,  tendremos  x — 2 — k9  y — 3 = 2k.  Eliminando  kf  la  ecuacidn  pedida  es 
y — 3 = 2(x  — 2)  6 2x  — y—  1=0. 

(6)  Tendremos  ptp  = (*_2)i  + (y  — 3)j  y Px  P8  = 31  — 4j 

Ahora  bien  a = 41  + 3j  es  perpendicular  a Pj  P,  y , por  tanto,  a Px  P.  La  ecuacidn  buscada  es 
a • Pt  P = (41  4-  3j)  - [(jc  — 2)1  + (y  — 3)j]  =0  6 4*  + 3y  — 17  = 0 


16.  Deducir  con  ayuda  del  cAlculo  vectorial,  la  distancia  del  punto  Px(2,  3)  a 
la  recta  3x  + 4 y — 12  = 0. 

Tracemos  desde  un  punto  de  la  recta,  por  ejemplo  A( 4, 0)  el  vector 
a = 31  + 4j  perpendicular  a la  misma.  La  distancia  pedida  es 

d — IAPjI  cos  0 

Como  a*AP!  = |a|  IAPjI  cos  0 = |a|  d;  tendremos 


d = 


a • APt 


(31 + 4j)  >(-21 + 31) 
5 


—6+12 

5 


6^ 

5 


1*1 


Fig.  18-14 
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Problemas  propuestos 


17.  Dados  los  vectores  a,  b,  c (ver  Fig.  18-15),  construir 

(a)  2a  (d)  a + b — c 

(b)  —3b  (e)  a — 2b  + 3c 

(c)  a+2b 


Fig.  18-15 


18.  Demostrar  que  el  segmento  que  une  los  puntos  medios  de  dos  lados  de  un  triAngulo  es  paralelo  al  tercer  lado  e igual  a 
su  mitad.  (Ver  Fig.  18-16.) 


19.  Siendo  a,  b,  c,  d los  lados  consecutivos  de  un  cuadriJAtero,  demostrar  que  a + b + c + d=0.  (Ver  Fig.  18-17.) 
Ind. ; sean  P y Q dos  vertices  opuestos.  Expresar  PQ  siguiendo  dos  caminos  diferentes. 


20.  Demostrar  que  al  unir  consecutivamente  los  puntos  medios  de  los  lados  de  un  cuadrilAtero  se  obtiene  un  paralelogramo. 
(Ver  Fig.  18-18.) 

21.  Siendo  |a|  — fbj  e igual  al  radio  de  la  circunfercncia  de  la  Fig.  18-19,  demostrar  que  el  Angulo  inscrito  en  una  semicir- 
cunferencia  es  recto. 


22.  Hallar  el  m6dulo  y el  Angulo  que  forman  con  el  eje  x positivo  los  vectores  siguientes: 

(<0  i + j,  (b)  — i + j,  (c)  i + V~3  j,  (d)  i — \/l  J. 

Sol.  (a)  V"2;  0 = i*.  «>)  V"2;  0 = 3jt/4,  (c)  2;  0 = n/3  (d)  2;  0 = 5n/3 

23.  Demostrar  que  si  u se  obtiene  al  girar  un  Angulo  0 el  vector  unitario  i alrededor  del  origen  y en  el  sentido  contrario  al 
de  las  agujas  del  reloj  se  verifica:  u = i cos  0 + j sen  0. 

24.  Demostrar,  aplicando  el  teorema  del  coseno,  que  a *b  = |a|  |b|  cos0  = J{  |a|®  + |b|*  — |c|®}. 

25.  Expresar  en  la  forma  cA  + b\ : 

(a)  el  vector  que  une  el  origen  con  el  punto  P( 2,  — 3); 

(b)  el  vector  que  une  los  puntos  Pa( 2,  3)  y P2( 4,  2); 

(c)  el  vector  que  une  los  puntos  Pa(4,  2)  y ^(2,  3,);  el  vector  unitario  en  la  direccidn  y sentido  de  31  + 4j; 

(e)  el  vector  de  m6dulo  6 que  forme  un  Angulo  de  120°  con  el  eje  x positivo. 

Sol.  (a)  2i  — 3|,  (b)  2i  - j,  (c)  -21  + J,  (d)  */.i  + ‘/.j,  (e)  -3i  + 3 VI I 


26.  Aplicando  el  cAlculo  vectorial  deducir  la  f6rmula  de  la  distancia  entre  los  puntos  Pi(x1,y1)  y Pa(x2t  yj. 

27.  Tres  vertices  de  un  cuadrilAtero,  OAPB  son  los  puntos  0(0, 0),  A( 3,  1)  y B(  1,  5).  Hallar  las  coordenadas  de  P. 

28.  (a)  Hallar  k de  forma  que  a = 3i  — 2J  y b = I + k\  sean  perpendiculares. 

(b)  Hallar  un  vector  perpendicular  a a = 2i  + 5j. 

29.  Demostrar  las  propiedades  8-15  del  producto  escalar. 

30.  Hallar  las  proyecciones  vectorial  y escalar  de  b sobre  a,  siendo  (a)  a = i — 2j,b  = — 3i  -f  j ; (b)  a = 2i  + 3j,  b — 101  -h  2 j 
Sol.  (a)  —I  + 2j, -VI,  (b)  41  + 6j,  2 VT3- 

31.  Demostrar  que  por  traslaci6n  de  tres  vectores  a,  b,  c se  puede  obtener  un  triAngulo  siempre  que  (a)  uno  de  ellos  sea 

igual  a la  suma  de  los  otros  dos  o (b)  a 4-  b 4-  c = 0. 

32.  Demostrar  que  a — 3i  — 6J,  b = 4i  -h  2j,  c — — 7i  + 4j  son  los  lados  de  un  triAngulo  rectAngulo.  Comprobar  que  el 

punto  medio  de  la  hipotenusa  equidista  de  los  vertices. 


33.  Hallar  el  vector  tangente  unitario  t = dr/dst  siendo: 

(a)  r = 4i  cos  0 + 4j  sen  0;  ( b ) r = e6i  + e~ej;  (c)  r = 0i  + 0®j. 


Sol.  (a)  — i sen  0 + ] cos  0,  (b) 


eflj  — e -0J 


(C) 


1 — 20] 

Vi  + 4ea 


34.  (a)  Calcular  en  la  curva  del  Problema  33(a).  (b)  Calcular  n en  la  curva  del  Problema  33(c). 

(c)  Calcular  t y n,  siendo  x = cos  0 + 0 sen  y — sen  0 — 0 cos  0. 

1 

Sol.  (a)  — i cos  0 — J sen  0,  {b)  — i + -j,  (c)  t = i cos  0 + j sen  0,  n = — i sen  0 + j cos  6. 

Vl  +40*  VI  +40* 


Capilulo  19 


Movimiento  curvilineo 


VELOODAD  EN  EL  MOVIMIENTO  CURVILINEO.  Sea  P(x,  y)  un  punto  m6vil  a lo  largo  de  la  curva 

de  ecuacidn 


* =/(0,  y = g(t) 

siendo  / el  tiempo.  Derivando  el  vector  de  posicidn 
r = ix+jy  (7) 

con  respecto  a t,  obtenemos  el  vector  velocidad 


dr  . dx  dy 

siendo  vx  = dxjdt  y vr  = dyjd{. 

El  mddulo  de  v viene  dado  por 


(2) 


La  direccidn  de  v en  P es  la  tangente  a la  trayectoria  en  P,  como  indica  la  Fig.  19-1.  Llamando  t 
al  &ngulo  que  forma  la  tangente  con  el  eje  x positivo,  tag  t = vyjvx,  con  las  componentes  deterrai- 
nadas  por  vx  = |v|  cos  ry  »,=  |v|  sen  t. 


ACELERACION  EN  EL  MOVIMIENTO  CURVILINEO.  Derivando  (2)  con  respecto  a t obtendremos 
el  vector  aceleracidn 


a 


ds 

~dt 


d* r .d*x  ^.d*y  . , . 

■w-'s?'+vw-'a-+'a- 


(3) 


siendo  ax  = d2xjdt 2 y ay  = d2yjdt 2. 

El  mddulo  de  a viene  dado  por 

|a|  ~ Va.  a = V a2  + a\ 

La  direccidn  <f>  de  a es  tag  <f>  = ayjax  estando  determi- 
nado  el  cuadrante  por  ax~  |a|  cos  <f>  y ay  = |a|  sen  <f>. 
(Ver  Fig.  19-2.) 

En  los  Problemas  1-3  se  estudia  el  movimiento  de 
dos  formas  distintas.  En  la  primera  de  ellas  se  emplea 
el  concepto  de  vector  de  position  (7),  del  vector  velo- 
tidad  (2)  y del  vector  aceleracion,  para  lo  cual  se  pre- 
cisa  conocer  las  ecuaciones  parametricas  de  la  tra- 
yectoria. En  la  segunda,  la  mas  corriente,  se  utilizan 
las  componentes  x e y de  estos  vectores  y no  se  precisa 
conocer  la  ecuacion  de  la  trayectoria  en  forma  para- 
mtirica.  Los  dos  procedimientos,  por  supuesto,  con- 
ducen  al  mismo  resultado  pues  ambas  soluciones  son, 
en  esencia,  iguales. 

(Ver  Problemas  1-3.) 
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COMPONENTES  TANGENC3AL  Y NORMAL  DE  LA  ACELERACION.  De  (6),  Capitulo  18, 
obtenemos 


de  donde 


dr  _ dr  da  _ ds 
dt  ~ dsdt  ~ * dt 


d2s  dtds 
1 dt2  + dtdt 


,d2s  dt  ( ds  V 
* dt2  ds  ydt  J 


,d28  IT,. 
‘d?  + |X|n 


w 

(5) 


por  (7),  Capftulo  18. 

La  f6rmula  (5)  expresa  analiticamente  la  descom- 
posicidn  del  vector  aceleracidn  en  P segtin  la  tadgente 
y normal  en  61.  Llamando  at  y aHi  respectivamente, 
dichas  componentes,  sus  mddulos  son 

, _ d2*  u _ (ds/dt)*  |v|2 

|0,l  " dt*  |0n|  ~ It  = R 

en  donde  R es  el  radio  de  curvatura  de  la  trayectoria 
en  el  punto  P.  (Ver  Fig.  19-3.) 

Como  |a|2  = a*  4-  — af  + a2,  tendremos 

= i*i*  a? 

que  es  otra  forma  de  determinar  | o»|. 

(Ver  Problemas  4-8.) 


Problemas  resueltos 

1.  Estudiar  el  movimiento  definido  por  las  ecuaciones  x = cos  2 nt,  y = 3 sen  2nt,  Determinar  el  m6dulo  y direcci6n  de 
los  vectores  velocidad  y aceleraci6n  en  los  instantes  (a)  t = 1/6  y (b)  t = 2/3. 

La  trayectoria  del  movimiento  es  la  elipse  9x2  + y2  = 9,  comenzando,  en  el  instante  inicial  t — 0,  en  el  punto  (1, 0), 
siendo  el  sentido  de  circulacidn  el  contrario  al  de  las  agujas  del  reloj. 

Primera  solucidn. 

r = i*  + jy  = I cos  2nt  + 3j  sen  2nt 
v = drjdt  — iv*  + jv„  = — 2n\  sen  2 nt  + 6rcj  cos  2 nt 
a — dvjdt  = i ax  + j av  = — 4n2i  cos  2 nt  — 12^2j  sen  2 nt 

(a)  Para  t — 1/6: 

v = —y/Zvi  + Zrj  y a = -2fr*i  - 6\/3  jrlj 
|v|  = Vv  v = ' \j  (— V3jr)*  + (3) r)*  = 2^ 

tag  T - = — \/3,  cost  = i>,/|v|  = —1/2,  y t = 120° 

1*1  = = ' \j  (-2**)*  + (— 6\/3  i*)*  = 4v/7V 

tag  = a,/o,  = 3^3,  cos  * = a,/|a|  = -1/2-/7,  y <t>  - 259°6' 

v = V3  ff  i - 3)rj  y a = 2jr*i  + 6^3  ir'j 
|v|  = 2^3 jr;  tag  t = -^3,  cost  - 1/2,  y r = 5ir/3 
1*1  = 4\/T «■*;  tag  ^ = Zy/Z,  cos*  = 1/2V7,  y * = 79°6' 


(b)  Para  r = 2/3: 
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Segunda  solution: 

x = cos  2 wt,  vt  — dx/dt  — — 2ir  scn2irt,  a.  = dtxfdt*  = — 4**  cos2 vt 
y — 3sen2ir<,  v„  = dy/dt  = 6b- cos  2 vt,  a , = &y!dtx  — — 12v*  sen  2art 

(а)  Para  / = 1/6: 

v.  — -y/3v,  v9  = 3ir#  | v | = VvTTvJ  = 2\/3r 

tag  x = v9fv*  = -y/&,  cost  = vj\v\  — —l/2t  y t = 120° 

a*  = -2  v*,  a,  = -6y/3v\  |a|  = y/a*  4-  a*  = 4\^7V 

tag*  = a*/a*  = 3^3,  cos*  = a*/|a|  = -1/2 VT,  y * = 259°6' 

(б)  Para  / = 2/3: 

V,  = \/3ir,  = — 3jt,  |v|  = 2\^3ir 

tag  r = -y/3,  cos  r = y r = 6*/3 

a*  = 2o-*,  av  = 6^3  **,  |a|  = 4^1  v* 

tag*  = 3t/Z,  cos*  = 1/2^7,  y * = 79°6' 


Un  pun  to  movil  recorre  la  circunferencia  x*  + y*  = 62 5 a una  velocidad  de  m6dulo  |v|  = 15  en  el  sentido  contrario 
at  de  las  agujas  del  reloj.  Hallar  r,  |a|  y 0 en  el  punto  (a)  (20, 15)  y (b)  (5,  — lOV^)*  (Ver  Fig.  19-4.) 

Primera  solution . Tendremos 
(i)  |v|*  - k*  + vj  = 225 

y,  derivando  con  respecto  a /, 

(H)  + v*r  = 0. 

Derivando  x*  + y*  = 625,  obtenemos 
(Hi)  xk,  + yv9  = 0 

y *<?x  + v*  H-  ya,  + v*  = 0 

o 

(iv)  xaz  + ya9  = —225 
Resolviendo  (i)  y (iii)  simultdneamente,  resulta 

(v)  v,  = ± *Uy 
Resolviendo  (ii)  y (iv)  simultdneamente,  resulta 

225 v. 


(vi) 


yvx— xvw 


Fig.  19-4 


(а)  De  la  Fig.  19-4,  vx  < 0 en  (20,  15).  De  (v),  vx  *=  — 9;  de  (iii),  vf  = 12.  Pof  tanto,  tag  r = —4/3,  cos  r = — 3/5, 

y r = 126°  52'.  De  (vi),  a,  - —36/5;  de  (iv),  a,  = —27/5;  y |a|  = 9.  De  donde  tag  0 - 3/4,  cos  0 = —4/5,  y 

0-216°  52'. 

(б)  De  la  figura,  v,  > 0 en  (5,  — lOv^G).  De  (v),  vx  = 6y/r6\  de  (Iii),  vf  = 3.  Por  tanto,  tag  r = V1V12,  sen  r = 1/5, 

y r — 11°  32'.  De  (vi),  ax  ~ — 9/5;  de  (iv),  aw  = 18\^6/5;  y |a|  = 9.  De  donde  tag  0 — — 2Vr6,  cos  0 — 1/5, 

y 0 = 101°  32'. 

Segunda  solution. 

De  las  ecuaciones  param6tricas  x = 25  cos  0,  y = 25  sen  $,  obtenemos,  en  P( x,  y), 

r a*  251  cos  6 4-  25j  sen  0 


v = =(— 25isen0  4-  25jcos0)  15isen0  4-  15jcos0 

at  dt 

^ = ~ = ( — 151  cos  0 — 15j  sen  0)  = — 9i  cos  8 — 9j  sen  6 


como  1 v|  = 15  es  equivalente  a una  velocidad  angular  constante  dd/dt  = 3/5. 
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(a)  En  el  punto  (20, 15),  sen  0 = 3/5  y cos  6 = 4/5. 

v = —91  + 12J;  tag  x = — 4/3,  cos  x = —3/5,  yr  = 126°  52' 
a = -»/■*  - »7J;  |a]  = 9;  tag  0 = */4,  cos  0 = -V.,  y 0 = 216°  52'. 

(A)  En  el  punto  (5,  — 10\/  6),  sen  6 ~ — 4/*V  6 y cos  6 = 1/5. 

v = 6y/~6i  + 3j;  tag  x = \T6/\2t  cos  t — */tV\  y t = 11°  32' 

a = —V4  + 1V.V“6j;  |a|  = 9;  tag  0 2 V~6,  cos  0 = —1/5,  y 0 - 101°  32' 


3.  Una  particula  recorre  el  arco  del  primer  cuadrante  de  la  parabola  x*  — 8y  y siendo  v9  — 2.  Hallar  |v|,  t,  |a|  y 0 en  el 
punto  (4,  2). 

Primera  solution . 

Derivando  jc1  = 8 y dos  veces  con  respecto  a /,  y teniendo  en  cuenta  que  vw  — 2,  obtenemos 
2jcv,  — 8v,  — 16  o xvx  = 8,  y xax  + vj  = 0 

En  (4,  2):  v,  = 8/jc  = 2;  |v|  = 2\^2;  tag  r — 1,  cos  r — |V  2,  y r = Jti. 
a,  = — 1 ; a,  = 0;  |a|  = 1 ; tag  0 = 0,  cos  <j>  = — 1,  y 0 = n. 

Segunda  solution. 

Utilizando  las  ecuaciones  paramAtricas  x = 49,  y = 20s,  tendremos 

r - 410  + 2]©* 

do  de  i de  de  \ 1 

T=4*-*  + 4*W  = j l + 2J.como,.,  = 40^-  = 2y-5- 

En  el  punto  (4,  2),  6 — 1.  De  donde 

v = 2i  + 2j;  | v | = 2vr2;  tag  x = 1,  cos  x = y r = Jti. 

a = — 1;  |a|  = 1 ; tag  0 = 0,  cos  0 = — 1,  y <f>  =n. 

4.  Hallar  el  mddulo  de  las  componentes  tangencial  y normal  de  la  aceleracidn  en  el  movimiento  x = e1  cos  /,  y = e1  sen/ 
en  funcidn  del  tiempo  /. 

r = lx  + Jy  = ie*  cos  / + je*  sen  / 
v = ie*  (cos  t — sen  f)  + jer  (sen  t + cos  t ) 
a = — 2ie*  sen  / + 2Je*  cos  / 

De  donde  |a|  = 2e‘;  ds/dt  = |»|  = V2e‘y  |a,|  = \d's/dt'\  = VZe1;  |a.|  = Vl»l*  — «?  = V~2eK 


5.  Una  partfcula  se  mueve  de  izquierda  a derecha  sobre  la  paribola  y = x*  a velocidad  constante  igual  a 5.  Hallar  el  mddulo 
de  las  componentes  tangencial  y normal  de  la  aceleracidn  en  el  punto  (1, 1). 

Como  la  velocidad  es  constante,  | at\  = \d*s/dt9\  = 0.  En  (1, 1),  y'  = 2x  = 2 y y”  = 2. 

El  radio  de  curvatura  en  (1,  1)  es  R — ^ y M ==_^4_  — 2V5" 

\y  l 2 p 


6. 


La  fuerza  centrifuga  Fejercida  sobre  una  particula  de  peso  W en  un  punto  de  su  trayectoria  viene  dada  por  F 


W_ 

g 


K\. 


Hallar  la  fuerza  centrifuga  ejercida  por  una  particula  de  5 kp  de  peso  en  los  extremos  de  los  ejes  de  la  elipse  cuyas  ecua- 
ciones paramAtricas  son  x — 20  cos  /,  y = 15  sen  /,  siendo  las  unidades  de  longitud  y tiempo  el  metro  y segundo,  res- 
pect ivamente.  T6mese  g = 10  m/s*. 

r — 201  cos  / + 1 5J  sen  t 


v * — 201  sen  / -f  15j  cos  / 
a — — 201  cos  / — 1 5]  sen  / 

'400  sen*  r + 225  cos*  I,  ~ = 

at ■ 


175  sen  / cos  t 
'S/ 400  sen*  / + 225  cos*  / 
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En  los  extremos  del  eje  mayor  (/  = 0 o / = n): 

la  I - 20,  |4|  - | d*s!dt'\  = 0,  |4,|  = 20,  y F = (5/10)(20)  - 10  kp 

En  los  extremos  del  eje  menor  (/  = n/2  o t ~ 3^/2): 

I® I = 15,  |a<|  = 0,  |4,|  - 15,  y F = (5/10)(15)  = 7,5  kp 


7.  Dadas  las  ecuaciones  del  movimiento  de  un  proyectil  x = v0/  cos  tpt  y = v0t  sen  tp  — %gt*t  siendo  v0  la  velocidad  inicial, 
tp  el  Angulo  de  proyecci6n,  g = 10  m/s2  y en  donde  x e>  se  miden  en  metros  y / en  segundos,  hallar : 

(a)  la  ecuaci6n  del  movimiento  en  coordenadas  rectangulares, 

(b)  el  alcance,  (c)  el  Angulo  de  proyecci6n  para  el  alcance  mAximo, 

(<0  1®  velocidad  e inclination  del  proyectil  al  cabo  de  5 segundos  de  vuelo,  si  v0  — 150  metros  por  segundo  y tp  — 45°. 


(b)  Cuando  y = v0/  sen  tp  — $gt*  — 09 1 — 0 y t = (2v0  sen  tp)/g. 

2v#scnv  /2».«envl 


Para  / = ■ 


-,  el  alcance  = x = v0  cos 


v|2vo|nv-j 


vj  sen  2y> 
8 


(c) 


Para  que  x sea  mAximo 


dx 

dtp 


2v|  cos  2 tp 
8 


0,  cos  2y>  = 0,  y tp  = 


(d)  Cuando  v0  = 150  y tp  *=  \n9  x — 75 \f2 1 e y — lSy/^2  t — 5/a.  Por  tanto, 

v,  = 75\/"2  y v,  = 75V  2—  10/ 

Para  / = 5:  v*  = 75v^2  y v,  = 75 — 50.  Por  tanto, 

tag  t = v,/v*  = 0,5284,  r = 27°  48'  y |v|  = \Zvl  + vj  = 120  m/seg. 


8.  Un  punto  P se  mueve  sobre  la  circunferencia  x = r cos  ft,  y = r sen  /?  a velocidad  lineal  de  mddulo  constante  v.  De- 
mostrar  que,  si  el  radio  vector  de  P se  mueve  con  una  velocidad  angular  a>  y una  aceleraciOn  angular  a,  (a)  v = raj  y 
(b)  a — + a2. 


j O JO 

(а)  v*  = — r sen  /?  * = — r sen  p • aj  y vr  = r cos  0 • = r cos  0 • a>. 

v = V vj  + vj  = Vtr2  sen2  0 + r2  cos2  ffyo*  =*  ra> 

A d(ti  . A A 

(б)  ax  — ~ — rw  cos  /?  * — r sen  p * — — ra>*  cos  p — ra  sen  p. 

v,  « dp  , „ da)  . « , o 

a,  = -V-  = — rco  sen  p * -f  r cos  p ■ — — — ra>2  sen  p + ra  cos  p. 

^ dt  dt  r dt 

a2  = a2  + a*  = r2(a>4  + a2)  y a — rV  a>4  + a2 
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Problemas  propuestos 

9,  Hallar  el  mddulo  y direccidn  de  la  velocidad  y aceleracidn  en: 

(a)  x ~ e\  y — eu  — 4e*  + 3 para  t = 0 

( b ) x — 2 — /,  y = 2/*  — / para  / = 1 

(c)  x = cos  3/,  y = sen  t para  / = Jji 

(d)  jc  ~ e%  cos  tfy  — e*  sen  t para  t = 0 

So/,  (a)  |v|  - VI,  t =296°  34';  |a|  = 1,  0 =0 
(4)  |v|  = a/26,  t = 101°  19';  |a|  = 12,  ^ = Jn 

(c)  |v|  = VI.  t = 161°  34';  |a|  = V"4l,  <i>  = 353°  40' 

(d)  |v|  = \T2,  t = in;  |a|  =l,<f>  = \n 


10.  Una  particula  se  mueve  sobre  el  primer  cuadrante  del  arco  de  parabola  y*  = 12x  con  vx  = 15.  Hallar  vr,  | v|,  t;  ax  av,  |a|, 
y ^ en  el  punto  (3,  6). 

Sol.  »r  - 15,  | v | = 15a/2,  t = in;  a,  = 0,  a,  = —75/2,  |a|  = 75/2,  <j>  = 3ti/2. 


11.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  la  parabola  cubica  y — x*/3  con  una  componente  de  velocidad  v,  = 2 constante. 
Hallar  el  mddulo  y direccidn  de  la  velocidad  y de  la  aceleracidn  cuando  x — 3. 

Sol.  |v|  = 2a/82,  t = 83°  40';  |a|  = 24,  $ = in 


12.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  una  circunferencia  de  6 metros  de  radio  con  una  velocidad  constante  de  4 metros 
por  segundo.  Hallar  el  mddulo  de  su  aceleracidn  en  un  punto  cualquiera.  Sol . \at\  = 0,  \a\  ~ \an\  = 8/3  m/s*. 


13.  Hallar  el  mddulo  y direccidn  de  la  velocidad  y de  la  aceleracidn  asi  como  los  mddulos  de  las  componentes  tangencial  y 
normal  de  la  aceleracidn  del  movimiento  definido  por 

(a)  x = 3/,  y = 9/  — 3/*,  para  t ~ 2 

(b)  x = cos  t + sen  tty  — sen  t — t cos  / cuando  t = 1. 

Sol.  (a)  |v|  = 3V  2,  t = 7n/4;  W = 6,  <j>  = 3*/2;  |a,|  = |«J  = 3\/2 

(6)  |»|  = 1,  t = 1;  |.|  = V2,  4>  = 102°  18';  \a,\  = |a.|  - 1 


14.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  y — J In  x de  tal  forma  que  x = |<*,  t > 0.  Hallar  v„  v„  | v|,  t; 
a„  a„  1*1.  kl  y lo«l  cuando  t = 1. 

Sol.  v,  = 1,  vr  = 0,  |v|  = 1,  r = 0;  a.  = 1,  a,  = 2,  |a|  = VI.  <j>  = 63°  26';  \a,\  = 1.  |flj  = 2. 


15.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  y = 2x  — x*  con  una  componente  de  velocidad  v,  = 4 constante.  Hallar 
los  mddulos  de  las  componentes  tangencial  y normal  de  la  aceleracidn  en  la  posicion  (a)  (1 , 1)  y (b)  (2, 0). 

Sol.  (a)  \a,\  = 0,  |o.|  = 32;  (6)  \a,\  = 64/\^5,  |aj  = 32/vT 


Capiiulo  20 


Coordenadas  polares 


LA  POSICION  DE  UN  PUNTO  P en  un  piano  con  respecto  a un 
punto  fijo  O del  mismo,  se  puede  definir  por  medio  de  las 
proyecciones  del  vector  OP  sobre  dos  rectas  mutuamente 
perpendiculares  del  piano  que  pasen  por  0.  Este  es  el  sistema 
cartesiano  de  coordenadas  rectangulares.  Otra  forma  de 
determinar  el  punto  en  cuestidn  es  por  medio  de  la  distancia 
q = OP  y el  £ngulo  0 que  OP  forma  con  una  semirrecta 
fija  OX  de  origen  O (polo).  Este  es  el  sistema  de  coordenadas 
polares . 

A cada  par  de  ntimeros  (q,  0)  le  corresponde  un  dnico  punto,  pero  esta  correspondencia  no  es 
biunivoca  ya  que,  por  ejemplo,  al  punto  P de  la  figura  le  corresponden  las  coordenadas  (e,  0 ± Inn) 
y [ — q , 0 ± (2«  -f  l)n],  siendo  n un  ntimero  positivo  cualquiera,  incluido  el  cero.  En  particular, 
las  coordenadas  polares  del  polo  son  (0,  0),  en  donde  0 puede  ser  cualquier  Angulo. 

La  cum  euya  ecuaciAn  en  coordenadas  polares  es  q — /(0)  o F(g,  0)^0  esta  formed*  por 
todos  los  puntos  de  coordenadas  (p,  0)  que  satisfacen  la  funcidn  o ecuacidn  anterior. 


EL  ANGULO  ip  que  el  radio  vector  OP  forma  con  la  tangente  PT 
a la  curva  en  un  punto  P(q , 0)  de  ella,  viene  dado  por 

* d<f>  Q • j , dQ 

“**-«*•- 7- ““•“t 

El  valor  de  tag  y>  juega  el  mismo  papel  en  el  sistema  de 
coordenadas  polares,  que  el  de  la  pendiente  de  la  tangente 
en  el  sistema  de  coordenadas  rectangulares. 

(Ver  Problema's  1-3.) 


EL  ANGULO  DE  INCLINACION  de  la  tangente  a la  curva  en  un  punto  P(q,  6)  de  ella  viene  dado  por 

. o cos  0 + o'  sen  0 

tag  r = — . , , 

— q sen  0 + q cos  0 

(Ver  Problemas  4-10.) 


LOS  PUNTOS  DE  INTERSECCION  de  dos  curvas  de  ecuaciones 

e =m  y q 

se  hallan  resolviendo  el  sistema 


m =w) 


a) 


Ejempto  1: 

Hallar  los  puntos  de  interseccidn  de  e = 1 + sen  0 y q — 5 — 3 sen  0. 
Igualando  1 + sen  0 = 5 — 3 sen  0,  obtenemos  sen  0 = 1. 

Por  tanto,  0 = fa  y (2,  1^)  es  el  unico  punto  de  interseccidn. 
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Cuando  el  polo  es  un  punto  de  interseccidn  puede  ocurrir  que  no  aparezca  entre  las  soluciones 
de  (2).  El  polo  es  un  punto  de  intersecci6n  siempre  que  haya  valores  de  0,  0X  y 02,  para  los  cuales 
fiVi)  = 0 y/a(02)  = 0. 


Ejemplo  2: 

Hallar  los  puntos  de  intersecci6n  de  q — sen  0 y q = cos  0. 

De  sen  0 = cos  0 (7) 

se  obtiene  el  punto  de  interseccibn  (i't/X  Ahora  bien,  en  este  caso,  las  curvas  dadas  son  circunferencias  que 
pasan  por  el  polo  y,  sin  embargo,  este  punto  no  es  solucibn  de  (7)  porque  sus  coordenadas,  en  la  ecuaci6n  g = send, 
son  (0,  0),  mientras  que  en  la  ecuaci6n  g = cos  0 son  (0,  Jti). 

Ejemplo  3: 

Hallar  los  puntos  de  interseccibn  de  q = cos  28  y q — cos  8. 

Igualando  cos  28  = 2 cos*  8 — 1 = cos  0,  obtenemos  (cos  8 — 1)(2  cos  8 + 1)  = 0. 

De  donde  0 = 0,  2rc/3,  4^/3;  y los  puntos  de  intersecci6n  son  (1,  0),  ( — J,  2tt/3),  ( — i,  4ji/3).  El  polo  es  tambten 
un  punto  de  interseccibn. 


EL  ANGULO  DE  INTERSECCION  ^ de  dos  curvas  en  un  punto 
de  interseccibn  P(q>  0),  que  no  sea  el  polo,  viene  dado  por 


tag  <f>  = 


tag  yx  — tag  ya 
1 + tag  tag  ip2 


siendo  yx  y Va  los  Angulos  que  forma  el  radio  vector  OP  con 
las  respectivas  tangentes  a las  curvas  en  P. 

Como  vemos,  el  procedimiento  de  calcular  este  Angulo 
es  anAlogo  al  utilizado  en  coordenadas  rectangulares  sin 
mAs  que  sustituir  las  pendientes  de  las  tangentes  por  las  tan- 
gentes de  los  Angulos  que  el  radio  vector  forma  con  las  tangen- 
tes a las  curvas  en  el  punto  de  interseccibn. 


Fig.  20-3 


Ejemplo  4: 

Hallar  los  Angulos  agudos  de  intersecci6n  de  las  curvas  q = cos  0 y q — cos  20. 

Los  puntos  de  interseccibn  ya  se  calcularon  en  el  ejemplo  3. 

En  el  polo : este  punto  viene  dado  por  0 = \n  de  la  curva  g = cos  0 y por  0 = jr/4  y 3ti/4  de  la  q = cos  20,  Por 
tanto,  en  el  polo  habrA  dos  intersecciones,  siendo  el  Angulo  agudo  de  cada  una  de  las  curvas  dadas  a Jjr. 


Para  g = cos  0 
tag  Vi  = — cot  0 


Para  q = cos  20 
tag  ytt  = — i cot  20 


En  el  punto  (1,  0):  tag  Vi  — — cot  0 = oo  y tag  y*  = oo.  Por  tanto,  Vi  = Va  = i71  Y 0 

En  el  punto  ( — L 2ti/3):  tag  v>i  = V3/3  y tag  y>t  = — V3/6.  tag  <j>  = ^ = 3\/3 /5  y el  Angulo  agu- 

do de  interseccibn  es  <f>  — 46°  6'. 

Por  simetrfa,  este  es  tambibn  el  Angulo  agudo  de  interseccibn  en  el  punto  ( — i,  4n/3). 


(Ver  Problemas  11-13.) 


LA  DERIVADA  DE  LA  LONGITUD  DE  ARCO  viene  dada  por  = vV  + (q')2  siendo  q'  = 
haciendo  el  convenio  de  que  al  aumentar  0 tambien  lo  hace  s. 


(Ver  Problemas  14-16.) 
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LA  CURVATURA  de  una  curva  se  expresa  por  K = 2fg?* 

V {Q*  + 


(Ver  Problemas  17-19.) 


MOVIMIENTO  CURVILINEO.  Supongamos  que  una  partlcula  P se  mueve  a lo  largo  de  una  curva 
cuya  ecuacidn,  en  coordenadas  polares,  es  q =f(6).  Expresando  la  ecuacidn  de  la  curva  en  forma 
paramAtrica: 

jc  = q cos  0 = g(Q ),  y = q sen  0 = h(6) 

El  vector  de  posicidn  de  P es 

r = OP  = x\  +y}  = q\  cos  0 + Q}  sen  0 = q(i  cos  0 + j sen  0) 

y el  movimiento  de  P se  puede  estudiar  como  se  hizo  en  el  Capitulo  19. 

Otro  procedimiento  es  expresar  r y,  por  tanto,  v y a,  en 
funcion  de  los  vectores  unitarios  segtin  el  radio  vector  de  P 
y su  perpendicular.  Veamos  cual  es  la  expresidn  del  vector 
unitario  en  la  direccidn  de  r. 

Uq  — i cos  0 + j sen  0 

cuyo  sentido  es  el  de  crecimiento  de  q;  el  vector  unitario 
segiin  la  perpendicular  a r con  el  sentido  del  crecimiento 
de  0,  viene  dado  por 

no  = — i sen  0 + j cos  0 

A partir  de  estas  expresiones  es  facil  llegar  a las  siguientes: 
dnQ  dug  dd 


dt 

De 


de 

dd  dt  =u°-w  y 


due 


dd 


dr 


Como  se  demuestra  en  el  Problema  20, 


r = Q u* 


v = 


dr 

~dT 


= Ug  + QUO  = VQUQ  + veUe 


dt 


dy  r d*e  ( de  \2l  t r <po  t „ dq  de  l 
" “ “S'  - "•  ["ST -■ • (-*)  J + - [ • Sr  + 2 ST  IT  \ 

— oqUq  + aeUe 

do  de 

AquI,  vQ  = -Jj-  yvo  = g son,  respectivamente,  las  componentes  de  v en  la  direccidn  del  radio 

..  , . . d*e  idoy  <pe  t ^dQ  de  , 

vector  y en  su  perpendicular,  siendo  aQ  ~ {dTj  y a$  = ^(ft  * ~df*  as  corresPon“ 


dientes  componentes  de  a. 


(Ver  Problema  21.) 


Problemas  resueltos 

d& 

1.  Demostrar  que  tag  y>  = q— siendo  y>  el  Angulo  formado,  en  el  punto  P(q,  0)  de  la  curva  q — /(0),  por  el  radio  vec- 

dq 

tor  OP  y la  tangente  PT. 

En  la  Fig.  20-5,  Q(e  + Aq,  0 + AS)  es  un  punto  de  la  curva  muy  prdximo  a P.  Del  triAngulo  rectdngulo  PSQ, 
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tag  X - SP  - SP = M 

SQ  OQ  — 05  g + Aq  — g cos  AB 

sen  AB 

g sen  AB  _ AB 

g(l — cos  AB)  + Aq  1 — cos  z)0  ( Aq 

e +~3e 

Ahora  bien,  cuando  Q -+  P a lo  largo  de  la  curva,  AB  -+  0, 
OQ  OP , PQ-+PT  y Z_  2 -►  Z_  v* 

« . Aa  n sen  A6  1 — cos  AO 

Cuando  AB  0,  — ► 1 y rs ► 0 (ver  Ca- 

Au  A v 

pftulo  12). 

De  donde,  tag  y>  = lim  tag  X = — g-^-. 

0 — uQjuU  uQ 


Calcular  tag  y>  en  los  puntos  dados  en  las  funciones  de  los  problemas  2-3. 

2.  e = 2 + cos  0;  e = n/3.  (Ver  Fig.  20-6.) 

Para  8 = n/3 : £>  = 2 + £ = 3/2,  q'  = — sen  8 = — V3/2,  y tag  y = g/g'  = — 5/V3I 


3.  g = 2 sen  30;  0 = n/4.  (Ver  Fig.  20-7.) 

Para  0 = jr/4:  g = 2(1/a/2)  = V2|  g'  = 6 cos  39  = 6(— 1/V2)  = — 3 V2i  y tag  y>  = g/g'  = —1/3. 


4.  Demostrar  que  tag  t : 


g cos  0 + g'  sen0 


— g sen  B + g'cos  0* 
De  la  figura  del  Problema  1,  r = y>  + 0 y 


tag  r = tag  (y>  + 0)  = 


tag  y + tag  0 
1 — tag  y>  tag  0 


dd  sen  0 
g </g  cos  0 
dB  sen  6 
® dq  cos  0 


g cos  0 + sen  0 


dq_ 

dB 


cos  0 — g sen  0 


geos  0 + g'sen0 
— g$en0  + g'cos0 


5.  Demostrar  que  si  g = /(0)  pasa  por  el  polo  y 0!  satisface  a la  ecuacidn/^)  = 0 
la  direcci6n  de  la  tangente  a la  curva  en  el  polo  (0, 0J  viene  dada  por  0j. 


En  (0,00:  g = 0 y q'  = /'(0 J. 


Si  g'  ^ 0: 


tag  v = 


gCOS0  + g'sen0 
— g sen0  + g'cosO 


0 + sen  0!  •f  '(B1) 
0 + cos  0!  */'(0 1) 


tag  0, 


Si  g'  = 0: 


tag  t = lim 
e->9, 


sen  0 *//(0) 
cos  0 */'(0) 


= tag  0, 


Fig.  20-8 
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En  los  Problemas  6-8  hallar  la  tangente  de  la  curva  dada  en  el  punto  considerado. 

6.  q = 1 — cos0;  0 — \:t,  Ver  Fig.  20-9. 

Para  0 = in:  sen  0=1,  cos  6 = 0,  Q = \,  q'  = sen  0 = 1,  y 

q cos  0 -f-  q ' sen  0 _ 1 * 0 + 1 • 1 


tag  r = 


— gsen0  + e'cos0  — 1*1  + 1*0 


7.  q = cos  30;  polo.  Ver  Fig.  20-10. 

Cuando  q = 0,  cos  30  = 0.  Por  tanto  30  = ti/2,  37i/2,  5n/2f  y 0 = ti/6,  ti/2,  5jt/6, 
Del  Problema  5,  tajrn=  I/a/3^  oof  y — \/VT. 


8.  qO  = a\  0 = tt/3. 


Para  0 = tt/3:  sen  0 = \/3/2f  cos  0 = £,  g = 3a/7r,  y q'  = — a/0 2 — — 9o/jra. 

ocos0  + o'sen0  n — 3a/5" 

tag  t = — = 

— gsen0  + q ' cos  0 ^/y n + 3 


9.  Hallar  los  puntos  en  los  que  la  tangente  a la  curva  q = 1 + sen  0 es  hori- 
zontal o vertical 


En  P(e,0): 


(1  + sen  0)  cos  0 + cos  0 sen  0 
— (1  + sen  0)  sen  0 + cos2  0 


cos  0(1  + 2 sen  0) 
(sen0  + 1)(2  sen  0 — 1) 


(a)  Haciendo  cos  0 (1  + 2 sen  0)  = 0 obtenemos: 

0 = n/2,  3tt/2,  7 jt/6,  y 1 l3x/6. 

Siendo  (sen  0 + 1)  (2  sen  0 — 1)  ■=  0 obtenemos: 
0 = 3tt/2,  nj 6,  y 5ji/6. 


(0)  Para  0 = n/2:  Hay  una  tangente  horizontal  en  (2,jr/2). 

Para  0 = 7n/6  y Ujt/6:  Hay  tangentes  horizontales  en  los  puntos 
(i  7tt/6)  y (£,  1 ln/6). 


Para  0 = ti/6  y 5n/6:  Hay  tangentes  verticales  en  (3/2,  n/6)  y (3/2,  5jt/6). 


Para  0 = 3tt/2:  Ver  Problema  5,  hay  una  tangente  vertical  en  el  polo. 


10.  Demostrar  que  el  Angulo  que  forma  el  radio  vector  de  un  punto  cualquiera  de  la  cardioide  q = a(  1 — cos0)  con  la 
curva,  es  la  mitad  del  que  forma  el  radio  vector  con  el  eje  polar. 

Dado  un  punto  cualquiera  P(q , 0)  de  la  cardiode,  tendremos: 


q'  = a sen  0,  y tag  xp  — q/q'  = (1  — cos  0)/sen  0 = tag  40  o y>  — J0 
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En  los  Problemas  11-13  hallar  los  angulos  de  intersection  de  los  pares  de  curvas  dadas. 

11.  p = 3 cos  0,  p = 1 4-  cos  0. 

(a)  Rcsolviendo  p = 3 cos  0=1+  cos  0 obtenemos  los  puntos  dc  interseccidn 
(3/2,  ji/3)  y (3/2,  5?r/3).  Las  curvas  se  cortan  tambiAn  en  el  polo. 


( b )  Para  p = 3 cos  0:  g * = — 3 sen 

Para  g = 1 + cos  0:  g'  = — sen  0 y tag  ytt  = 


y tag  y>i  = — cot  0. 

1 + cos  0 


sen  0 


(c)  Para  0 = ji/3:  tag  y>i  — —1/VJ,  tag  y>2  = — ' vT,  y tag  0 = l/\/L 


Fig.  20-12 


El  Angulo  agudo  de  interseccidn  en  el  punto  (3/2,  ji/3)  y por  simetria  en  el  (3/2,  5ti/3),  es  te/6. 

En  el  polo:  GrAficamente  o teniendo  en  cuenta  el  resultado  del  Problema  5,  se  puede  ver  que  las  curvas  dadas  son 
ortogonales. 


12.  g = sec2  £0,  g = 3 esc2 £0. 

(a)  Resolviendo  g ~ sec2  £0  = 3 esc2 £0  obtenemos  los  puntos  de  interseccidn  (4,  2^/3)  y (4, 4n/3). 

(A)  Para  p = sec2 £ 0:  p'  = sec2  £0  tag£0  y tag  v»i  = cot  £0. 

Para  p = 3 esc2  £0:  p'  = —3  esc2 £0  cot  £0  y tag  y>2  = — tag  £0. 

(c)  Para  0 = 2jt/3:  tag  v»i  — lj\/T9  tag  y>2  = — VX  y 0 = £rc.  Las  curvas  son  ortogonales. 

13.  g = sen  20,  g = cos  0. 

(a)  Las  curvas  se  cortan  en  los  puntos  ( y/T/29  nj 6),  ( — V"3/2,  5ti/6),  y en  el  polo. 

( b ) Para  g — sen  20:  p'  = 2 cos  20  y tag  \px  — £ tag  20, 

Para  g — cos  0 : g'  = — sen  0 y tag  y»8  = — cot  0. 

(c)  Para  0 = nj 6:  tag  v'i  = V3/2,  tag  ytz  = — y tag  <j>  = — 3 VX  El  Angulo  agudo  de  interseccidn  en  los  pun- 
tos (\/3/2,  rc/6)  y ( — \Z3/2,  5n/6)  es  0 = arc  tag  3\/T  = 79°6/. 

En  el  polo,  los  Angulos  agudos  de  intersecci6n  son  0°  y £?r. 


Hallar  dsjdd  en  el  punto  P(q , 0 ) en  los  Problemas  14-16. 

14.  p = cos  20. 

g'  ~ — 2 sen  20  y dsjdd  — Vp2  + (p')a  — V cos2  20  + 4 sen2  20  = y/ 1 + 3 sen2  20. 

15.  p(l  + cos  0)  = 4. 

- , A ^ , p sen  0 4 sen  0 

—Qsead  + e (1  + cos^)  = 0.  De  donde  e - ~ + cosfl  ~ (1  + co«g)»  y 

ds  , 4VT 

ar  - - (T+w- 

16.  p = sen3  £0.  Hallar  dsjdd  para  0 = £rc. 

p ' = sen2  £0  cos  £0  y dsjdd  — y/  sen®  £0  + sen4  £0  cos2  £0  = sen2  £0. 
Para  0 = £ti,  dsjdd  = sen2  £ji  = 1/4. 


17.  Demostrar  que  K = g • 

Por  definicidn,  K = dxjds . Como  r = 0 + yt  y 

dr  __  dd  dy>  _ dd  dy>  dd 

ds  ds  ds  ds  dd  ds 


siendo  w — arc  tag 

e 
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d*  _ [(pT-ppH /(pT  _ (pT-pp"  1 4.^:  - 1 I (pT-pp"  = P*  + 2(p')’-pp" 

da  ~ 14-  (p/p')*  “ p*  + (P')*  y + do  p*  + (p')*  p*  + (pT 


Por  tanto,  K 


do  f ^ d^N  _ 1 4-  dtp/do 

da  V do)  ~ da/do 


1 4-  d*/da  _ p*  + 2(p')*  - pp" 

~ {p*+(p')*r*  • 


18.  q = 2 + sen  0.  Hallar  la  curvatura  en  el  punto  P{q , 0). 

_ p*  + 2(p')*  — pp"  (2  + sen  0)*  + 2 cos*  0 + (sena)(2  + sen  o)  _ 6(1  + sen  o) 

{p*  + (p')*}3/2  _ {(2  + sen  a)*  4-  cos*  a}3/ * ~ (5  4-  4 sen  a)3/*  * 


19.  e(l  — cos  0)  = 1.  Hallar  la  curvatura  en  0 = njl  y en  0 = 4?r/3. 


— sen  0 
(1  — cos  a)2  9 


~ cos  0 2 sen*  0 

(1  — cos  0)*  + (1  - cos  0)9  9 y 


K = sen3  ^a. 


Para  0 = n/2,  K = (l/\/2)#  = \/2/4;  para  0 = 4?r/3,  K = (V5/2)3  = 3^3/8. 


20.  A partir  de  la  relacidn  r = quQ9  deducir  las  fdrmulas  de  v y a en  funcion  de  uQ  y uQ. 

r = pup 

dr  _ dp  ^up  _ dp  , „ da 

~ dt 


v = 


a = 


dt 

dv 

dt 


“>I+P^f  = U't+pU^ 

d*p  , dp  do  , <Po  . dp  do  f daV 
U»W  +u'Ttdi+  pu°dF  + “‘St  SF  ~ W 

f d*p  ( da V *]  , f d2a  , 0 dp  da"l 

""L*1  J+  U<,LPdtl  + 2 dt  dt J 


21.  Una  partlcula  se  mueve  en  el  sentido  contrario  al  de  las  agujas  del  reloj  a lo  largo  de  la  curva  q = 4 sen  20,  siendo 
ddjdt  = | radianes  por  segundo.  (a)  Expresar  v y a en  funcidn  de  uQ  y u@.  (b)  Calcular  |v|  y |a|  para  6 = tz/6. 

t = 4 sen  2a  up,  dpfdt  = 8 cos  2a  doldt  — 4 cos  2 a,  d2p/dts  = — 4 sen  2 a 

dp 


(a)  v = up^4-  = 4upcos2a  4-  2uflsen2a 

r d*p  /d#v i r <*•# , -**1 

Up  Ldt*  P\  <*V  J + “*[/  <«*  + 2 dt  dt\ 


= — 5u«  sen  2a  4-  4u«  cos  2a 


A/3  = 


1 . 


1. 


(6)  Para  $ = jt/6  : up  - i + gi,  u#  = -5-i  + 


V8, 


Vs , 


19  . 


l/8. 


|v|  = ypf,  |a|  = *V9i. 


V = ^i  + 2i:  8 = 


Problemas  propuestos 


Calcular  tag  ip  en  los  puntos  dados,  en  los  Problemas  22-25. 


22.  q = 3 — sen  8 para  8 = 0,  0 = 3n/4 

23.  q = a(  1 — cos  0)  para  6 — nj 4,  8 = 3rc/2 

24.  g(l  — cos  8)  = a para  8 = jt/3,  8 = 5?r/4 

25.  q*  = 4 sen  20  para  0 = 5?r/12,  0 = 2rc/3 


Sol.  —3,  3vT-  1 
So/.  VT—  l,  —l 
So/.  — Vl/3,  l + VT 
So/.  — l /VT,  VT 
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Calcular  tag  r ea  los  Problemas  26-29. 

26.  g = 2 + sen  0 para  0 = nf6  Sol. — 3VT  28.  g — sen3  0/3  para  0 — n/2  Sol . — \/T 

27.  g3  = 9 cos  20  para  0 = te/6  Sol.  0 29.  2g(l  — sen  0)  = 3 para  0 — tt/4  Sol.  1 + y/2 

30.  Hallar  los  puntos  de  la  curva  g = sen  20  en  los  que  la  tangente  es  horizontal  o vertical. 

Sol.  T.  H.  en  0 = 0,  ji.  54°44\  125°16't  234°44\  305°16' 

T.  V.  en  0 = n/2,  3*/2,  35°16',  144°44'f  215°16',  324°44/ 


Hallar  los  angulos  agudos  de  intersection  de  las  curvas  dadas  en  los  Problemas  31-33. 

31.  g = sen  0,  g = sen  20  Sol.  $ = 79°6'  para  0 = ti/3  y 5?i/3;  <f>  = 0 en  el  polo. 

32.  g = y/2  sen  0,  g 8 = cos  20  Sol.  $ = ji/3  para  0 — ji/6,  5ji/6,  0 = jt/4  en  el  polo. 

33.  g*  = 16  sen  20,  q*  — 4 esc  20  So/.  56  = n/3  en  cada  interseccidn. 


34.  Demostrar  que  cada  uno  de  los  pares  de  curvas  siguientes  se  cortan  en  Angulo  recto  en  todos  los  puntos  de  interseccidn. 

(a)  g = 4 cos  0,  g = 4 sen  0 (c)  g3  cos  20  = 4,  g * sen  20  = 9 

(i b ) q — eet  q = e~6  (d)  g = 1 + cos0,  g — 1 — cos0 

35.  Hallar  el  Angulo  de  interseccidn  de  las  tangentes  a g — 2 — 4 sen  0 en  el  polo.  Sol.  2nj3 


36.  Hallar  la  curvatura  de  cada  curva  en  el  punto  P(g,  0): 

(a)  g = ee,  (b)  g = sen  0,  (c)  g*  = 4 cos  20,  (d)  g — 3 sen  0 + 4 cos  0. 
Sol.  («)  ]/(V Te«),  (6)  2,  (c)  IV  cos  28,  (d)  2/5 


37.  Sea  g = /(0)  la  ecuacidn  en  coordenadas  polares  de  una  curva  y s la  longitud  de  arco  a lo  largo  de  el  la.  Partiendo  de 
x ~ q cos  0,  y — q sen  0 y teniendo  en  cuenta  que  * demostrar  que  = g*  + (g7)1- 


38.  Suponiendo  que  s aumenta  en  la  direccidn  creciente  de  0,  hallar  dsj<$  en  las  curvas  siguientes: 

(a)  g = a cos  0,  (b)  g = a{\  + cos  0),  (c)  g = cos  20. 

Sol.  (a)  at  ( b ) aV 2 + 2 cos  0,  (c)  Vl  + 3 sen*  20. 

39.  La  posicidn  de  una  partlcula  que  se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  g — /(0)  viene  dada,  en  funcidn  del  tiempo  /,  por 

(a)  Multiplicar  la  relacidn  obtenida  en  el  Prob.  37  por  Para  obtener  v*  — 

...  a * a * dQ  ddjdt  q dB  1 djo 

(o)  A partir  de  tag  \p  = g—  = g . . . , obtener  sen  w = — — — y cos  w = f-. 

dg/dt  T vdl  v dt 

40.  Demostrar  que  = ue-r-  y —7^-  = — u0-j~. 

dt  dt  dt  * dt 

41.  Una  particula  se  mueve  sobre  la  cardioide  g = 4(1  + cos0)  con  ddjdt  — 71/6  radianes  por  segundo.  Expresar  v y a en 
funcidn  de  uQ  y u q. 

Sol.  v ~ ue  sen  0 + 4^-  ua  (1  + cos  0),  a = — ue  (1  + 2 cos  0)  — ~~~  110  sen  0 


42.  Una  particula  se  mueve  en  el  sentido  contrario  al  de  las  agujas  del  reloj  sobre  la  curva  g = 8 cos0  con  una  velocidad 
constante  de  4 unidades  de  longitud  por  segundo.  Expresar  v y a en  funcidn  de  uQ  y ua. 

Sol.  v — — 4ue  sen  0 + 4ua  cos  0,  a = — 4ue  cos  0 — 4u$  sen  0 

43.  Si  una  particula  de  masa  m se  mueve  a lo  largo  de  una  trayectoria  por  la  accidn  de  una  fuerza  F constantemente  dirigida 

1 dO 

hacia  el  origen,  F = nm,  o sea,  a = — F de  manera  que  a%  = 0.  Demostrar  que  cuando  qq  — 0,  g*  = k (constante) 

ni  dt 

y la  velocidad  con  que  el  radio  vector  barre  el  Area  comprendida  por  la  curva  es  constante. 

2 k*  1 

44.  Una  particula  se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  g = con  = 0.  Demostrar  que  aQ  = * — siendo  k la 

constante  definida  en  el  Problema  43  anterior.  1 cos  0 2 $ 
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Teoremas  de  valor  medio 

TEOREMA  DE  ROLLE.  Si  una  funcion  f(x)  es  continua  en  el  intervalo  cerrado  a <,  x <,  b,  derivable 
en  el  intervalo  abierto  a<x<b  y adem&s  f(a)  — f(b)  = 0 existe  al  menos  un  valor  de  x,  x = x0> 
comprendido  entre  a y b en  el  que  se  verifica  f'(x)  = 0. 

La  interpretation  geometrica  de  este  teorema  es:  si  una  curva  continua  corta  al  eje  x en  dos 
puntos  x = a y x = b existe  al  menos  un  punto  x = x0  comprendido  entre  a y b en  el  cual  la  tan- 
gente  a la  curva  es  paralela  al  eje  x.  (Ver  Fig.  21-1.) 

(La  demostracion  se  encuentra  en  el  Problema  11.) 

Corolario.  Si  f(x)  es  una  funcion  que  cumple  las  condieiones  dichas  anteriormente  en  el  teorema 
de  Rolle,  salvo  que  f(a ) = f(b)  0,  existe  al  menos  un  valor  de  x,  x = x0  comprendido  entre  ay  b 
en  el  que  se  verifica  f'(x)  = 0.  (Ver  Fig.  21-2.) 

(La  demostracion  se  encuentra  en  los  Problemas  1-2.) 


TEOREMA  DEL  VALOR  MEDIO.  Si  f(x)  es  una  funcion  continua  en  el  intervalo  cerrado  a <x^b 
y derivable  en  el  intervalo  abierto  a < x < b,  existe  al  menos  un  valor  de  x,  x = x0,  comprendido 
entre  a y b en  el  que  se  verifica 


=/'W 

Geometricameiite,  significa  que  si  /\  y P2  son 
dos  puntos  de  una  curva  continua,  existe  al  menos 
un  punto  de  la  misma  comprendido  entre  Px  y P2 
en  el  cual  la  tangente  es  paralela  a la  recta  PXP2. 
(Ver  Fig.  21-3.) 

(La  demostracion  se  encuentra  en  el  Problema  12.) 

El  teorema  del  valor  medio  admite  varias  ex- 
presiones  de  gran  utilidad: 
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(I) 


f(b)  = f(a)  +(b  — a)  •/'(*#),  *o entre  ay  b. 


Por  un  simple  cambio  de  notacidn  se  llega  a 


(II) 


fix)  = f(a)  + (x  — a)  •/'(* o),  x0  entre  a y x. 


De  la  Fig.  21-4  se  deduce  que  x0  = a + 6(b  — a), 
siendo  0 < 6 < 1.  Efectuando  esta  sustitucidn,  (I)  ad- 
quiere  la  forma 


+• 

0 


-L 

a 


~r 


-L 

b 


Fig. 21-4 


(III)  m =/(n)  + (b-a)  • f'[a  + d(b  -a)l  0 < 0 < 1 
Poniendo  (b  — a)  = h , (III)  obtenemos 

(IV)  f(a  + h)  = /(a)  + A -/'(a  + 0A)>  0 < 0 < 1 

Finalmente,  poniendo  a = x y A = -dx,  (IV)  llegamos  a 

(V)  /(x  + Jx)  = /(x)  + Jx  -/'(x  + 0 - -dx),  0 < 0 < 1 

(Ver  Problemas  3-9.) 


TEOREMA  DE  CAUCHY.  Si  /(x)  y g(x)  son  funciones  continuas  en  el  intervalo  cerrado  a < x <b 
y derivables  en  el  intervalo  abierto  a < x < b,  siendo  g' (x)  ^ 0,  existe  al  menos  un  valor  de 
x,  x = x0,  comprendido  entre  a y b en  el  que  se  verifica 

/(b) -Aa)  _ /'(*(,) 
g(b)  — g(a)  g’(x  0) 

En  el  caso  particular  de  que  g(x)  = x,  este  teorema  coincide  con  el  del  valor  medio 

(La  demostracion  se  encuentra  en  el  Problema  13.) 


GENERALIZACION  DEL  TEOREMA  DEL  VALOR  MEDIO.  Si/(x)  y sus  (n  — 1)  primeras  derivadas 
son  continuas  en  el  intervalo  cerrado  a <,  x <C  b y existe  la  derivada  n-sima  f°°(x)  en  todos  los 
puntos  del  intervalo  abierto  a < x < b,  hay  al  menos  un  valor  de  x,  x = x0,  comprendido  en- 
tre a y b en  el  que 

(VI)  Ab)=f(a)+£$-(b-a)+£^-(b-ay+  ••• 


+ 


/<*-d  (a) 

(«  — D! 


(b  — ay- 1 + 


/»(*  o) 
«! 


( [b  — ay 


Ver  la  demostracion  en  el  Problema  1 5. 


Al  sustituir  b por  la  variable  x,  (VI)  obtenemos 
(VII) 


Ax)  =/(a)  + ^-7 y~(x  — a)  + ( x — a)s  + 


1! 


(«- 1) 

Cuando  a se  sustituye  por  0,  (VII)  se  transforma  en 


+ ~ (x  — ay-1  + — (x  — ay,  x0  entre  ay  x. 
(n  — 1) ! n ! 


(VIII)  Ax)  =/(0)  + 
x0  entre  0 y x. 


m rm  xi , 

1 ! x ^ 2!  x ^ 


+ 


A”-  »(0) 

(n  — 1)! 


x"- 


/W(J Co) 


x" 


1! 
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Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  valor  de  x0  que  cumple  las  condiciones  del  Teorema  de  Rolle,  siendo  fix)  = x8 — \2x  en  el  intervalo 

o < jc  < 2vy* 

f'(x ) = 3x2  — 12  = 0 para  x — ±2;  por  tanto,  x0  = 2 es  el  valor  buscado. 

jc*  — 4x  jc*  — 4x 

2.  iSe  puede  aplicar  el  Teorema  de  Rolle  a las  funciones  (a)  fix)  = — y ( b ) fix ) = —— j— 

(a)  f(x)  = 0 para  x = 0, 4.  Como  fix)  es  discontinua  en  x — 2,  que  es  un  punto  del  intervalo  0 < x < 4,  no  se  puede 
aplicar  el  teorema. 

ib)  fix)  = 0 para  x = 0, 4.  En  este  caso,/(jc)  es  discontinua  en  x = — 2 que  no  pertenece  al  intervalo  0 < x < 4. 

/'(*)  = (*2  + 4x  — 8)/(x  + 2)2  esta  definida  en  todos  los  puntos  del  intervalo  excepto  en  x = — 2.  Por  tanto,  se 
puede  aplicar  el  teorema  y el  valor  pedido  es  x0  = 2(\/3^ — 1),  que  es  la  rafz  positiva  de  la  ecuaci6n  x2  + 4x  — 8 = 0. 

3.  Hallar  el  valor  de  x0  que  cumple  las  condiciones  del  teorema  del  valor  medio,  siendo  fix)  = 3x2  + 4x  — 3,  a = 1,  b = 3. 

Aplicando  (1)  con  fid)  = /( 1)  = 4,  fib)  = /( 3)  = 36,  f'QcJ  = 6*0  + 4 y b — a = 2,  resulta  36  = 4 + 2(6x0  + 4) 
= 12*0  + 12,  de  donde  x0  = 2. 

4.  Aplicar  el  teorema  del  valor  medio  para  calcular,  aproximadamente,  ^65.  Haciendo  fix)  = fyx,  a — 64,  b = 65  y 
. aplicando  (I),  se  obtiene:  /(65)  =/(64)  + (65  — 64)/6xJ/6,  64  < x0  < 65.  Como  x0  no  se  conoce,  tomamos  x0  = 64; 

por  consiguiente,  resulta  de  forma  aproximada,  -^5  — $64  + l/(6^64*)  = 2 + 1/192  = 2,00521. 

5.  Se  mecaniza  un  taladro  circular  de  4 centime tros  de  diametro  y 12  centimetros  de  altura  en  un  bloque  metdlico,  de  manera 
que  se  aumenta  su  diametro  hasta  4,12  centimetros.  Hallar  el  volumen  de  metal  el iminado. 

El  volumen  (centimetros  cubicos)  de  un  cilindro  circular  de  radio  x centimetros  y altura  12  centimetros  es 
V = fix)  = \2jix2.  El  volumen  que  queremos  calcular  es  /( 2,06)  — /( 2).  Segun  el  teorema  del  valor  medio. 

/(2,06)  —fil)  = 0,06 f'ix0)  = 0,06(24^o),  2 < x0  < 2,06 

Tomando  x0  = 2;  tendremos,  aproximadamente, /(2, 06) — /( 2)  = 0,06(24ti  • 2)  = 2, 8871  cm3. 

6.  Suponiendo  que  la  funcidn  y = fix)  cumple  las  condiciones  del  teorema  del  valor  medio,  siendo  a — x,  b = x 4-  Ax, 
demostrar  que  Ay  — f'&)  * Ax,  aproximadamente. 

Tendremos  Ay  = fix  + Ax)  — fix)  ~ lx  + Ax  — x]  •/'(* o)»  x < x0  < x 4-  Ax, 

Tomando  *0  = x;  tendremos,  aproximadamente  Ay  = /'(*)  • Ax. 


7.  Aplicando  el  teorema  del  valor  medio,  demostrar  que  sen  x < x para  x > 0. 

Como  sen  jc  < 1,  sen*  < x cuando  x > 1.  Tomando  fix)  = sen  x con  0 < x < 1 y aplicando  (II);  tendremos 

sen  x = sen  0 + x cos  x0  = x cos  x0,  0 < x0  < x 
Ahora  bien,  en  este  intervalo,  cos  x0  < 1 y x cos  x0  < x;  por  tanto,  sen  x < x. 


8.  Aplicando  el  teorema  del  valor  medio,  demostrar  que 


1 + * 

Aplicando  (IV)  con  fix)  = In  x,  a = 1 y h = x;  tendremos 


< In  (1  + x)  < x para  —1  < x < 0 y para  x > 0. 


In  (1  + x)  = In  1 + x 


1 + Ox  1 + 6x 


, o<  e<  1 


Cuando  x > 0,  1 < 1 + 6x<  1 + x;  por  tanto,  1 > . } „ > 1 


1 + Ox  1 4- x 


X X 

y *>  . . * > 


Cuando  — 1 < x < 0,  1>  1 + 0x  > 1 + x;  por  tanto,  1 < 


1 


r — < 


1 + dx  1 + x 


1 4- Ox  1 4-  x 

x x 

y x>  , . „ > 


1 4-  Ox  1 + x * 


En  ambos  casos,  , * < x y In  (1  + x)  = , * ^ < x\  tambten,  t * ^ ^ y In  (1  4-  x) 


1 + Ox 

1 + 6x  ' "iTx * 1 + x 


1 + Ox 


1 + 6x  l 4- x 


XX  X 

> Por  tanto,  — - — < In  (1  + x)  < x cuando  — 1 < x < 0 y cuando  x > 0. 


CAR  21] 


TEOREMAS  DE  VALOR  MEDIO 


111 


9.  Aplicando  el  teorema  del  valor  medio,  demostrar  que  \/l  + x < 1 4-  Jjc  para  —1  < x < 0 y para  x>  0. 

Tomando  fix)  = V*  y aplicando  (IV)  con  a — 1,  h — jc,  tendremos 

vT+lc  = 1 H . x 0 < 0 < 1 

2 V 1 4-  Bx 

Cuando  x > 0.  Vl  4-  Ox  < \/l  + x y -*  > . X ; cuando  — 1 < x < 0,  Vl  + Bx  > 's/I  4-  x 

2Vl  + Bx  2\/ 1 4-  x ■ 

X X 

y ; > , 

2\/ 1 4-  Ox  2yTTx 

En  ambos  casos,  Vl  4 jc  — 1 H , * > 1 H * Multiplicando  la  desigualdad  por  Vl  4 jc>  0, 

2Vl  4 Bx  2Vl  4 x 

tendremos  1 4 x > Vl  4-  * 4-  £jc  y Vl  4 x < 1 4 Jjc. 


10.  Hallar  el  valor  de  jc0  que  satisface  las  condiciones  del  teorema  de  Cauchy,  siendo  fix)  — 3x  4-  2,  ^(;c)  = jc8  4 1, 
1 < jc  < 4. 

El  valor  de  x0  debe  ser  tal  que: 

m—m  _ /(4)-/(l)  14-5  3 _ /'(*«)  _ 3 

gib)  — gia)  g(4)-g(l)  17-2  5 *'<*>  2x0 

De  donde  2x0  = 5 y jc0  = 5/2. 


11.  Demostrar  el  Teorema  de  Rolle:  Si  una  funcion  f(x)  es  continua  en  el  intervalo  cerrado  a < x <bt  derivable  en  el 
intervalo  abierto  a < x < b,  y ademas  f(a ) = f(b ) = 0,  existe,  al  me  nos,  un  valor  x — jc0  comprendido  entre  a y 6,  en 
el  que  se  verifica  /'(*)  = 0. 

Si  f(x)  — 0 en  el  intervalo,  tambien  lo  sera  /'(jc)  = 0 y,  por  tanto,  el  teorema  estard  demostrado.  En  los  dem&s 
casos,  fix)  serd  positivo  (negativo)  en  algun  punto  del  intervalo  y,  por  consiguiente  (ver  Propiedad  II,  Capitulo  3),  habrd 
un  valor  x = jc0,  a < x0  <6,  para  el  que  corresponde  un  maximo  (mi'nimo)  relativo  y /'(jc0)  = 0. 


12.  Demostrar  el  teorema  del  valor  medio:  Si  fix)  es  una  funci6n  continua  en  el  intervalo  cerrado  a < x < by  derivable  en 
el  intervalo  abierto  a < x < b,  existe,  al  menos,  un  valor  de  jc,  jc  = jc0  comprendido  entre  a y b,  en  el  que  se  verifica 


En  la  Fig.  21-3,  la  ecuacidn  de  la  secante  PXP%  es  y = fib)  4-  AXjc  — 6),  siendo  K = ■ En  un  punto  cual- 

quiera  x del  intervalo  a < jc  < 6,  la  distancia  vertical  de  la  secante  a la  curva  es  F(x)  — fix)  — fib)  — Kix  — b).  Ahora 
bien,  Fix)  satisface  las  condiciones  del  teorema  de  Rolle  (como  facilmente  se  puede  comprobar),  con  lo  que  F'(x) 
= /'(  jc)  — K — 0 en  algun  jc  = jc0  comprendido  entre  ay  b.  Por  tanto, 


K = f\x  0) 


fib) -fja) 
b — a 


como  querfamos  demostrar. 


13.  Demostrar  el  teorema  de  Cauchy:  Si  fix)  y g{x)  son  funciones  continuas  e'n  el  intervalo  cerrado  a < x b y derivables 
en  el  intervalo  abierto  a < x < bf  siendo  V(jc)  ^ 0,  existe,  al  menos,  un  valor  de  xt  x = x0t  comprendido  entre  a y bt 
en  el  que  se  verifica 

fjb)-~fia)  = f'jx  0) 
gib)— gia)  g'ix0) 

Supongamos  que  gib)  ~ gia);  segun  el  corolario  del  teorema  de  Rolle,  g'ix)  = 0 en  algun  x comprendido  entre  a y bt 

lo  cual  es  contrario  a la  hipdtesis;  por  tanto,  gib)  ^ gia).  Hagamos  = K (constante),  y formemos  la  funcidn 

gib)— gia) 

Fix)  = fix)  -fib)  - K[gix)  — gib)] 

Ahora  bien,  esta  funcidn  cumple  las  condiciones  del  teorema  de  Rolle  (como  fdcilmente  se  puede  comprobar)  y,  por 
tanto,  F'ix)  = /'(jc)  — Kg\x)  = 0 al  menos  para  algtin  valor  de  jc,  jc  = jc0  comprendido  entre  a y b.  As i pues, 

K = ^ como  queriamos  demostrar. 

gixo)  gib)— gia) 
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14,  Un  arco  PQ  de  Ja  curva  y — f(x)  es  c6ncavo  en  la  regi6n  situada  por  encima  de  la  cuerda  PQ  y convexo  por  debajo  de 
ella,  Demostrar  que  si  /( x)  y f'(x)  son  continuas  en  el  intervalo  cerrado  a < x < b y f\x ) tiene  el  mismo  signo  en  el 
intervalo  a < x < bf  se  verifica: 


(I)  / (x)  es  c6ncava  en  el  intervalo  a < x < b cuando  /'  '(*)  > 0, 

(ii)  f(x)  es  convexa  en  el  intervalo  a < x < b cuando  f"(x)  < 0. 

La  ecuacidn  de  la  cuerda  PQ  que  une  los  puntos  P[a,f(a)] 

y Q[bjm  es:  y =f(a ) + (x—a)  /(^~/(a).  Sean  Ay  B los 

b — a 

puntos  sobre  el  arco  y sobre  la  cuerda,  respectivamente,  cuya 
abscisa  es  x = c,  a < c < 6;  las  ordenadas  correspondientes 
ser£n/(c)  y 

f(a)  + (c  — a)  ^ (/>  — c)  -/(a)  + (c  — a)  • f(b ) 

b — a b — o 

(i)  Tendremos  que  demostrar  que 

m<  {b  — c)-m  + {c-a)-m 


cuando/' '(jc)  > 0.  Segun  el  teorema  del  valor  medio, 


*=  /'(£ X siendo  £ un  punto  comprendido  entre  c y a y 

b — c 

= en  donde  r\  es  un  punto  comprendido  entre  c y b.  Como  /"( x)  > 0 en  el  intervalo  a < x < b9  f'(x)  seri  una 
funci6n  creciente  en  el  intervalo  y /'(£)  < f'{rj),  Por  tanto,  ^ < /(^)  ^c\  de  donde  se  deduce 


f{c)<  (6  — c)»/(n)  + (c-n)‘/(b) 
b — a 


como  se  querla  demostrar. 

La  demostraci6n  de  (ii)  se  deja  como  ejercicio  para  el  alumno. 


15.  Demostrar  que  si  f(x)  y sus  (n  — 1)  primeras  derivadas  son  funciones  continuas  en  el  intervalo  cerrado  a < x < b 
y fln}  (x)  estd  definida  en  el  intervalo  abierto  a < x < b,  existe  un  valor  de  x,  x = x0,  comprendido  entre  a y bf  en  el 
que  se  verifica: 

m = m + ^Y~(b  — a)  + t^>-(b-ay  + • • • + (b  - a)-1  + /<^(jy,)  (b-  a)» 

En  el  caso  particular  de  que  n = 1,  se  obtiene  el  teorema  del  valor  medio.  La  demostraci6n  que  se  hace  seguida- 
mente  es  an&loga  a la  del  Problema  12.  Sea  K un  numero  tal  que  se  verifique: 

(0  m = /(*)  + ^jy-(b-a)  + C£L(b-ay  +■■■+  (b  - a)-1  + K(b  - a)’ 

y consideremos 

F(x)  = f(x)  -m  + ~r  <*-*)  + JQr-  (*-*)*+•••  + (b — x)*->  + Mb  - *)■ 

Ahora  bien  F(a)  = 0 por  (i)  y F(b)  = 0.  Por  el  teorema  de  Rolle,  existe  un  x = xt,  siendo  a < x0<  b,  tal  que 

| /"'(*.) 


F'(x „)  = /'(*„)  + {/"(x.)  • (b  - x0)  -/'(*„)}  + 


2! 


(b-x0y  -/"(*„)•  (6 -x„) 


+ + j („_!);  <*  — *«>  ~ (n 2) ! (b  ~ Xo)  \ — Kn(b—  *o)" 


= (b  - x,r-1  - mb  - 


Entonces  K 


f{n)  (x0) 


e (i)  se  convierte  en 


m = «.)  + »-.) + ££>  «,-»)•  + • • • + + 
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Problemas  propuestos 

16.  Hallar  un  valor  jc0  que  cumpla  las  condicioncs  del  teorema  de  Rolle  para  las  funciones 

(a)  /(jc)  = jc2  — 4jc  4-  3,  1 ^ < 3 Sol.  x0  = 2 

(b)  /( jc)  = sen  jr,  0 < x < n Sol . jc0  = £ n 

(c)  / (jc)  = cos  xy  n/2  < x < 3n/2  Sol . xQ  = n 

17.  Hallar  un  valor  x0  que  cumpla  las  condiciones  del  teorema  del  valor  medio  para  las  funciones 

(a)  y — jc3,  0 < x < 6 Sol . jc0  ~ 2\/J 

(b)  y = ax2  + bx  + c>  xx  x < x2  Sol.  jc0  = £(jcx  + jc*) 

(c)  y = In  x.  1 ^ jc  < 2e  Sol.  x0  = ^ 

18.  Obtener  un  valor  aproximado  de  (a)  \f\5y  (b)  (3,001  )3,  (c)  1/999,  aplicando  el  teorema  del  valor  medio. 
Sol.  (a)  3,875,  ( b ) 27,027,  (c)  0,001001 


19.  Aplicar  el  teorema  del  valor  medio  para  demostrar  que: 

(a)  tag  x > Xy  0 < jc  < in;  ( b ) * < Arc  tag  x < jc,  x > 0;  (c)  jc  < Arc  sen  jc  < — x , 0 < jc  < 1. 

1 + x v 1 — x% 


20.  Demostrar  que  |/(jc)  — /( jcO  | < |jc  — jcj  |,  siendo  jct  un  mimero  cualquiera,  cuando  (a) /(jc)  = sen  jc,  (b) /(jc)  = cos  jc. 


21.  Aplicando  el  teorema  del  valor  medio,  demostrar  que: 

(a)  Si  /'(jc)  = 0 en  todos  ios  puntos  del  intervalo  cerrado  a < jc  < bt  se  verifica  /(jc)  = f(a ) — c (constante)  en  todos 
los  puntos  del  mismo. 

(b)  /(jc)  es  creciente  al  aumentar  jc  en  el  intervalo  cerrado  a < jc  < by  si /'( jc)  > Oen  todos  los  puntos  del  mismo. 

Ind.  Sean  jc!  < jc8  dos  puntos  del  intervalo; /(jc2)  = /( jcj)  + (jc8  — x^f'{x 0),  xx  < x0  < xz. 


22.  Aplicando  el  teorema  del  Problema  21(a),  demostrar  que  si  /(jc)  y ^(jc)  son  dos  funciones  distintas  pero  f'(x)  = g'(x)  en 
todos  los  puntos  de  un  intervalo,  /(jc)  — ^(jc)  = c =£  0 (constante)  en  el  citado  intervalo. 


23.  Una  funci6n  /( jc)  tiene  un  punto  critico  en  jc  = jc®,  si  /'(jc)  cambia  de  signo  cuando  x pasa  por  jc  = jcq.  Sean  xl  < xt  • * • 
< jcm_!  < jc„  distintos  puntos  criticos  de  la  funcion  /(jc).  Demostrar  que  /(jc)  =0  tiene  como  m&ximo  una  rafz  real  en 
cada  uno  de  los  intervalos  jc  < jc1(  jc2  < jc  < jc2,  • * *,  jc*,_i  < jc  < jcm,  jc  > jcm. 


24.  Demostrar  que  si  /(jc)  = 0 es  una  funcion  de  grado  n con  n ralces  simples,  la  funci6n /'(jc)  = 0 tiene  exactamente  n — 1 
ralces  simples. 


25.  Demostrar  que  jc3  + px  + q = 0 tiene  (a)  una  ralz  real  si  p > 0,  (b)  tres  ralces  reales  si  4 p3  + 21q*  < 0. 

26.  Hallar  un  valor  jc0  que  cumpla  las  condiciones  del  teorema  de  Cauchy  para  las  funciones 

(a)  f(x)  = x2  4-  2jc  — 3,  g( jc)  = jc*  — 4jc  + 6;  a =0,  6 = 1.  Sol.  i 

(b)  /(jc)  = sen  jc,  ^(jc)  = cos  x;  a = nj 6,  b = nj 3.  Sol . \n. 

27.  Aplicando  el  teorema  del  valor  medio  generalizado  (VIII),  demostrar  que: 

(а)  se  puede  sustituir  jc  por  sen  jc  para  jc  < 0,31  con  un  error  menor  que  0,005, 

Ind:  Para  n = 3,  sen  jc  = jc  — £jc3  cos  jc0.  Por  otra  parte,  £ |jc*cos  jc0|  < i |jc3|  < 0,005. 

(б)  Se  puede  sustituir  jc  por  jc  — jc3/6  para  jc  < 0,359  con  un  error  menor  que  0,00005. 


Capitulo  22 


Formas  indeterminadas 


EL  CALCULO  DE  LA  DERTVADA  de  una  funcion  f(x)  por  la  regia  de  los  cuatro  pasos,  dada  en  el 
Capitulo  4,  considera  la  expresion 


(«) 


,.m  f{x  +J*-M 

( x + Ax)  — x 


_ lim  F{AX) 
~ G(Ax) 


Cuando  los  limites  del  numerador  y del  denominador  de  la  fraccidn  son  ambos  iguales  a cero  la 
expresidn  (a)  presenta  la  forma  indeterminada  0/0.  En  el  Problema  5 del  Capitulo  2 vimos  algunos 
ejemplos  de  este  tipo. 

3* 2 

Analogamente,  la  expresidn  lim  — — — (ver  Problema  6,  Capitulo  2)  presenta  la  forma  inde- 

X-+OQ  9x  + 7 

terminada  oo/oo.  Estos  simbolos,  asi  como  otros  que  veremos  posteriormente  (0  • oo,  oo  — oo,  0°, 
oo°  y l»)  carecen  de  significado  aritmitico  y no  tienen  otro  alcance  que  el  de  recordar  los  limites 
de  las  funciones  con  que  se  opera. 


FORMA  0/0. 

Regia  de  UHopital.  Dadas  las  funciones  f(x)  y g(x),  derivables  en  el  intervalo  0<  |*-a|<« 
siendo  a un  ntimero,  y g(x)  # 0 para  todos  los  valores  de  x del  intervalo,  de  manera  que  lim  f(x) 


= 0 y lim  g(x)  = 0,  si  existe  o es  infinito  el  lim 


/'(*) 

g'(x) 


, se  verifica: 


lim  m-  = lim  ™ 


g(x) 


g'(x) 


xl  — 81 

EJempIo  1 : lim  =-  es  de  la  forma  indeterminada  0/0,  Por  tanto 

x — ► 3 x — 3 


—■  (jc*  — 81)  4_ 

lim  — -j = lim  4x*  — 108,  o sea  lim  — — = 108 

*—►8  “ . x— *“3  x— ►a  x — 3 

4£(*-3) 

(Ver  Problemas  1-7.) 

Nota.  La  regia  de  L’Hopital  implica  que  lim  f(x)/g(x)  — lim  f(x)/g(x).  En  algunos  problemas 

x~+a+  x-*-a- 

(concretamente  en  el  Problema  8)  se  demuestra  la  existencia  de  uno  de  estos  limites. 


FORMA  oo/oo. 

La  regia  de  L’Hopital  sigue  siendo  valida  si  efectuamos  una  o ambas  sustituciones  en  las  hi- 
potesis: 

(i)  «lim/(x)  = 0 y lim  g(x)  = 0»  se  sustituyen  por  «lim  f(x)  = oo  y lim  g(x)  = oo», 

x~*a  x-+a  xr-+a  x-*a 

(ii)  «siendo  a un  mimero»  se  sustituye  por  «a  = +oo,  — oo,  o oo»  y «0  < \x  — a|  < 8»  se  sus- 
tituye  por  « |x  | > M». 

X“ 

EJempIo  2:  lim  ——  es  de  la  forma  indeterminada  oo/oo.  Por  tanto, 

x — ►H-oo  e* 


x2  2x  2 

lim  — ~ = lim  — = lim  — — 0 

(Ver  Problemas  9-11.) 
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FORMAS  0 • oo  e oo  — oo. 

Estas  formas  se  pueden  tratar  como  las  anteriores  reduci&idolas,  previamente,  a una  de  las 
formas  0/0  o oo/oo.  Por  ejemplo : 

JCa 

lim  x2e~x  es  del  tipo  0 • oo  y lim  — es  del  tipo  oo/oo; 

x — ► + oo  x-^+oo  C* 

lim  (esc  x ] es  del  tipo  oo  — oo  y lim  {- — ^5- 

x-o  \ x I o \ x sen  x 

(Ver  Problemas  13-16.) 


es  del  tipo  0/0. 

i 


FORMAS  0°,  oo®  y 1*. 

Si  lim  y conduce  a uno  de  estos  tipos,  lim  (In  y)  es  de  la  forma  0 • oo. 


Ejemplo  3:  Hallar  lim  (sec®  2jc)C0tt  •». 

x— M) 

Este  es  del  tipo  l00.  Sea  y = (sec®  2jc)C0t*  ®*;  tendremos  In  y = cot8  3x  In  sec®  2x  = 
y lim  In  y es  del  tipo  0/0 

X-M) 


3 In  sec  2x 
tag*  3x 


Ahora  bien, 


lim 

x-*-o 


3 In  sec  2jc 
tag8  3x 


= lim 


6tag2;c  tag  2* 

A1XH  “ I 7 lim  “ 4 

x^o  6 tag  3x  sec*  3x  x-m  tag  3jc 


ya  que  lim  sec*  3jc  = 1,  es  del  tipo  0/0. 

X-V0 


As!  pues,  lim 


tag  2x 


= lim 


2 sec*  2x 


Jilll  — ; — 11111  — — 

x-m>  tag  3x  x-»o  3 sec*  3x 


Como  lim  In  y — 2/3,  lim  y = lim  (sec®  2x)coi*  ®*  = e^®. 

X-M)  X-*-0  X— ►O 

(Ver  Problemas  17-19.) 


Problemas  resueltos 


1.  Demostrar  la  Regia  de  L’Hdpital:  Dadas  las  funciones  fix)  y g{x),  derivable  en el  intervalo  0 < |jc  — a \ <6,  siendo  a un 
ntimero,  y g(.x)  # 0 para  todos  los  valores  de  jc  del  intervalo,  de  manera  que  lim  f(x)  — 0y  lim g(x)  = 0,  si  existe  o es 

x—*a  x-+-a 

. - fix)  ..  fix)  r /'(*) 

infinitoel  lim  — se  verifica:  lim — --  = lim  , . . 

x-*ag  (x)  X-H2  g( x)  x-+ag  ix) 

Sustituyendo  b por  x en  el  teorema  de  Cauchy  (Capitulo  21),  teniendo  en  cuenta  que  f(a)  = g(a)  = 0,  tendremos, 


fix) -fid)  _ fix)  _ f'jXp) 
g(x)  — gia)  gix)  g\x 0) 

en  donde  jc0  est  & comprendido  entre  ay  x.  Ahora  bien,  cuando  jc0  -+■  a,  x ->  a y,  por  tanto, 


lim 

x—+a 


m 

g(x) 


= lim 


/'(*■) 
g'(x  o) 


= lim 


/'(*) 

g'(x) 


_J_  ^ ^ 

2.  Hallar  lim — . Cuando  x -+■  2,  el  numerador  y el  denominador  tienden  a cero. 

x — ►s  x2  — 4 


Aplicando  la  regia  de  L’Hdpital  lim  x "t  * . ^ = lim  * 


jc*  — 4 


2x 


4* 


Hallar  lim 


x 4-  sen  2x 


i uu  — , 

x— ►o  x — sen  2x 


Cuando  jc  -+■  0,  el  numerador  y el  denominador  tienden  a cero. 


a i , . T x -h  sen  2x  ..  1 + 2 cos  2jc 

Aplicando  la  regia  de  L’Hopital  lim  =—  = lim  * — 

*-►0  x — sen  2x  *-^o  1 — 2 cos  2x 


1 +2 
1 — 2 


— — 3. 


4.  Hallar  lim 
*-►0 


1 


lim 

*-*o 


*— 1 ..  e* 

; — = lim  — = oo. 

x%  ►n  2jc 


x4 
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Hallar  lim 

X-+0 


e*  + e-*  — x2  — 2 
sen 2 x — x2 


Cuando  x -v  0,  el  numerador  y el  denominador  tienden  a 0.  Aplicando  la  regia  de  L’Hdpital 

..  e* — *2  — 2 r — e~*  — 2x 
lim — z = lim  - 


sen*  x 


2 x — x2 


sen  2x  — 2x 


Como  la  funcidn  que  resulta  es  de  la  forma  indeterminada  0/0,  aplicamos  la  regia  de  nuevo: 

e*  + e~*  — x2  — 2 r ex  — e~x  — 2x  ex  + e~x  — 2 

lim - = lim ^ — = lim  - 


x— ►o  sen*  x — x2 


sen  2x  — 2x 


x-*o  2 cos  2x  — 2 


La  funci6n  que  resulta  ahora  es  tambidn  de  la  forma  indeterminada  0/0.  Por  consiguiente,  sin  detallar  los  pasos  inter- 
medios,  resulta: 

**  + e~*  — x*  — 2 ez—e-z  — 2x  e'  + e-*  — 2 

lim  — ^ - = lim  ^ ^ — = lim 


sen*x — x 2 


= lim 


sen  2x  — 2x 
ex  — e 


= lim 


jr-t-o  2 cos  2x — 2 
e*  + e~x  1 


1UU  Z — A A 

x-+q  — 4 sen  2x  *-►<>  — 8 cos  2a: 


6.  Criticar  la  soluci6n:  lim 


ac*  — ac*  — x — 2 3x*  — 2x  — 1 r 6x  — 2 t.  6 

— -= — , t , =-  = lim  r = lim  ~2 t — lun  t — 1. 

*-*»  ac*  — 3ac*  + 3x  — 2 z-*t  3ac*  — 6ac  4-  3 *-►*  6ac  — 6 *-^a  6 


La  funci6n  dada  es  de  la  forma  indeterminada  0/0  y,  por  tanto,  se  puede  aplicar  la  regia  de  L’Hdpital,  pero  la  funcidn 
resultante  no  es  indeterminada  (su  Hmite  es  7/3),  con  lo  cual,  las  sucesivas  aplicaciones  de  la  regia  carecen  de  justificacidn. 
Este  tipo  de  errores  es  muy  frecuente. 


Criticar  la  solucidn:  lim 


1 = 3ac*  — 2ac  — 1 = 6ac  — 2 
AC*  — 2x*  + AC  3ac*  — 4ac  + 1 6ac  — 4 


— 2. 


T . . ..  ac®  — ac*  — ac  4-  1 ..  3ac*  — 2ac  — 1 ..  6x  — 2 _ 

La  solucidn  correcta  es:  lim  — = =-=— = lim  5 ^ — — r-  = lim  = 2. 


ac3  — 2x*  + x x-*i  3ac®  — 4a:  + 1 
El  resultado  era  el  verdadero,  pero  no  estaba  correctamente  expresado. 


6ac  — 4 


8.  Hallar  lim 


sen  ac 


Jim  , ~ « 

*-+n + V AC  — It 


..  sen  ac 
lim  — , = lim 


cos  AC 


= lim  2(ac  — rr)l/*  cos  ac  — 0 


, — i‘»‘  \ , \-ll2  — 1,1,1  * 

*-+71+  yx  — n *-+«+  5V*  — n)  *-+ji+ 

En  este  caso,  se  pide  el  limire  cuando  x tiende  n disminuyendo  hacia  dl,  porque  en  otro  caso  (x  — n)1/2  es  imaginario 


9.  Hallar  lim 


In  ac 


Z-++00  X 

Cuando  x->  4-  oo,  el  numerador  y el  denominador  tienden  a +qo.  Por  tanto,  lim  ^n—  = lim  = 0. 

*—►+00  X x — ^+00  1 


10.  Hallar  lim 
*-►0+ 


In  sen  x 
In  tag  ac  ' 


In  sen  a: 
lim  -r— 

*-o+  In  tag  X 


..  cos  x/sen  a: 

lun  — =— 77 

*-0+  sec2  x/tag  x 


lim  cos*x  = 1. 
*-►  0+ 


11.  Hallar  lim 

X-*0 


cot  X 
cot  2x  * 


cotx  csc*x  ..  csc*xcotx 

lim  — -= — = Urn  — r——  = lim  — — 

*— ►o  cot  2x  2 esc2  2x  x-*q  4 esc*  2x  cot  2x 


Como  vemos,  despuds  de  cada  aplicacidn  de  la  regia  de  L’Hdpital  se  obtiene  una  forma  indeterminada  del  tipo  oo/oo. 
Por  eflo,  se  debe  intentar  resolverlo  efectuando,  previamente,  una  sustitucidn  trigonomdtrica : 


lim 


cot  x 
cot  2x 


lim 

*“►0 


tag  2x 
tagx 


lim 


2 sec*  2x 
sec*x 
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12.  Siendo  lim  /(x)  = 0 y Jim  g(x)  = 0.  Demostrar  que  si  lim  ^ = Ly  se  verifica  lint  = L . 

*-►+00  x-^+00  *-++oo  g (X)  ar— ►+00  g(x) 

Tomando  x = 1/y.  Cuando  x-*+oo,  y-+0+  y lim  = iim  De  donde 

*-*+«  Si*)  r+o+ 


L — lim 


— lim 


= lim 


A+oo  g'(x)  ^0+  g'OM  -g'(Uy)'y-* 

m 


*-*0+  ^(1/y)  |r^0+ 


= lim  , . 

*->+00  g(x ) 


In  x 


13.  Hallar  lim  (x*  In  x). 

jr-*‘0+ 

Cuando  x->-  0+,  x*-*  0 y In  x->  — go.  Por  tanto,  es  una  forma  indeterminada  del  tipo  00/00. 

1/x 


lim  (x*  In  x)  = lim  -ynr 

#—►0+  *—►(>+  l/^ 


: Iim  -/  * 

*~>o+  2/ x 


Iim  (— ix2)  = 0 


14.  Iim  (1  — tag  x)  sec  2x  — lim  — ^ * = Iim  800  *— 

*-►31/4  *— ►ji/i  cos  2x  *“►«/*  — 2 sen  2x 


- 1. 


15.  lim  (± = lim  — 1 * = lim  - /*  ~ , = lim 

*— *-o  \x  e — 1 / *— ►o  x(e*  — 1)  x — ►o  xe*  + e*  — 1 x-*o 


e* 


xe*  + 2e*  2* 


, .V,-  1 — cosx  sen  x 

16.  lim  (esc x — cot x)  = lim  — — L ^ — = lim  ___  = 0. 


senx 


*-►0  cos  x 


17.  Hallar  lim  **/<*-»  (Es  del  tipo  l00.) 

*-►1 

Sea  y = x1/(*_1).  Tendremos  In  y — —5^—  es  una  forma  indeterminada  del  tipo 

x — 1 0 

lim  In  y = lim  x — lim  = I 

*-►1  *— *“1  X 1 x— ►!  1 

Como  In  1 cuando  x-*  1 ,y-*e.  Asl  pues,  el  llmite  es  igual  a e. 


18.  Hallar  lim  (tagx)*01*.  (Es  del  tipo  00 °.) 

Sea  y — (tag  x)*0*  *.  Tendremos  In  y — cos  x In  tag  x = taS  x es  del  tipo  — . 

sec  x 00 

. ..  In  tag x ..  sec*x/tagx  ..  cosx  . 

•-►i/trt-  *—►»/*«—  sec  x x-h/sjt-  sec  x tag  x *-*-»/!*-  sen*  x 

Como  In y^*-  0 cuando  x->  y-*  I.  Asl  pues,  el  llmite  es  igual  a 1. 

19.  Hallar  lim  x**11  x.  (Es  del  tipo  0*.) 


Sea  y — x*eiix.  Tendremos  lny  = sen  xlnx  = *n  * es  una  forma  indeterminada  del  tipo—. 

esc  x 00 


..  sen*  x ..  2 senx  cosx 

= lim  = lim 


lim  In  y = lim  ln  * = lim  ~— 

*-►0+  «-^o+  esc  x — esc  x cot  x *_►„+  — x cos  x x_^+  x sen  x — cos  x 

Como  In  y-+  0 cuando  x-*  0+,  y-*  1.  Asl  pues,  el  llmite  es  igual  a 1. 

V2  + x* 


20.  Hallar  Iim 

*-►+«> 


Urn  y***  = lim 


X-V+OO 

V2  + x« 


-y/2  + x* 


vT+^  , 

= lim , etc. 


Por  ejemplo,  lim  v **  1 **-  = lim  1/— = lim  + 1 = 

r->+co  \ X*  * — ►+00  X* 
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21.  La  intensidad  de  corriente  por  una  bobina  de  resistencia  R y coeficiente  de  autoinducci6n  Lf  conectada  a una  fuerza 

£ 

electromotriz  constante  E viene  dada,  en  funcidn  del  tiempo  /,  por:  / = — (1  — e~SilL)t  Obtener  una  fdrmula  de  apli- 
caci6n  en  el  caso  de  que  la  resistencia  R sea  muy  pequefia. 


lim  i = lim 

ft^O  K-+0 


E(  1 - 
R 


lim  E±r e-*'* 


Et 

L 


Hallar 


22. 


23. 


lim 

t_  4 

lim 

x-+  4 


x4  - 256 
x — 4 

x*  - 256 
x*-  16 


24. 


lim 

x 3 


x 8 — 3x 
x*  — 9 


266 

32 

1/2 


25. 

26. 


, . e*  — e* 

lim 5- 

*^2  x — 2 


lim 


xe* 

1 — e* 


e * 
-1 


27. 

28. 
29. 


30. 


31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

36. 


37. 


38. 

39. 


lim 

x-+0 


e*  — 1 
tag  2x 


1/2 


lim 

-1 


In  (2  + x) 
x + 1 


1 


lim 

x_0 


COS  X — 1 

cos  2x  — 1 


1/4 


lim 

x 0 


sen  x 


lim 

I-+  0 


2 arc  tag  x — x 
2x  — arc  sen  x 


1 


lim 

x-+  0 


In  sec  2x 
In  sec  x 


lim 

x 0 


In  cos  x 
x* 


4 

-1/2 


..  cos  2x  — cos  x 

lim = 

*-+o  sen2  x 


In  x 
lim  —=■ 
* — +»  yx 


- 0 


lim 


esc  6x 


-WttCSC  2* 


= 1/3 


lim 

x — . +( 

lim 

x-+  + : 


5x  + 2 In  x 
x + 3 In  x 
x4  + x» 
e*  + 1 


0 


-3/2 


5 


Problemas  propuestos 


40. 

41. 

42. 

43. 

44. 


45. 


46. 

47. 

48. 

49. 

50. 

51. 

52. 

53. 

54. 

55. 

56. 

57. 


58. 


59. 

60. 
61. 


lim 

JT-+0  + 


lim 

*-+  + 3C 


In  cot  x 


«*  + 3** 
4e*  + 2** 


lim  (e*  — 1)  cot  x 

x~*  0 

lim  x*e*  = 0 

x-+  - 30 

lim  x esc  x = 1 

o 

lim  esc  irx  Inx  = 

x~+  I 

lim  e“Uf*sec*x 


0 


= 1/4 
= 1 


— 1/ir 
= 0 


lim  (x  — arc  sen  x)  csc#x  = —1/6 


*-»\**-4  x-2  J 

lim/- — = 0 

*-*o\x  senxy 


-1/4 


lim  (sec8  x — tag3  x)  = * 
*-V4tt 

lim  ( ^ = —1/2 

*-i\lnx  x — 1/ 

- r^n)  = ~m 

lim  (la*  - -U  = 0 

*-+A  X Vx/ 

lim  x*  = 1 
*-*0  + 

lim  (cosx)!/*  = 1 

X-+  0 

lim  (e*  + 3*)1"  = e* 
lim  (1  — e~x)* * = 1/e 

X -+  + X 

lim  (senx  — cosx)u»*  = 1/e 

at-*  Hit 

lim  (tag  x)eo* * = 1 
lim  a?t**V47r*  = e-,/ir 

ih  i 

lim  (1  + 1/x)*  = e 

r-»  + x 


62.  Hallar: 


(a)  lim 


e*(l  - e«) 


o (1  + x)  In  (1  — x) 


= lim 


lim 


1 — e* 


Ox  V* 

(b)  lim  — = 0,  (c)  lim  — j-  - 0 

X-+  + * JJX*  *_*0+  % 


ol  + x *-oln(l  — x) 
e 


- 1, 


i • In5  x A 
lim  — r—  = 0. 


Idem,  lim 

X — ► + oc 


In1000  x 


63.  Hallar 


Capilulo  23 


Diferendales 

DIFERENCIALES.  Dada  la  funcion  y = /(x)  se  define: 

(o)  dx,  leido  diferencial  de  x , por  la  relacion  dx  = /lx. 

(6)  d.y,  leido  diferencial  de  y,  por  la  relaci6n  dy  — f\x)dx. 

La  diferencial  de  una  variable  independiente  es,  por  definicidn,  el  incremento  que  experimenta; 
sin  embargo,  la  diferencial  de  una  variable  dependiente  o funcion  no  es  igual  a su  incremento. 
(Ver  Fig.  23-1.) 

Ejemplo  1: 

Dada  la  funcion  y = x2,  dy  = 2x  • dx,  mientras  que,  Ay  — (x  + dx)2  — x2  = lx  * Ax  4-  (dx)2  = lx  dx  + (dx)2. 
La  Fig.  23-2  muestra  una  interpretaci6n  geom6trica  en  la  que  se  puede  observar  que  Ay  y dy  se  diferencian  en  el 
pequefto  cuadrado  de  Area  (dx)2. 


Fig.  23-2 


LA  DIFERENCIAL,  dy,  se  puede  hallar  aplicando  su  fdrmula  de  definici6n,  o bien  por  medio  de  las 
reglas  del  calculo  de  derivadas.  Algunas  de  estas  son : 

d(c)  = 0,  d(cu)  = c du , d(wv)  = u dv  + v du, 
d j = V^v2^V  > <^(sen  u)  = cos  u du,  d(ln  u)  — etc. 

Ejemplo  2:  Hallar  dy  en  las  funciones  siguientes: 

(o)  y = x3  4-  4x2  — 5x  4-  6 

dy  = d(x3)  + d( 4x2)  — d(5x)  + d( 6)  = (3x2  + 8x  — 5)  dx 
(«  * = (2x3  + 5)3/2 

d;'  = |(2x3  + 5)1/2  d(2x3  + 5)  = |(2x3  + 5)1'2  * 6x2  dx  = 9x2(2x3  + 5)1'2  dx 

(Ver  Problemas  1-5.) 

CALCULO  APROXIMADO  DE  INCREMENTOS  POR  MEDIO  DE  LA  DIFERENCIAL.  Si  dx  *=  /lx 
es  relativamente  pequeno  con  respecto  a x,  el  valor  de  Ay  se  puede  obtener  aproximadamente  ha- 
llando  dy. 

Ejemplo  3: 

Sea  y = x2  + x + ly  supongamos  que  x sufre  un  incremento  desde  x — 2 hasta  x = 2,01.  La  variacidn  real 
correspondiente  a y es  Ay  = {(2,01)2  + 2,01  + 1}  — {22  + 2 + 1}  = 0,0501.  Haciendo  x = 2 y dx  = 0,01  podemos 
obtener,  aproximadamente,  el  valor  del  incremento  de  y , hallando  dy  =/'(x)dx  — (2x  4-  l)dx  = (2(2)  -I-  1}. 
0,01  = 0,05. 

(Ver  Problemas  6-10.) 
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APROXIMACION  DE  LAS  RAICES  DE  UNA  ECUACION. 
Sea  x = xx  un  valor  aproximado,  convenientemente  elegido, 
de  una  raiz  r-sima  de  la  ecuacion  y = f(x)  = 0,  y suponga- 
mos  que  /(xj)  = yx  =£  0,  de  forma  que  yx  diferira  de  cero  en 
una  cantidad  pequena.  Si  el  valor  de  xx  se  incrementa  hasta  r, 
el  incremento  correspondiente  de  f{xx)  es  Ay1  ~ — y^  Asi, 
pues,  un  valor  aproximado  del  incremento  de  xx  vendr&  dado 


por  f'(x1)dx1  = — yx,  o sea,  dxx  = — 


yi 


nx x) 

valor,  m&s  aproximado,  de  la  raiz  r-sima  ser&: 


. Por  tanto,  otro 


x2  = xx+  dxx  = xx 


yi 

/'(* i) 


= *1 


Ax  i) 

f(xx) 


DespuSs  de  una  tercera  aproximacion,  tendremos  x,  = x2  + dx%  = x2 


/(* «) 
fW 


y asi  sucesiva- 


mentc. 


Si  el  valor  elegido  de  xx  no  es t&  suficientemente  aproximado  al  de  la  raiz,  se  observar&  que  x% 
difiere  apreciablemente  de  xx.  Aunque  esto  no  presenta  un  serio  inconveniente  ya  que  el  proceso 
se  autocorrige,  sin  embargo,  lo  m&s  r&pido  es  comenzar  de  nuevo  el  proceso  con  otro  valor  inicial 
m&s  precise. 

(Ver  Problemas  11-12.) 


Problemas  resueltos 


i. 


Hallar  dy  en  las  funciones  siguientes : 


(a)  y 


x2  + 2x  4-  1 
x2  + 3 


dy 


(x*4  3)-ri(x34  2s  + l)  - (x»  + 2x  + 1)  * d(x*  4-  3) 
(x2  + 3)* 


(x2  + 3)(3x*  4 2)  dx  - (xa  4-  2x  4-  l)(2x)  dx 
(x2  4-  3)* 


x4  + 7x*  - 2x  + 6 
(x1  4-  3)* 


dx 


(6)  y — cos*  2x  + sen  3x. 

dy  = 2 cos  2x  d(cos  2x)  4 d(sen3x)  = 2 cos  2x(— 2 sen  2x  dx)  4 3cos3xdx 

= — 4 sen  2x  cos  2x  dx  4 3 cos  3x  dx  = (—2  sen  4x  + 3 cos  3x)  dx 


(c)  y — e3x  4-  arc  sen  2x.  dy  — (3e5x  + 2 f^\  — 4xl)  dx 


Diferenciar  las  funciones  de  los  Problemas  2-5  y hallar  dyjdx. 

2.  xy  4-  x — 2 y = 5. 

d{xy)  4-  d(x)  — d(2y)  = d(5). 

dy 

x dy  4-  y dx  + dx  — 2 dy  = 0 o (x  — 2)  dy  4 (y  4 1)  dx  = 0.  De  donde  -j—  = 


3.  x*y2  — 2x2y  4 3 xy2  — Sxy  = 6. 

2 xzydy  4 3 x2y2  dx  — 2 x2  dy  — 4 xy  dx  + 6xy  dy  4 3 y2  dx  — 8xdy  — Sy  dx  = 0 

dy  _ 8 y — 3 y2  4 4xy  — 3x*y* 

dx  ” 2x3y  — 2x*  + 6xy  — 8x 


2x  _ Sy 
y x 


dy  _ 2 x2y  4 3 y* 
dx  ~ 3 xy2  4 2x3 


4. 


8. 


0 y 
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5.  x = 3 cos  6 — cos  3d,  y — 3 sen  6 — sen  3d, 
dx  = ( — 3 sen  0 + 3 sen  3d)  d$f  dy  = (3  cos  d — 3 cos  3d)  dO , y 

ax 

6.  Aplicando  el  c&lculo  diferencial,  ha  liar  aproximadamente  (a)  ^124,  (b)  sen  60ol'. 

(a)  Para  y — x1/8,  dy  = dx.  Tomando  x — 125  = 5s  y dx  = — 1.  Obtenemos  dy  = ^ ^ “ -7^- 

= — 0,0133  y,  aproximadamente,  124  — y + dy  = 5 — 0,0133  = 4,9867. 

(b)  Para  * = 60°  y dx  = 1'  = 0,0003  rad,  y = sen*  = VT/2  - 0,86603  y dy  = cos  xdx  = *(0,0003)  - 0,00015. 
De  donde,  aproximadamente,  sen  60°1 ' = y + dy  = 0,86603  + 0,00015  = 0,86618. 

7.  Calcularzly,  <fy,  e Ay,  — dy  siendo  y — **a  + 3.x,  x = 2,  y <£c  = 0,5. 

^ - {4(2,5)»  + 3(2,5)}  - {*(2)a  + 3(2)}  = 2,625. 

dy  = (x  + 3 )dx  = (2  + 3)(0,5)  = 2,5  Ay  — dy  = 2,625  — 2,5  = 0,125. 


cos  d — cos  3d 
— send  + sen  3d 


8.  Hallar,  aproximadamente,  la  variacidn  experimentada  por  el  volumen  de  un  cubo  de  arista  x cuando  esta  se  incrementa 
en  un  1 %. 

Y = x*  y dV  = 3x*  dx . Para  dx  = 0,01*.  dV  - 3*a(0,01x)  - 0,03*a  cm* 


9.  Hallar  el  peso  aproximado  de  un  tubo  de  cobre  de  2 metros  de  longitud  y 2 centimetros  de  didmetro  interior  y 2 miH- 
metros  de  espesor.  El  peso  especlfico  del  cobre  vale  9 000  kp/m3. 

Calculemos,  en  primer  lugar,  la  variacidn  de  volumen  cuando  el  radio  r = 0,01  m se  sustituye  por  dr  — 0,002  m. 

V — Snr*  y dV  = l&irdr  * 16*(0,01)(0,002)  = 0,00032 xm1 
El  peso  buscado  es  9 000  (0,00032ft)  = 9 kp. 


10,  Hallar  los  valores  de  x para  los  cuales  se  puede  sustituir  tyx  por  tyx  + 1 con  un  error  menor  que  0,001. 
Para  y = x11*  y dx  = 1,  dy  = *x"4/4  dx  — Jx-4/5. 

Si  i*-4'4  < 10-8,  tendremos  x-*>*  < 5 • 10~8  y x~4  < 54  • 10“14. 

Si  x*  < 10  • 5‘ • 101*,  tendremos  x*  > yx>  — — — = 752,1. 

31  250  ^31250 


11.  Aproximar  las  raices  reales  de  x8  + 2x  — 5 = 0,  o bien,  xa  = 5 — 2x . 


(a)  Sobre  el  mismo  sistema  de  ejes,  se  construyen  las  curvas  y = x3  e y = 5 — 2x, 

Las  raices  de  la  ecuacidn  dada  son  las  abscisas  de  los  puntos  de  interseccidn. 
Del  gr&fico  se  deduce  que  existe  una  raiz  cuyo  valor  aproximado  es  xx  — 1,3. 


(b)  Una  segunda  aproximacidn  de  esta  raiz  es 

r , /fa)  _ i , (1,3)3  + 2(1,3) -5  _ — 0,203 

* 1 /'(*  i)  ’ 3(1, 3)8  + 2 ’ 7,07 


1,3  + 0,03  = 1,33 


La  divisidn  se  ha  calculado  con  dos  cifras  decimates  ya  que  inmediatamente  despuds  de  la  coma,  la  cifra  corres- 
pond iente  es  cero.  Elio  estd  de  acuerdo  con  un  teorema  que  dice:  si  en  una  divisidn  resultan  k ceros  inmediatamente 
despuds  de  la  coma,  el  cociente  debe  calcularse  con  2k  cifras  decimates. 


(c)  Efectuandc  una  tcrcera  y una  cuarta  aproximacidn,  tendremos: 


X*  — X3  " 


/(*•) 


/'(*,) 


= 1,33 


(1,33)*  + 2(1,33)  — 5 
3(1,33)*  + 2 


= 1.33  —0,0017  - 1,3283 


xt  = x3 


/(*») 

/'(•*>) 


= 1,3283  —0,00003114  = 1,32826886 
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12.  Aproximar  las  raices  de  la  ecuacidn  2 cos  x — x*  = 0. 


(a)  Las  curvas  y — 2 cos  x e > = x2  se  cortan  en  dos  punt  os  cuyas  abscisas  son,  aproximadamente,  1 y — 1,  ObsArvese 
que  si  una  de  las  raiccs  es  r,  la  otra  debe  ser  — r. 


(b)  Para  Xj  = 1 : x2  — 1 

(c)  x*  = l,02 


2 cos  1 — 1 
— 2 sen  1 — 2 

2 cos  (1,02)  — (1 ,02)* 


_ 2(0,5403)-!  ,0  02  _102 

+ 2(0,8415)  + 2 + ’ ’ 


0 OOM 

, = L02  + = 1,02  + 0,0017  - 1,0217. 


— 2 sen  (1,02)  — 2(1 ,02)  * * 3,7442 

Por  tanto,  con  cuatro  cifras  decimates,  las  rafces  son  1,0217  y — 1,0217. 


Problemas  propuestos 

13.  Hallar  dy  en  las  funciones  siguientes: 


(a) 

'h 

1 

T 

Sol . 

—3(5  — x)1  dx 

(< 0 

y — cos  bx1  Sol . 

— 2 bx  sen  bx2  dx 

(b) 

y - 

Sol. 

8xe^  dx 

(e) 

y — arc  cos  2x  Sol . 

—2 

dx 

< 

i 

(c) 

y — (sen  x)/x 

Sol . 

x cos  x — sen  x , 

rJY 

(f) 

y = In  tag  x Sol. 

2 dx 

a 

X* 

sen  2x 

Hallar  dyjdx  como  en  los  Problemas  2-5. 

(o) 

2 xy3  + 3 x2y  — 1 

Sol. 

2y(y*  + 3x) 

3x(2y2  + x) 

(c) 

y 

arc  tag  — = In  (x*  + y 2) 

Sol. 

2x  + y 
x — 2 y 

(b) 

xy  = sen  (x  — y) 

Sol. 

cos  (x  — y)  — y 
cos  (x — y)  + x 

(d) 

x*  In  y + y*  In  x = 2 

Sol. 

QxHny  + My 
(2 y2  In  x -f-  x2)x 

15. 


16. 


17. 


18. 


19. 


20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


Hallar,  con  ayuda  del  cAlculo  diferencial,  un  valor  aproximado  de  (a)  tyTl,  ( b ) 1020,  (c)  cos  59°,  (d)  tag  44° 

Sol.  (a)  2,03125,  (b)  3,99688,  (c)  0,5151,  (d)  0,9651. 

Hallar,  con  ayuda  del  cAlculo  diferencial,  el  incremento  de  (a)  x3  cuando  x pasa  de  5 a 5,01 ; ( b ) 1/x  cuando  x disminuye 
de  1 a 0,98.  Sol . (a)  0.75,  (b)  0,02. 

Un  disco  metal ico  se  dilata  porla  action  del  calor  de  manera  que  su  radio  aumenta  desde  5 a 5,06  centimetros.  Hallar 
el  valor  aproximado  del  incremento  del  Area.  Sol.  0,6 n = 1,88  cm*. 


Una  bola  de  hielo  de  10  centimetros  de  radio,  se  derrite  hasta  que  su  radio  adquiere  el  valor  9,8  metros.  Hallar,  aproxi- 
madamente, la  diminution  que  experimenta  (o)  su  volumen  y (b)  su  superficie.  Sol . (a)  80Jicm3,  ( b ) 16?icm2. 

La  velocidad  (metros  por  segundo)  de  un  cuerpo  en  funcidn  de  un  parAmetro  h viene  dada  por  v = V 64,4  h . Hallar  el 
error  en  v debido  a un  error  de  0,5  metros  en  la  medicidn  de  h si  este  vale  100  metros.  Sol.  0,2  m/s. 

Si  un  aviador  vuela  alrededor  de  la  tierra  a una  altura  de  3,2  kildmetros  sobre  el  ecuador,  calcular  cuantos  kilometros 
recorrerA  mAs  que  una  persona  que  la  circunda  por  el  ecuador.  Sol.  20,2  km. 

La  precisidn  con  que  se  puede  medir  el  radio  de  un  circulo  es  de  0,001  centimetros.  Sabiendo  que  se  quiere  obtener  su 
Area  con  una  aproximacion  de  0,1  centimetros  cuadrados,  hallar  el  mAximo  radio  con  el  que  se  puede  conseguir  dicha 
medicidn.  Sol.  Aprox.  16  cm. 


Hallar  el  volumen  V sabiendo  que  pV  — 20  y que  la  medida  de  p es  5 ± 0,02.  Sol . 4 ^ 0,016. 


Hallar  el  radio  r sabiendo  que  F — 1/r2  y que  la  medida  de  Fes  4 ± 0,05.  Sol.  0,5  0,003. 


Hallar  la  variacion  del  Area  total  de  un  cono  recto  circular  cuando  (a)  permaneciendo 
altura  en  una  cantidad  muy  pequefia,  (b)  permaneciendo  constante  la  altura,  el  radio 
pequefta. 


Sol . (a) 


nrhdh 

vV  + A*  ’ 


(b)n 


V + 2 r» 

VrHT* 


+ 2 r 


dr 


constante  el  radio,  aumenta  su 
aumenta  en  una  cantidad  muy 


Hallar  con  cuatro  cifras  decimales  (a)  la  raiz  real  de  x3  + 3x  + I =0,  ( b ) la  menor  de  las  raices  de^-2  — sen  x,  (c)  la 
raiz  de  x*  H-  in  x = 2,  (d)  la  raiz  de  x — cos  x = 0.  Sol.  (a)  —0,3222,  (b)  0,5885,  (c)  1,3141,  (d)  0,7391. 
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Trazado  de  curvas 

UNA  CURVA  ALGEBRAICA  PLANA  es  aquella  cuya  ecuacion  puede  escribirse  en  la  forma  general 

ay  + (bx  + c) y -1  + (dx2  + ex  +f)y~ 2 + • • un(x)  = 0 

en  donde  u„(x)  es  un  polinomio  de  grado  n.  Seguidamente  veremos  las  propiedades  de  este  tipo 
de  curvas. 

SIMETRIA.  Una  curva  es  simetrica  con  respecto  a 

(1)  el  eje  x,  si  su  ecuacidn  no  varia  al  cambiar  y por  — y; 

(2)  el  eje  y , si  su  ecuacion  no  varia  al  cambiar  x por  — x; 

(3)  el  origen,  si  la  ecuacidn  no  varia  al  cambiar  x por  — x e y por  — y simult&neamente ; 

(4)  la  recta  y = x (bisectriz  del  primer  cuadrante),  si  la  ecuacion  no  varia  al  intercambiar  x con  y . 

INTERSECTION  CON  LOS  EJES.  Los  puntos  de  interseccion  con  el  eje  x se  obtienen  despejando  x 

en  la  ecuacion  y = 0.  Los  puntos  de  interseccidn  con  el  eje  y se  obtienen  despejando  y en  la  ecua- 

ci6n  x — 0. 


CAMPO  DE  VARIACION.  El  campc  de  variacidn  horizontal  es  el  de  la  variable  x,  es  decir  los  intervalos 
de  x en  los  cuales  esta  definida  la  funcion. 

El  campo  de  variacidn  vertical  es  el  de  la  funcion  y. 

Un  punto  (x0,  ^0)  recibe  el  nombre  de  punto  aislado  de  la  curva  si  sus  coordenadas  satisfacen 
la  ecuacidn  de  6sta,  no  sucediendo  lo  mismo  con  puntos  infinitamente  proximos  a 61. 

MAXIMOS,  MINIMOS,  INFLEXION  Y CONCAVIDAD.  Ya  se  han  estudiado  en  el  Capitulo  8. 

ASINTOTAS.  La  asintota  de  una  curva  es  una  recta  cuya  position  viene  definida  por  el  limite  de  una 
secante  cuando  los  dos  de  puntos  de  intersection  se  aproximan  indefinidamente  a lo  largo  de  ella. 

Una  curva  tiene  asintotas  verticales  cuando  el  coeficiente  de  la  mayor  potencia  de  y , escrita  la 
ecuacion  en  la  forma  anterior,  es  una  funcidn  de  x formada  por  uno  o mas  factores  lineales  (reales). 
A cada  uno  de  estos  factores  corresponde  una  asintota  vertical. 

Una  curva  tiene  asintotas  horizontales  cuando  el  coeficiente  de  la  mayor  potencia  de  x,  escrita 
la  ecuacion  en  la  forma  axn  + (by  + c)x"-1  + (dy2  + ey  + /)x"~2  + • • • =0,  es  una  funcidn  de  y 
formada  por  uno  o mas  factores  lineales  (reales).  Cada  uno  de  estos  factores  corresponde  a una 
asintota  horizontal. 

Para  obtener  las  ecuaciones  de  las  asintotas  oblicuas: 

(1)  Se  sustituye  y por  mx  + b en  la  ecuacion  de  la  curva  y se  ordena  esta  en  la  forma 

a0x*  + a iX"-1  + a2xn~2  H + an ^ x + an  = 0 

(2)  Resolver  el  sistema  de  ecuaciones  formado  por  a0  ~ 0 y ax  = 0,  y hallar  los  valores  de  m y b. 

(3)  Para  cada  par  de  valores  m y b se  obtiene  una  asintota  de  ecuacion  y — mx  + b. 

Si  ax  — 0,  para  hallar  el  valor  de  b se  resuelve  el  sistema  formado  por  a0  — 0 y a2  = 0 
para  obtener  (3). 
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Problemas  resueltos 

ASINTOTAS 

1.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  asfntotas  de  Ja  curva  y*(l  + jc)  = jc2(1  — jc ). 

El  coeficiente  dc  la  mayor  potencia  de  y es  (1  + jc);  la  recta  jc  + 1 = 0 es  una  asfntota  vertical.  No  tiene  asfntotas 
horizontales  porque  el  coeficiente  de  la  mayor  potencia  de  x es  una  constante. 

Para  hallar  las  asfntotas  oblicuas,  sustituimos  y por  mx  + bt  obteniendo, 

(m2  + l)*3  + (m*  + Imb  — 1)at2  + b(b  4-  2m)x  + b*  = 0 (J) 

Se  resuelve  ahora  el  sistema  formado  por  las  ecuaciones  que  resultan  de  igualar  a oero  los  coeficientes  de  las  dos  potencias 
mAs  altas  de  x 

ma  4-  1 = 0 y m2  + 2mb  — 1=0 

Como  las  soluciones  de  este  sistema  son  imaginarias,  no  hay  asfntotas  oblicuas.  (Ver  Fig.  24-2.) 


2.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  asfntotas  de  la  curva  jc3  + y3  — 6jc2  = 0. 

Carece  de  asfntotas  horizontales  y verticales,  ya  que  los  coeficientes  de  las  potencias  mas  altas  de  x e y son  cons- 
tantes. 

Para  hallar  las  asfntotas  oblicuas,  sustituimos  y por  mx  4-  b,  obteniendo, 

(m3  + 1)jc3  4-  3 (m*b  — 2)jc2  4-  3 mb*x  4-  b*  = 0 (/) 

Resolviendo  el  sistema  formado  por  m3  + 1 = 0 y m*b  — 2=0,  resultan  m — — 1,  b — 2.  La  ecuaci6n  de  la  asmtota 
oblicua  es  y = — x 4-  2. 

Sustituyendo  m = — 1 y b = 2 en  (D,  la  ecuacion  se  transforma  en  — 12x  + 8 = 0.  El  punto  x = 2fS  es  Ja  abscisa 
del  punto  de  interseccidn  de  la  curva  con  su  asfntota.  (Ver  Fig.  24-3.) 


3.  Hallar  las  ecuaciones  de  las  asfntotas  de  la  curva  y2(x  — 1)  — x 3 =0. 

El  coeficiente  de  la  mis  alta  de  y es  (x  — 1);  la  recta  jc  — 1 = 0 es  una  asfntota  vertical.  Carece  de  asfntotas  hori- 
zontales. 

Para  hallar  las  asfntotas  oblicuas,  sustituimos  y por  mx  + 6,  obteniendo, 


(m2  — l)*3  + m(2b  — m)x'  + b(b  — 2m);c  — b*  = 0 


U) 


Resolviendo  el  sistema  formado  por  m3  — 1 = 0 y m(2b  — m)  = 0,  resultan  m = l,  6 = Jyw  = — 1,  b = — J.  Las 
ecuaciones  de  las  asfntotas  son  >^  = jc  + jey  = — jc  — 4, 

La  asfntota  y — x + 4,  corta  a la  curva  en  un  punto  cuya  abscisa  se  obtiene  de  4(4  — 2)jc  — J = 0,  es  decir,  jc  = — 4* 
La  abscisa  del  punto  de  interseccidn  de  la  curva  y la  asfntota  y — — jc  — 4 es  >8ual  a — 4-  (Ver  24-4.) 


PUNTOS  SINGULARES 

4.  Hallar  los  puntos  singulares  de  la  curva  y*(l  + jc)  = jc2(1  — jc). 

Los  t&minos  de  la  potencia  menor  son  de  segundo  grado;  por  tanto  el  origen  es  un  punto  doble. 

Como  c,  ^ 0,  esto  es,  hay  tArmino  en  y2,  sustituimos  y por  mjc  en  y*  — jc2  e igualamos  a cero  el  coeficiente  de  x2, 
obteniAndose  m%  — 1=0. 

Asf  pues,  m = ± l y las  rectas  y = x e y = — jc  son  tangentes  a la  curva  en  el  origen.  El  origen  es  un  modo. 
(Ver  Fig.  24-2.) 


5.  Hallar  los  puntos  singulares  de  la  curva  jc3  + y3  — 6jc2  = 0, 

El  tArmino  de  menor  potencia  es  de  segundo  grado;  por  tanto,  el  origen  es  un  punto  doble. 

Como  Ci  = 0,  sustituimos  jc  por  ny  en  el  t&mino  de  menor  grado  e igualamos  a cero  el  coeficiente  de  y\  obte- 
niendo n%  = 0.  Hay  una  sola  tangente,  jc  = 0,  a la  curva  en  el  origen. 

El  punto  doble  es  de  retroceso,  ya  que,  cuando  y = — f , la  ecuaci6n  jc3  — 6x*  — £3  =0  tiene,  segun  la  regia  de  los 
signos  de  Descartes,  una  rafz  positiva  y dos  imaginarias,  y en  consecuencia,  la  curva  no  con  tin  ua  despuAs  del  origqrf 
(Ver  Fig.  24-3.) 
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6.  Hallar  Ios  puntos  singulares  de  la  curva  y\x  — 1)  — x 3 = 0. 

El  t6rmino  de  menor  potencia  es  de  segundo  grado;  por  tanto,  el  origen  es  un  punto  doble. 

Como  c2  # 0,  sustituimos  y por  mx  en  el  t6rmino  de  menor  grado  e igualamos  a cero  el  coeficiente  de  x1,  obte- 
niendo  m%  = 0.  El  origen  es  un  punto  de  retroceso,  ya  que  aunque  para  x < 0,  y est£  definida,  para  0 < x < 1,  y es 
imaginario.  (Ver  Fig.  24-4.) 


7.  Dada  la  funci6n  y2( x2 — 4)  = x *,  hallar  (a)  los  puntos  singulares  y (b)  las  asintotas. 

(a)  El  origen  es  un  punto  doble.  Como  a%  = b2  = 0 y c2  ^ 0,  el  resultado  de  sustituir  y = mx  e igualar  a cero  es 
rri 2 = 0.  El  origen  es  un  punto  doble  aislado,  ya  que  cuando  x tiende  a 0,  y es  imaginario. 

« 

( b ) Las  rectas  x — 2 y x = — 2 son  asintotas  verticals. 

Para  hallar  las  asintotas  oblicuas,  sustituimos  y por  mx  + b;  resulta, 

(m*  — l)x*  + 2mbxz  + (6a  — 4m4)*1  — 8 mbx  — 46s  = 0 

Resolviendo  el  sistema  m2 — 1 = 0 y mb  ~ 0,  se  obtienen  m — 1 J = 0 y w - — 1,  6 = 0.  Las  ecuaciones  de  las 
asintotas  son  y = x ey  ~ — x.  Las  asintotas  oblicuas  cortan  a la  curva  en  el  origen.  (Ver  Fig.  24-5). 
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8.  Estudiar  y representar  la  curva  y2(l  + x)  = *2(1  — *). 

Simetrla.  La  curva  es  sim6trica  con  respecto  al  eje  x. 

Interseccidn  con  los  ejes . Corta  al  eje  x en  x = 0 y x = 1.  Corta  al 
eje  y en  y = 0. 

Campo  de  variation.  La  curva  estd  definida  en  el  intervalo  — 1 < * 
^ 1 y para  todos  Ios  valores  de  y . 


Mdximos  y mini  mo  sy  etc . La  curva  consta  de  dos  ramas,  y — 


xV\  —x 

VTT~x 


e y = 

dy 

dx 


tVl—  j 


Vi  + x 

1 — X — X1 


Para  la  primera  de  ellas 
d*y 


x — 2 


(1  + x)3'4  (1  — *)I/2  J dx2  (1  + *)5'4  (1  — *)3'4 

Los  valores  criticos  son  * = 1 y (—1  + Vsj/2.  El  punto  ^ + 2j  ^ un  minimo. 

No  tiene  puntos  de  inflexion.  La  rama  es  convexa. 

-l  + Vs  (— l + VT)VVs  — 2) 


Por  simetrla,  hay  un  minimo  en 


-j  y la 


segunda  rama  es  convexa. 


Asintotas . La  recta  (ver  Problema  1)  * = — 1 es  una  asintota  vertical, 

Puntos  singulares . El  origen  (ver  Problema  4)  es  un  punto  nodal  y las  tangentes  en  61  son  las  rectas  y — x e y — — x. 


9.  Estudiar  y representar  la  curva  ya  — x2(6  — x)  = 0.  (Ver  Figura  24-3.) 

Simetrla . Carece  de  simetrla. 

Interseccidn  con  los  ejes . Los  puntos  de  interseccidn  *=0,  x = 6 e >»  = 0. 

Campo  de  variacidn.  Estd  definida  para  todos  los  valores  de  * e y, 

dy  4 — * d2y  — 8 

Mdximos  ymtnimos,  etc.  — = y _ = 

Los  valores  criticos  son  * = 0,  4,  6;  el  punto  (0,  0)  es  un  minimo  y (4,  2^/4)  es  un  m&ximo.  El  punto  (6, 0)  es  de  infle- 
xi6n;  la  curva  es  convexa  a la  izquierda  y cdncava  a la  derecha. 

Asintotas.  La  recta  (ver  Problema  2)  y = — * + 2 es  una  asintota. 

Puntos  singulares . El  origen  (ver  Problema  5)  es  un  punto  de  retroceso;  la  tangente  en  61  es  el  eje  y. 
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Fig.  24-3  Fig.  24-4 


10.  Estudiar  y representar  la  curva  y\x — 1)  — xz  = 0.  (Ver  Fig.  24-4.) 

Simetria . La  curva  es  simdtrica  con  respecto  al  eje  x. 

Intersection  con  los  ejes . Los  puntos  de  interseccidn  son  x — 0 e y = 0. 

Campo  de  variation . La  curva  estd  definida  en  los  intervalos  — oo<*<0yx>l  y para  todos  los  valores  de  y. 

Maximos  y minimos , etc.  Para  la  rama  y — x 

dy  _ (2x  — 3)*l/2  t d*y  3 

dx  2(x  — J)3/8  y dx2  4xl/!  (x  — l)s/* 

Los  valores  criticos  son  x = 0 y 3/2.  El  punto  (3/2,  3 a/3/2)  es  un  minimo.  Carece  de  puntos  de  inflexion.  La  rama  es 

cdncava.  Por  simetria,  hay  un  maximo  enel  punto  (3/2,  — 3\/3/2)  sobre  la  rama  y — — * j/  x%  f y esta  rama  es 
convexa. 

Asintotas.  Las  rectas  x = 1,  y = x + £,  y — — x — | son  asintotas.  (Ver  Problema  3.) 

Puntos  singulares.  El  origen  es  un  punto  de  retroceso  (ver  Problema  6).  La  recta  y = 0 es  tangente  en  61. 


11.  Estudiar  y representar  la  curva  y\x2  — 4)  = x*. 

Simetria.  La  curva  es  simdtrica  con  respecto  a los  ejes  coor- 
denados  y respecto  del  origen. 

Intersection  con  los  ejes , Los  puntos  de  interseccidn  son 
jc  = 0 e }»  = 0. 

Campo  de  variation . La  curva  esta  definida  en  los  intervalos 
— oo  < x < — 2 y 2 < x < 4-  °o  y en  los  — oo  < y £ —4  y 
4 ^ y < + co.  El  punto  (0,  0)  es  un  punto  aislado. 

Mdximos  y minimos,  etc. 

x2 

Para  la  rama  y = — , x > 2, 

V*2  — 4 

dy  _ x 3 — Sx  d2y  __  4jc2  + 32 

~dx  ~ lx2  — 4)3,a  y ~dx*  (x2  — 4)5'* 

El  valor  critico  es  x = 2*s/2.  La  rama  es  cdncava  y en  el  punto 
(2\/2f  4)  tiene  un  minimo. 

Por  simetria,  hay  un  minimo  en  el  punto  ( — 2a/2,  4)  y mdxi- 
mos en  los  {2^/2,  — 4)  y ( — 2Js/2t  — 4). 

Asintotas,  puntos  singulares . Ver  Problema  7. 


Vi 

it  // 

!/ 

\ 1 

!\ 

~2\  \ 
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ir(*J  - 

4)  = xl 

Fig.  24-5 
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12.  Estudiar  y representar  la  curva  ( x + 3)  (x2  + y2)  = 4. 

Antes  de  comenzar  a estudiar  la  curva,  tratemos  de  averiguar  si 
tiene  algun  punto  singular.  En  caso  afirmativo  se  hace  una  traslaci6n  de 
ejes  de  forma  que  el  nuevo  origen  sea  dicho  punto. 

£ - - + + P„. x — — 2,y  — O 

dx  (x  + 3 )2y 

y presenta  la  forma  indeterminada-^.  El  punto  ( — 2,  0)  es  un  punto 
singular. 

Haciendo  el  cambio  de  coordenadas  x = x'  — 2,  y = y'f  la  ecuaci6n 
dada  se  transforma  en  y,2{xf  -f  1)  + x'3  — 3x'2  = 0. 

Simetrta.  La  curva  es  simdtrica  con  respecto  al  eje  x'. 

Intersection  con  los  ejes . Los  puntos  de  intersecci6n  son  x'  = 0, 
x'  = 3,  e y'  — 0. 

Campo  de  variacidn.  La  curva  estd  definida  en  el  intervalo 
— 1 < x'  ^ 3 y para  todos  los  valores  de  y'. 

Mdximos  y rninimos,  etc . 

i , x'^3 — x' 

Para  la  rama  y = 

Vx'  + l 

dyf  3 — x'2  d2yf  _ —12 

dx'  ~ (3  — x')^2  fee'  4-  1)3/2  y dx'2  ~ (3  — x')3/a  (x'  4*  1)5/2 


Fig.  24-6 


Los  valores  criticos  son  x'  = y/3  y 3.  El  punto  {y/3,  V by/ 3 — 9)  es  un  mdximo.  La  rama  es  convexa. 

Por  simetria,  ( y/3 , V 6yT — 9)  es  un  minimo  de  la  otra  rama  que  es  c6ncava. 

Aslntotas . La  recta  x'  — — 1 es  una  asintota  vertical.  Para  hallar  las  asintotas  oblicuas,  sustituimos  y*  por 
mx'  4-  b,  obteniendo  (m8  4*  l)x's  + • * * = 0.  Carece  de  aslntotas  oblicuas.  ^Por  qu6? 

Puntos  singulares . El  origen  es  un  punto  doble.  Cuando  y'  se  sustituye  por  mx'  en  el  termino  de  menor  grado, 
y'2  — 3x'2  resulta  ( m 2 — 3)x'2.  De  m 2 — 3 = 0 se  deduce  m = ± V3  y las  tangentes  (en  punto  nodal)  sony ' = ± y/3x'. 

En  el  sistema  inicial  de  coordenadas,  {y/3  — 2,  V 6\/3  — 9)  es  un  mdximo  y (\^3~ — 2,  — V 6y/ 3 — 9)  es  un 
minimo.  La  recta  x = — 3 es  una  asintota  vertical.  El  punto  ( — 2, 0)  es  un  nodo,  las  ecuaciones  de  las  tangentes,  no- 
dalcs  son  y = ±y/3(x  4-  2). 


Problemas  propuestos 


Estudiar  y dibujar  las  curvas  siguientes. 

13.  (x  — 2)  (x  — 6 )y  = 2x2 

14.  x(3  — x2)y  = 1 

15.  (1  — x2)y  = x4 

16.  xy  = (x2  — 9)2 

17.  2 xy  = (jc2  — l)3 

18.  x(x2  — 4)y  = x2  — 6 

19.  y2  — x(x2  — 4) 

20.  y2  = (x8— l)(x2  — 4) 

21.  xy2  = x2  4~  3x  4-  2 

22.  (x2  — 2x  — 3)y2  = 2x4-3 


23.  x(x  — \)y  = x2  — 4 

24.  fee  4-  1)  (x  4-  4 )2y2  = x(x2  — 4) 

25.  y2  = .4x2(4  — x8) 

26.  y2  = 5x 4 4~  4x5 

27.  y 3 = *2(8  — x2) 

28.  y3  = x2(3  — x) 

29.  (x2— l)y3  - x8 

30.  (x  — 3 )y3  = x 4 

31.  (x  — 6)y2  = x2(x  — 4) 

32.  (x8  — 16 )y2  = x3(x  — 2) 


33.  (x2  4-  y2)2  = 8xy 

34.  (x2  + y2)3  = 4x2y2 

35.  y 4 — 4xy2  = x4 

36.  (x2  4-  y2)3  = 4xy(x2  — y2) 

37.  y*  = jc(x  — 3)2 

38.  y2  = x(x  — 2)3 

39.  3y4  - x(x2  — 9)3 

40.  x3y3  = (x  — 3)2 


Capilulo  25 


Formulas  fundamentales  de  integration 


UNA  FUNCION  ir(x)  cuya  derivada,  en  un  cierto  intervalo  del  eje  x,  F'(x)  = f(x),  decimos  que  F(jc)  es 
la  primitiva  o integral  indefinida  de  f(x).  La  integral  indefinida  de  una  funcion  dada  no  es  tinica; 
por  ejemplo:  x\  x2  + 5,  x 2 — 4 son  las  primitivas  o integrales  indefinidas  de  f(x)  = 2x  ya  que 

~~  (x2)  = (x2  + 5)  = (x2  — 4)  = 2x.  Todas  las  primitivas  de  /(x)  = 2x  estin  representadas 

por  la  expresion  x2  +{C,  en  la  que  C es  una  constante  cualquiera  y que  se  denomina  constante 
de  integration. 


La  primitiva  o integral  indefinida  de  la  funcion  /(x)  se 
dx . Por  ejemplo:  J*2 xdx  — x2  + C. 


representa  por  medio  del  simbolo  J /(x) 


FORMULAS  FUNDAMENTALES  DE  INTEGRACION.  Algunas  de  las  expresiones  que  figuran  a con- 
tinuation se  deducen  de  forma  inmediata  de  las  fdrmulas  de  derivation  vistas  en  capitulos  ante- 
riores.  La  formula  25  se  puede  comprobar  teniendo  en  cuenta  que 


du 


\uVa2  — u2  + \a2  arc  sen—  + C 


= y/ a2 — u2 


En  algunas  formulas  aparece  el  signo  de  valor  absoluto.  Por  ejemplo,  escribimos 
5. 

en  lugar  de 


fir  = lnM  + c 

5(a).  f — = In  u + C,  w > 0 5(b).  f — = In  (-it)  + C,  u<  0 

J'  tag  u du  — In  |sec  u\  + C 


10. 

-n  lugar  de 
10(a). 


tag  u du  = In  sec  u + C,  siendo  u tal  que  sec  u — 1 

10(b).  J'  tag  u du  = In  (—  sec  u)  + C,  siendo  u tal  que  secu  — — 1 

L = /<*)  + C 

2.  J*  (u  + v)  dx  = J*  u dx  + ^ v i 


^ cos  u du  = sen  u + C 
J*  tag  u du  — In  |sec  u\  + C 
3.  ^ audx  = a j udx , siendo  a una  constante  11.  ^ cot  u du  = ln|senu|  + C 


) dx 


9. 

10. 


5. 


j"  M" 

f 


du  — 


m + 1 


+ C,  m * -1 


— = In  \u\  + C 
u 


6.  ^ au  du  = ^ ^ + Cf  a > 0,  a ¥*  1 

/*•' 
s 


du  = eu  + C 
sen  u du  = — cos  u + C 


J*  sec  u du  = In  | sec  u + tag  u | + C 

^ esc  u du  = In  | esc  u — cot  u | + C 

^ sec8  u du  = tag  u + C 

esc8  u du  = —cot  u + C 

16.  s sec  u tag  u du  = sec  u + C 


12. 

13. 

14. 

15. 
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I u 4-  vu'-fl*  I 4-  C 


17.  I esc  u cot  u du  = — esc  u 4-  C 23.  C — — = In  (w  + y[u*  + a* ) + C 

J } y/u*  4-  a1 

18.  r = arc  4 C 24.  T — u = In  | u 4-  a/u*  — a*  | 4-  C 

^ yf  a* -u%  a J - a1 

19.  = ~«rc  tag  — 4-  C 25.  ^ y/a%  — u*  du  — \u\J a*  — it*  4-  ^a2  arc  sen^-  4-  C 

20.  f — = - arc  sec  — 4-  C 26.  C y/u%  4-  a*  dw  = Lw\/ w*  4-  a* 

J Wtt1  - a*  a a J * 

4-  £a*  In  (u  4-  Vw* 4-  a*)  4-  C 

21.  f-*L_  = f inlJt^L]  4-  C 

J u*  — a*  2a  « 4-  a I , , 


27.  | yu%  — a*  du  — ^uy/u*  — a* 

22.  ^ In  |£L±J1  +c  - £a*  In  |w  + + C 

J a1  — m*  2a  (a  — u * 


= ^ arc  sec  — 4-  C 26.  J yaM-a*  dw  = \uyfu * + a* 

4-  £a2  In  (u  4-  Vw* 4-  a*)  4-  C 


dx  = f + C 


x'^dx  = 1—+  C = 3x‘'*  + C 

1/ O 


Problemas  resueltos 

1.  JVdx  = y+c  3.  Jfcd*  = JV*d*  = Jfi+C  =f*4/‘ + 

*•  /§  = /•-*  = 5r  + c = -;  + c *•  .f'f=f  = /•'“*  * w+c  = 3',,,+ 

5.  J"  (2**  — 5x  + 3}  dx  = 2 J"  x‘  dx  — B J"  xdx  + 3 dx  = ^ + 3a:  + C 

6.  J*(l-*)V*<te  *-  J*  (x*'*  - x*'*)  dx  = JV'dx  - J'**'*dx  = | *•/•-£*»/•  + c 

7.  J*  (3«  + 4)*  d«  = J*  (9s*  + 24s  + 16)  da  = 9(£s*)  + 24($a*)  + 16s  + C = 3s*  + 12s*  + 16s  + C 


8.  J"—  — -dx  — J'  (x  + 6 — 4x~’)  dx  = -gx‘  + 5x  — + C = ^-x’ + 6*+^-+C 


9.  Calcular:  (a)  J (x*  +■  2)*  • 3x*  dx,  (i)  J (x*  + 2)1'*x*  dx,  (c)  J 
Haciendo  el  cambio  x‘  + 2 — u;  tendremos  du  = 3x*  dx. 


(x*  + 2)»*  ' J $/(*.  + 2) 


f x*« 

J 


(a)  J"  (x*  + 2)*  • 3x*  dx  = Jw'dw  = + C = £(x*  + 2)*  + C 

(8)  J'(x‘  + 2)1'*x*dx  = | J*  (xs  + 2) 1/1  • 3x‘  dx  = | J*  u1'*  du  = C = |(x*+2)M  + C 

<•>  J<?r§i  = ••SJV+s-*-’*  = !/•-•*•  = -!(l«-)+c  - -5(?W+C 

(d)  J dx  = |J’(x*+2)-1/<3  x«dx  = |J  «-1/4du  = = |(x*  + 2r+C 


10.  Calcular 


Haciendo  el  cambio  1 — 2x2  = u;  tendremos  du  — — 4xdx. 


j 3xVl  - 2x*  dx  = 3 (-  i)  f (!  - 2x,)1/>  (-4x  dx) 


= — j I M1/2  dw 


11.  Calcular 


(x  4-  3)  dx 


= + C = — 4 (1  — 2x*)s/>  + C 

4 o it 

Haciendo  el  cambio  jc2  4-  6x  = u;  tendremos  du  = (2x  + 6)  dx. 


— - : - vt,Al  11UV1V11UV  VI  VUI11UIV  A | VA  K « WUUI  VillW  I V/  u 

(x2  4-  6X)1/* 


= I*!  u*'*  + C = |(x*+6x),/*  + C 
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CAP.  25] 


^ yj  1 — x1  x dx 

= J*  (1  -*•)■«  (-2*  dx)  = 

J*  yjx*  — 2x4  dx 

= f (1-  2x,y/,x  dx  = -ij 

= -7*|(1-2x*)m  + C = - 

4 a 

w*- 

f'+X*'*  = /<*-”+ 

f x*  + 2x 

J(x  + l)*dx  = 

/ -<.  + !)■}  dx  = x + 

= f (x~ut  4-  2x1/*"+  *,/l)  dx  = 2x,/*  + + §*-  + C 


FORMULAS  5-7 

dx 


«•  Sr  = ta"'  + c "•  Jit.  = - ‘»i'+2i  + c 

L S 2x  — 3 = ^ S ^ ~ lwl  + ^ “ ^ln|2x  — 3|  + C,  siendo  u = 2x  — 3 y du  = 2 dx,  o 

= l1"i2-si  + c 

'•  f -§^1  = = |ln|**-l|  + C = iln|*‘-l|  + Inc  = lneVl*‘-l| 

= -If^d*  = -ItaH-a^l  + c = In  r,  C 
J 1-2**  6J  1-2*’  6 ' ^/|i  - 2*3 1 

21'/frfdx  = J(1  + Fn)*s  = * + in  i» + ii  + c 

!.  f fdx  = -f  e-’(-dx)  = -e~’ + C 24.  f e’*dx  - jj’e’USdx)  = £ + C 

• - jf  *■■<**’>  = i(£)+c  *•  S^r-  = -/'■'•(-$)  = -*'"  + c 

L (e*  + 1)*  e*  dx  = J*  ua  du  = + C = — + ^ + C siendo  u = e*+l  y du  — e’dx,  o 

J"  (e‘  + 1)*  e*  dx  = J*  (e*  + l)*d(e*+ 1)  = le**1)4  + C 

T - /££,-  = -.Ml+«*)  + C = .nj^+C 

| = X - In  (1  + e*)  + C 

El  signo  de  valor  absoluto  no  se  precisa  aqui,  ya  que  1 4-  e~x  >0  para  todos  los  valores  de  x. 


18. 

19. 

20. 


22. 

23. 

26. 


FORMULAS  8-17 


28.  J 

J~  sen  £x  dx  = 

2.f 

sen  £x  * \dx  = — 2 cos  \x  + C 

29.  j 

p cos  3x  dx  = 

iJ 

cos  3x  • 3 dx  — -j  sen  3x  + C 

SO.  j 

p sen*x  cosx  dx 

= 

/*  /*  sen  * x 

1 sen*  x (cos  x dx)  — 1 sen*xd(senx)  = + C 

"■  J 

P tag  x dx  = 

fsenxdx  = f senit<,1‘  = —In  |cosx|  + C = In  |sec  x\  + C 

J COSX  J cosx 

“■  J 

P tag  £x  dx  = 

IJ 

* i 

lag  2x  • 2dx  = „ln  |sec2x|  + C 

a 

»■  J 

x cot  x*  dx  = 

1 

2 . 

^ cotx*  • 2x  dx  = ^ln  |senx*|  + C 
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sec  x + tag  x 


r sec  x dx  = f sec  x (sec  x + tag  *)  = fsecx  tag  » + sec8  x dx  = ln  | 

J J sec  x + tag  x J sec  x + tag  x 

f sec  Vx  = 2 | sec  x112  • — x"1/2  dx  = 5J  ln  | sec  Vx  + tag  x | + C 

Vx  2 

("  sec2  2ax  dx  = 77-  C sec2  2ax  * 2a  dx  = ta8  2ax  + ^ 

J 2a  J 2a 

f sen  x + cos  x rfx  “ r (tag  x + 1)  dx  = ln  |sec  x|  -f  x + C 
,/  cos  X J 

f sen  y = fug,  sec  y dy  = sec  v + C 
J cos2  y J 

J (1  + tag  x)2  dx  = (1  + 2 tag  x + tag 2 x)  dx  = J"  (sec2  x + 2 tag  x)  dx 


dx  — ln  | sec  x + tag  x | + C 


tag  x + 2 ln  |sec  x|  + C 


e*  cos  e*  dx  = j cos  ex  * ex  dx  = sen  e*  + C 

XI  r e3  cos  2* 

e3tMl*  sen  2x  dx  = e3cos2x  (-6  sen  2x  dx)  = — + C 

f - f 7 C0S2X  dx  = r * ~~  cos  x dx  = r (CSC2  X — cot  x esc  x)  dx 

J 1 + cos  x J 1 - cos2  x J sen 2 x J 


e3cos2x  (— 6 sen  2x  dx)  = h C 

0 


= — cot  X + CSC  X + C 


f (tag  2x  + sec  2x);  dx  = (tag2  2x  + 2 tag  2x  sec  2x  + sec*  2x)  dx 

= J (2  sec2  2x  + 2 tag  2x  sec  2x  — 1)  dx  = tag  2x  + sec  2x  — x + C 
C C du  C du  fsec2iu-$du 

I esc  u du  = I = I o i r~  — I : ; = In  tag  Aw  + C 

J J sen  u J 2 sen  cos  J tag  1 * 

(sec  4x  — l)2  dx  = (sec2  4x  — 2 sec  4x  + 1)  dx  = £ tag  4x  — ^ ln  | sec  4x  + tag  4x  | + x -f  C 

f sec  x tag  x dx  = 1 f sec  s tzgx^bdx  = 1 | + 6 sec  x | + C 

J a + b sec  x b J a + b sec  x b 

dx _ C sen  2x  dx  _ 1 C sen  2x  • 2 dx  _ 1 ln/1  _ 

esc  2x  — cot  2x  J 1 — cos  2x  2 J 1 — cos  2x  2 

= £ ln  (2  sen2  x)  + C'  = £(ln  2 + 2 ln  |sen  x|)  + C(  = ln|senx|  + C 


,g  * qx  = i ln  (1  - cos  2x)  + C' 
cos  2x  2 


FORMULAS  18-20 


= arc  sen  x + C 


*■  /if?  = arctagx  + c 52*  / 9T? 

0.  f — ^ - = arc  sec  x + C 53.  f 

J xyjx2  — 1 ^ V25  — 

, r dx  1 f 2d*  1 ,_2x  , „ 

4-  J 4**"+9  = 2J  W+y  = 6arcta8T  + C 

c /*  dx  C 2 dx  _ 1 2x 

■ J “ J 2* V (2*)*  — 3*  " 3 arC  S6C  3 

6.  C-pL:  = | C~^~  = i arc  sen  *’  + C 

J Vi-*'  3 J Vl ~ (*’)’  3 


Jdx  X . ^ 

. = arc  sen  — + C 

VT~**  2 

/dx  1 x . ^ 

9+F  = 3arctag3  + C 


/dx  1 r 4 dx  1 4x  , ^ 

. = 7 I . = ~7  arc  sen  — -f  C 

V5*  - (4x)2  4 5 


?x  1 4 2x  , „ 

Tv  = earcta8T  + c 


2*v  (2*)*  - 3* 


1 2x  , ^ 

= — arc  sec  — 4-  C 

3 3 


- r xdx  1 C 2xdx  11  , x1  - n v3  tnn  x*v3  . « 

7-  = 2 J W + 3 = 2-^arC,a8^+C  = -g-  arc  tag  — g I-  C 


CAP.  25] 
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58. 


C dx  - 1 f 2xdx  _ 1 2 , ^ 1 1 , _ 

I — - - I — - r- arc  sec  x2  + C — -arccos-r  + C 

J 2 J *V(**)S  - 1 2 2 * 


59. 


S yfl  = 


dx 


"•  x 

‘X 


62. 


63. 


64. 


65. 


66. 


67. 


V4  - (x  + 2)* 

3xs  - 4a;2  + 3x 
x2+  1 

sec  a;  tag  x da; 
9 + 4 sec2  x 


x + 2 . „ 
— arc  sen  — h C 


c dx  f e*dx  t x , ^ 

60-  J = J i^TT  = arc  lag  e + c 


r = j^x-i  + -^-.yx  = ^-4x  + 4 

__  JL  f 2 sec  x tag  x dx 
2j  31 


+ 1 

arc  tag  x + C 


1 , 2 sec  x , „ 

- g arc  tag  — - h C 


+ (2  sec  x)2 

/(x  + 3 ) dx  _ c x dx  , „ f dx  r. * \ , « « 

— = ( + 3 I - = — v 1 — x2  + 3 arc  sen  x + C 

y/l~x2  J y l - x2  J V^-x*  7 

(2x  — 7)  dx  f 2x  dx  n C dx  , , 2 , 7 x , ^ 

J x2  + 9 = = In  (*2  + 9)  — g- arc  tag  — + C 


f dj, 

f dy 

_ C dy 

J j/‘  + 10j/  + 30 

J (y*  + 10y  + 25)  + 6 

J {y  + 5)2  + 5 

C dx  _ 

r dx 

f dx 

.1  v/20  + 8x-x* 

J y/36  - (x1  - 8x  + 16) 

J V36  - (x 

f dx 

r 2 dx  r 

2 dx  _ 

J 2x2  + 2x  + 5 

J 4xs  + 4x  + 10  “ J 

(2x  + l)2  + 9 “ : 

- arc  tag  - 


+ C 


= arc  sen  x 4 + C 


“*  / *=V+sdx  = IJV 


2x  + 2 


4x  + 8 
1 f (2x  — 4)  c?x 


= I f (2x- 
2J  i2  — 


dx 

+ 3 


-if 

r dx 
J (x-2)2 


<2*~4>  + 6dx 
x2  - 4x  + 8 


2x  + 1 


+ C 


. . 1 f(2»- 

2j  x2- 


— 4)  dx 


4x  + 8 


+ 3 


/dx 
x'-Ax 


Ax  + 8 


+T  ~ X !n  (*'  - Ax  + 8)  + | arc  tag  - g 2 + C 


Ax + 9, 

El  signo  de  valor  absoluto  no  se  precisa  aquf,  ya  que  xz  — 4x  4 8 > 0 para  todos^los  valores  de  x . 


69. 


70. 


x 


dx 


V28  - 12x  - x2 
x + 3 


.r 


dx 


Jx  + 3 
V5  - 4x  - x» 


V64  - (x2  + 12z  + 36) 

^ = -|r  ~2x~6  ^ 

z J V5  - 4x  - 

dx  + 


= J 


dx 


■ -if 


VS- 4x  — x® 
— 2x  — 4 


Vs  — 4x  — x2 

V5  + ^ 


V64  - (x  + 6)2 

-I  f (-2r-4)-2<fa 
2 ■'  V5  - 4x  - x* 

r dx 

' y/b  — 4 x — x* 
dx 


x + 6 , - 

= arc  sen  — h C 


8 


= —VS  — 4x  — x2  + arc  sen 


V9  - (x  + 2)2 


x + 2 


+ C 


71.  f_2£±S_|fa  = I f 18x  + 27  dx  - ± f (18x-12)  + 39  rf 
J 9x2-12x  + 8 9 J 9x2-12x  + 8d*  9 J 9x2  - 12x  + 8 

= I f 18x  — 12 . 13  f dx 

9 J 9x2  — 12x  + 8 3 J (3x  - 2)2  + 4 


12x  + 8 

= 1 In  (9x2  - 12x  + 8)  + arc  tag  3x~2  + C 


72.  f^±J=dx  - = -if 

^ V4x  — x2  2 J V4#  — 2 ^ 


i8  2 

(— 2x  + 4)  - 8 


Via 


dx 


1 /'  4 - 2x  , . T dx  r; j . . x — 2 , 

= — — ft  , dx  + 4 I ■ = — v 4x  — x2  + 4 arc  sen  — - — + 

2J  V 4x  — x*  ^ V4  — (x  — 2)2  2 
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FORMULAS  21-24 
73.  f -41 


= i In 

x 1 1 

4 

C 

76. 

2 

x4  1 1 

= iln 

1 4 x 

4 

C 

77. 

2 

1 -x 

* i,n 

x — 2 
*4i'2 )' 

4 

c 

78. 

r_*L_  = I in 

J 9 - x2  6 


3 + * 


+ C 


dx 


3 — x I 

= In  (x  4-  VxM-T  ) 4 C 


J y/x*  + l 

C dx  - = In  | * + V*'  — 1 1 + C 

J y/^1 


79  f dx  = - ( ■ . 2 — = £ In  (2*  + ^4*‘  + 9 ) + C 

J V4**  + 9 2 ^ V(2x)*+  3*  2 

r dz  -if 

J “ 25  3 ^ V9*’- 

..  f dx  _ 1 f 3dx 

81-  J g**  - 16  3 J (3x)*  - 


25 

16 


= iln|3z  + \/9*,-25|  + C 


3x  — 4 


3x  + 4 


+ C 


82. 


83. 


dy  — — 1 

f 4 dy 

— JL  in 

B + M r 

25  — 16v*  4 J 

1 25  - (4j/)2 

“ 4oln 

5 — Ay  \ 

dx  _ I 

f dx 

- - iln 

(x  4-  3)  - 1 

4 C 

= ^ln 

x 4 2 

x2  4-  6x  4 8 J 

1 (x  4-  3)*  — 

1 ~ 2 1 

(x  4-  3)  4-  1 

2 

x 4 4 

+ C 


r dx 

r dx 

— A.  ]n 

2 4-  (x  - 2) 

4-  C 

= fl» 

X 

84. 

II 

H 

1 

H 

J 4 — (x  — 2)2 

- 4ln 

2 - (x  - 2) 

4 

4 — x 

+ c 


f = f 
’■  J VST?  J 


ds 


«.  r-p 


\Zx*4  9 


-dx 


V(®  + 2)*  - 4 
2x  + 4 


= In  1 a + 2 + VST?  | + C 


+ 2 , _ 1 (2x_ 

2 V 


V?+9 


dx 


TJ 


2x  dx 
Vx*  + 9 


4-  2 


f 


dx 


V*’ + 9 


= Vx*  + 9 4-  2 In  (x  4-  Vx*  + 9 ) 4-  C 
„„  r 2x  — 3 . 1 f 8x-12  . _ 1 f 8x dx  _£  f 2dx 

87'  J 4x'-lld*  “4  J 4x2  — 11 d “4.)  4x2  — 11  2 J 4x*  - 11 


= jin  |4x«-U|  - “(pin 


2x — yri 


2x+Vii 


88. 


89. 


/ V? 


x42 


yfx*  4 2x  — 3 

4x*  4-  4x  — 3 


dx 


-IT—? 

" 


2x4  4 


r dx 


1 r 2 

2 J ^ 


2x4  2 


rdx  = 


1 + 4x  - 3 


dx 


Vx*  4 2x  — 3 
x1 4 2x  - 

- -\fj 


-dx  4 


yjx*  4 2x  — 3 
Vx2  + 2x  - 3 + In  | x + 1 + V*’  + 2x-3  | + C 

_ 1 r 8x  - 16 

8 J 4x2 


J 


+ C 
dx 


V(x  + l)2  - 4 

J 


dx 


8x  + 4 j ± 6 _ 

4-  4x  — 3 dX  + 2 J (2x  + l)2-4 


= -|ln|4x2  + 4x-3|  4-  ^ln  ||^|  +C 


FORMULAS  25-27 

90. 


i.  J'  V25  — x 

. JVs^ 


dx 

4x*  dx 


|-xV25" 


r . 26  x , ^ 

x4  4 »rc  sen  - 4 C 


|J  V3  — 4x2  • 2 dx  = |(y  V3-4*’  + f arc  sen  ^0  + C 

1 / : , 3 2x\/3 

— XV  3 — 4x*  4 7 arc  sen  - 


92.  J'  Vx*- 


36  dx 


+ C 


^xVx2-36  - 18  In  | x + V*2  - 36  | 4-  C 


CAP.  25] 


FORMULAS  FUNDAMENTALES  DE  INTEGRACION 


135 


S.  J'  V3x*  + 5 dx  = J V3**  + 5 • y/zdx  = 4=  * l/3x2  + 6 + -| ln  (^3 * + y/Zx'  + 5 )J  +C 


= £xV3x2  + 5 + ^ln(V3*  + V 3x*  + 5 ) + C 
L o 


94.  ^ V3  — 2x  — x2  dx  = ^ y/4  — (x  4 l)2  dx  = x ^ 1 V3  — 2a;  — x2  4-  2 arc  sen  x ^ * 4 C 

95.  J'  \/4a;*  — 4x  4 5 dx  = ~ J*  V (2x  — l)2  4 4 • 2 dx 

= | [2a?2~1^4x'~4x  + 5 + 2 ln  (2x  - 1 + \/4x2  - 4x  4 5 )J  4 C 


/ 4x2  — 4x  4 5 4 ln  (2x  —14-  \/4x2  — 4x  4 5 ) 4-  C 


Problemas  propuestos 


Comprobar  las  siguientes  integraciones. 

96.  J*  (4x3  4 3x*  4 2x  4 5)  dx  — x4  4 x3  4 x4  4 5x  4 C 


97.  J*  (3  — 2x  — x4)  dx  = 3x  — x*  — x5/5  4 C 

98.  J (2  - 3x  4 x8)  dx  = 2x  - 3x2/2  4 x4/4  4 C 99.  J*  (x2  - l)*dx  = x5/6  - 2x3/3  4x4  C 

100.  ^ <V»  — -Jx  4 2/Vx)  dx  = §x3/2  — £x2  4 4x1/2  4 C 

101.  J (a  4 x)3  dx  = J(a4x)4  4 C 112,  J (x3  4 3 )x2dx  = £(x34  3)2  4 C 


102.  J"  (x  — 2)3/*  dx  = $(x-2)5/2  4 C 

‘“•/s  = -i+c 

1#4*  X W - 1)»  = “ 2W  - 1)'  + C 

105.  f = 2y/x  + 3 + C 

J y/x  + 3 

106.  V3*  - Id*  = |(3x  — 1)3/3  + C 

107.  / V2  - 3x  dx  = - f (2  - 3x)3/2  4 C 

108.  J*  (2**  + 3),/3x  da:  = ^(2x3  + 3)4/3  + C 

109.  J"  (x  - 1)**  da:  = $x4  - §x3  + |x3  + C 

110.  J*  (x2  - l)x  dx  = $(x3  - l)2  + C 

111. J’  y/T+y'v'dy  = J(1  + i/4)3'2  + C 


4(x*  + 4) 


T+  C 


1 13.  jP  (4  — x2)2x‘  dx  = ^x3  - f x3  + 4xT  + C 
H4,  / (2  -V  = 2(2 -v)*  + C 

11=  f «<**  _ 1 | r 

11S-  J (x2  + 4)3  - 4(x*  + 4)2  + ° 

116.  J'  (l~x3)2dx  = x - 4x4  + ^x?  + C 

117.  f (1  - x3)2x  dx  = 4x*  - $x3  + $x*  + C 

118.  J (1  - x‘)*x3  dx  = - 4(1  - x3)3  + C 

1 19.  J*  (x2  - x)4(2x  - 1)  dx  = 4(x*  - x)s  + C 

120.  f = 7-(t2  + 3),/3  + C 

J V^+3  4 

121.  f #(x  + 1',dx  - = Vx2  + 2x  - 4 + C 

J V*’  + 2x  - 4 

>“•/ Wife*  = i<«+W"  + c 


Vx2  + 2x-4 


Wife*  = i<«+W"  + c 
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123.  ${l+J-—dx  =-|(l+V?)*+C 

124.  f yfx  (3  - 5*)  dx  = 2x,t  (1  - *)  + C 

125.  f <*  + ~2>  dx  = |xv*  - |*9/*  - 4*1'*  + C 

J yx  b 6 

126.  = ln|x_1l  + C 

127'  X 3xTT  = |ln|3*  + l|  + C 
128.  J^|  = §ln(**  + 2)  + C 

!»•  JfS  = + C 

180.  f frf-jd*  = * — 2 In  |*+  1|  + C 

181.  j X'+x  2+2  2 dx  = |*«  + 21n  |*  + 2|  + C 

132-fx'lV+2dx  = |ln(*‘  + 2*  + 2)  + C 

= to  Vifeiil + c 

'«•/ = i£  + c 

135.  f e4*dx  = ^e4*  + C 

J’  CI/X*  1 , 

—* -dx  = _!«•'**  + C 

137.  C e-‘Utxdx  = -$<r**+»  + C 

138.  | *•«**<£*  = ^ + C 

139.  f (e’  + iydx  = $e‘*  + 2«*  + * + C 
1 40.  f (ex  — s*)  ds  = e*  — r + C 
141.  J'  (e*  + l)*e*  dx  = |(e*+l  )*  + C 


47.  f JTW  = |ln  C(*,/s+D.  C>0 

48.  |*  sen  2*  dx  = — -J  cos  2x  + C 
49J  cos  \x  dx  = 2 sen  £s  + C 

50.  sec  3s  tag  3s  ds  = £ tag  3s  + C 

51.  esc*  2s  dx  — — £ cot  2s  + C 

52.  s sec*  s2  ds  = ^ tag  s2  + C 

53.  j*  tag2  a;  d*  = tag  x — s + C 

54.  tag  £s  dx  = 2 In  |sec-Js|  + C 

55.  esc  3s  dx  = ^ In  | esc  3s  — cot  3s  | + C 

56.  j*  b sec  ax  tag  ax  dx  = ~ 9ec  ax  + C 

57.  f (coss  — sens)2  ds  = s + cos  2s  + C 


58.  J sen  as  cos  as  ds  = sen*  as  + C 

= — 7T-  cos*  as  + C'  = — 7-  cos  2as  + K 
2 a 4 a 


etf+  3 dx  = -|ln  (e2x  + 3)  + C 


3-Ke’+i)'dx  = r"  + 2x-^  + c 

4.  % + \ ~ *n  + 1)*  — x + C 

5-/Sridx/  = in(--+ar-|. 

e C dx  c 

J VJ(I-VJ)  ” (l-Vi)1’  c> 


dx  = In  (e*‘  + 3)2/*  - ±x  + C 


dx  C 

VJ(l-V^)  " ln  (1  — \fx  )*’  C>° 


150.  J"  sen*  x cos  x dx  — ^ sen*  x + C 
160.  j*  cos4  s sen  s ds  = — £ cos*  s + C 
4=rNv*61.  tag 5 s sec*  s ds  = £ tag  • s + C 

1 62.  J*  cot4  3s  esc*  3s  ds  = — cot5  3s  + C 

16^J  1 -Sn  ^ i*  + s«4*)  + C 

164.  f . , = 1 ~COa2x  + C 

J 1 + cos  3s  3 sen  3s 

165.  r . , ^ ^ - s + i (cotas  - esc  as) 

166.  r sec2  — tag  — ds  = ^ a tag*  — + C 

J a 0 a 2 a 

167jTlridl  = il«|tag3x|  + C 
m-  f^7dx  = T®~‘*  + c 


, - X + ~ (cot  as  — esc  as)  + C 

+ sec  as  a 
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169.  ^ eUgi*  sec22x  dx  = -JeUf2x  + C 

170.  J*  etM3*  cos  3a:  dx  = ie2§en3jc  + C 

/dx  xyfb 

- = arc  sen  — — 

6 

•/ 


176. 

177. 


3x 


J ^5  = j«.».T  + c 


171 

172, 

173. 


dx 

5 + x2 


Vi 


+ c 

xyfZ 


arc  tag  ~ — + C 


/dx  y/6  xyfb 

, = ~r  arc  sec 

xyfx*  - 5 5 5 


+ C 


178, 

179, 

180, 


dx  _ 1 

V4^9x2 

da:  1 3a?  , _ 

9F+4  = earctagT+C 

-f^-dx  = 1 arc  tag  22^*  + C 

9 + sen  4a:  12  3 


s 

■f 

C sec2 


x dx  1 v . - 

= 2 arc  sen  (2  tag  x)  + C 


J; 


V 1 — 4 tag2  x 

-X  ■ = 4 arc  sen  In x*/2  + C 

V4  — 9 In2  x J 


174. 

175 


= arc  sen  e*  + C 


r e*  da 

J 

r e2*dx  1 u - 

• J TT^  = g arc  tag  etx  4-  C 


181.  J |*,  dx  = |x3  - x + ^-  arc  tag  x\^2"  + C 

Jcos 
sen2 


V2 


V£ 

2 

sen2x 


cos  2x  dx 

2J+8  = 


(2x  - 3)  dx 


184 


= f (2x  + 6)  dx  _ f _ 
x2  + 6x  + 13  J x2  + 6x  + 13  x2 

r (x-l)dx  1 r (6x  — 4)  dx  r 
’ J 3x2  - 4x  + 3 6 J 3x2  — 4x  + 3 J 


182, 

dx  i / * i * i oy  9 4 x + 3 

+ 6~+13  = ln(**  + 6x+13)  - - ftrc  tag  ^- + C 


185. 


186. 


4x  + 3 
x dx 


9»«-lL  + 9 = |ln(3**-4x  + 3)-^arctag^=^+C 


- - y/27  + 6x  - x2  + 3 : 


x — 3 


+ C 


X ^27  + 6x  - x’ 

L r ■ = \/l2x  — 4x*  — * 8 — ~ arc  sen  (2x  — 3)  + C 

J Vl2x-4x2-8  2 


•J^T  = J1" 

r dx  i 

’J  4x*  — 9 12  ln 

■/ 


x — 2 


x + 2 
2x  — 3 


+ C 

+ C 


dx  _ 1 . 

25  - 9xa  “ 30 


3x  + 5 I 


+ C 


dx  1 . ! x + S 

= 77  In  ! 


9 — x 


6 111  lx -3 


2x  + 3 

+ C 


■/ V? 

J 


+ 4 
dx 


3x  — 5 | 

= ln  (x  + Vx2  + 4 ) + C 


r i ln  | 2x  + V4x2  - 25  | + C 
V^4x2-25  2 


194 


195. 


196. 


— 9x2  dx  = ^ x\/ 16  — 9x*  J-  j arc  sen  —^  + C 

^ y/x*  — 16  dx  = £xV x2  — 16  — 8 ln  | x + yfx2  — 16  | + C 

V 4x2  + 9 dx  = £x\/4x2  + 9 + £ In  (2x  + Vr4x2~+~9  ) + C 

i.  Vxz  - 2x  — 3 dx  = £(x  — 1)  yj x*  — 2x  — 3 — 2 ln  | x — 1 + yjx2  — 2x  — Z | + C 

197.  ^ Vl2  + 4x  — x2  dx  — £(x  - 2)  \/l2  + 4x  - x2  + 8 arc  sen  J(x  — 2)  + C 

^ VxM-  4x  dx  = ^(x  + 2)  yjx2  + 4x  — 2 ln  | x + 2 + V^+~4x  | + C 

— 8 x dx  = ^(x  — 4)  Vx2  — 8x  — 8 In  | x — 4 + Vx2  — 8x  | + C 

i.  ^ \/6x  - x2  dx  = ^ (x  — 3)  y/§x  — x2  + arc  sen  — g -3  + C 


198. 


199, 


Capilulo  26 


Integracion  por  partes 


INTEGRACION  POR  PARTES.  Sean  u y v funciones  derivables  de  x . En  estas  condiciones, 

d{uv)  = udv  + vdu 
udv  = d(uv)  — vdu 

(i)  § udv  = uv  - ^ vdu 

Para  aplicar  (i)  en  la  practica,  se  separa  el  integrando  en  dos  partes;  una  de  ellas  se  iguala  a u 
y la  otra,  junto  con  dx,  a dv.  (Por  esta  raz6n,  este  mltodo  se  denomina  integracldn  por  partes.) 
Es  conveniente  tener  en  cuenta  los  dos  criterios  siguientes: 

(a)  La  parte  que  se  iguala  a dv  debe  ser  f&cilmente  integrable. 

( b ) ^ v du  no  debe  ser  mas  complicada  que  ^ u dv. 

Ejemplo  l:  Calcular  ^ x3e**dx . 

Hacemos  u = x*  y dv  = e*1  x dx\  de  donde  du  = 2x  dx  y v = Aplicando  la  fdrmula 
^ x*e**dx  = £x*  e1*  — j*  xe**dx  - ^x*  + C 

Ejemplo  2:  Calcular  J"  In  (x1  + 2)  dx. 

2 xdx 

Hacemos  u = ln(x8  4-  2)  y dv  = dx;  de  donde  du  — x*  + 2 ^ v ~ x'  ** or  tant0» 

J"  In  (sc*  + 2)  dx  = *ln(**  + 2)  — J = * In  (**  + 2)  - j ( 2 - ) dx 


= x In  (**  + 2)  — 2x  + 2yjz  arc  tag  x/yfi  4-  C 


(Ver  Problemas  1-10.) 


FORMULAS  DE  REDUCCION.  Las  fdrmulas  de  reduccidn  permiten  simplificar  el  cdlculo  cuando  se 
haya  de  aplicar  la' integracion  por  partes  varias  veces  consecutivas.  (Ver  Problema  9.)  En  general, 
una  fdrmula  de  reduccidn  es  aquella  que  da  lugar  a una  nueva  integral  de  la  misma  forma  que  la 
original,  pero  con  un  exponente  mayor  o menor.  Una  fdrmula  de  reduccidn  es  titil  si,  iinalmente, 
conduce  a una  integral  que  se  pueda  calcular  f&cilmente.  Algunas  de  las  fdrmulas  m&s  corrientes 
de  reduccidn  son: 


(A) 

(B) 

(C) 

(D) 

(E) 


f du  _ _lf u , 2m  — 3 r du  \ , . 

,)  (a*  ± «*)"  at]f2m  — 2)(at^ut)m~'  2m  — 2 J (a,±u,)m~lJ  ’ m 

f (a*  ± «*)-&*  = u<a’±u?m  + W f (a'±uT-‘du  , m * -1/2 

C du  _ _ X f m l 2m  — 3 r du  1 1 

J (m’-o*)"  “ a*  | (2m  - 2)(m*  - o')— 1 + 2m- 2 J (m*  - a*)—  'J  ’ w 

f (m*  — a’)“  d«  = _ 2 ma?  f f w * _1/2 

J 2m  4- 1 2m  4* 1 

Jumea*  du  = —umeau  — — \ um~ 
a a J 


' 1 eaB  du 


138 


CAP.  26] 


INTEGRACION  POR  PARTES 


139 


^ sen"  u 
^ cosmu 


du  — sen"  ‘ucosu  m — 


du  = cos^usenu  + rn^l  ( cos-.tt<|u 


sen”*  m cos"  it  du  = 


sen  + 1 u cos  u 


— - i sen"" 2 m 
m J 

- ^ cos"2  u dv 


snm  w cos*  2 u du 


sen"*  1 u cos* r 1 u _j_  m — 1 
m + n m + n , 


— ( scnm~*  w cos"  u du  . m ^ — n 
n 


i*m  sen  6u  du  = — cos  6u  4-  ~r 

0 0 


HI 

cos  bu  du  = — sen  bu  — -r 

b b 


6 J M 

J u^sen 


cos  6u  du 


sen  bu  du 


(Ver  Problema  11.) 


Problemas  resueltos 


1.  Calcular  xsenxdr. 


Podemos  seguir  los  siguientes  cam i nos : 

(a)  u = x sen  x,  dv  = dx;  (b)  u = sen  x,  dv  = x dx;  (c)  u = x,  dv  = sen  x dx. 
(a)  u — x sen  x,  dv  — dx . Por  tanto  du  = (sen  x + x cos  x)  dx,  v = x,  y 


J x sen  x dx  = x • x sen  x — J x(sen  x + x cos  x)  dx 


La  integral  que  resulta  es  menos  sencilla  que  la  original  por  la  cual  se  descarta  este  camino. 

(b)  u ~ sen  x,  dv  = x dx . Por  tanto  du  = cos  x dx,  v = Jx*.  y 

J x sen  x dx  = **«  sen  * - J cos  x dx 

La  integral  que  resulta  es  menos  sencilla  que  la  original  y tambten  descartamos  este  camino. 

(c)  u = x,  dv  ~ sen  x dx.  Por  tanto  du  = dx,  v = — cos  x,  y 

J x sen  x dx  = — x cos  x — J — cos  xdx  = —x  cos  x + sen  x + C 

2.  Calcular  J xe*  dx. 

Sea  u = x,  dv  = ex  dx.  Entonces,  du  — dx,  v — e*  y 


xe*  dx  — xex 


— J ex  dx  — xex  — ex  ■ 


3.  Calcular  x2  In  x dx. 


4.  Calcular 


Sea  u = In  x,  dv  — x2  dx.  Por  tanto,  du  = ~’v"  y 

Jac!  In  xdx  T.„x-jT-f-Ti„x-Tjx*<fa“T,n*— 5-**+c 

;ular  J xV  1 + x dx. 

Haciendo  u = x,  dv  — y/ 1 + x dx.  Tendremos  du  = dx,  v — f(l  4-  x)3/a,  y 

JxVT+^dx  = yX(l  4x)3'2  — y J (1  + x)3'2dx  = yX(l  + X)3'2  — (1  4 X)5'3  + C 
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5.  Calcular  /arc  sen  x dx. 


Haciendo  u — arc  sen  x,  dv  = dx.  Tendremos  du  = dxj\/ 1 — x2,  v = xt  y 


arc  sen  x dx  = x arc  sen  x 


= x arc  sen  x + x 2 + C 


I sec  x + tag  x | + C' 


6.  Calcular  j sen2  x dx. 

Haciendo  u = sen  x,  dv  — sen  x dx.  Tendremos  du  = cos  x dx,  v = — cos  x,  y 

J sen2  x dx  ~ — sen  x cos  x + cos2  £ dx 

= — sen  x cos  x + J (1  - sen2  x)  dx  = — £ sen  2x  + J*  dx  — j sen2  x dx 

Pasando  al  primer  miembro  la  integral  del  segundo, 

2 j'  sen2  x dx  = — ^ sen  2 x + x + C'  y j'  sen2  x dx  = £x  — £ sen  2 x + C 

7.  Calcular  I sec3  x dx. 

Haciendo  u ~ sec  x,  dv  ~ sec2  x dx.  Tendremos  du  — sec  x tag  x dx,  v — tag  x,  y 

j"  sec3  x dx  = see  x tag  x — sec  x tag2  x dx  = sec  x tag  as  — sec  x (sec2  x — 1)  dx 

= sec  x tag  x — j'  sec3  x dx  *f  sec  x dx 

Por  tanto  2 sec3  x dx  = sec  x tag  x + j sec  x dx  = sec  x tag  x + In  | sec  x *f  tag  x | + C' 

y | sec3  x dx  = £{sec  x tag  x + In  | sec  x + tag  x | } + C 

8.  Calcular  | x2  sen  x dx. 

Haciendo  u = x2,  dv  — sen  x dx.  Tendremos  du  = 2x  dx,  v = — cos  x,  y 

j"  x2  sen  x dx  = — x2  cos  x *f  2 x cos  x dx 

Haciendo  en  la  integral  resultante  u — x y dv  = cos  x dx.  Tendremos  du  = dx,  v = sen  x,  y 
| x2  sen  x dx  = — x2  cos  x *f  2 {x  sen  x ~ J sen  x dx} 

= — x2  cos  x + 2x  sen  x + 2 cos  x + C 

9.  Calcular  j * x3e21  dx. 

Haciendo  u — x3,  dv  = e2i  dx.  Tendremos  du  — 3x2  dx,  v — -^c2*,  y 

J"  x V1  dx  - x3e2*  — J"  x2e2*  dx 

Haciendo  en  la  integral  resultante  u = x2  y dv  = e2*  dx.  Tendremos  du  = 2x  dx,  v = , y 

J*  x3e2'dx  = |x3e2*  - §{|x2e2‘  - J xe“dxj  = |x2e‘*  - fx’e2*  + |Jxe2‘dx 
Haciendo  en  la  integral  resultante  u = x y dv  = e2x  dx.  Tendremos  du  = dx,  v = y 

J x>e2‘  dx  = \ xV*  - | x2e-  + f||  *e”  - \ J* 


10.  (a)  Haciendo  = x,  dv 


xV’dx  = |xV‘  - fxV*  + f {!*•*  - 2 J e"dx} 

= ixV*  - f xV*  + f xe2*  - f e2*  + C 
2 4 4 8 

x dx  -+-1 

± 3.2^ ; Tendremos  du  = dx,  v = (2m  - 2) (a2  ± x2)”*"1  ’ y 


” (a2  ± x2)’ 
r x2  dx 
J (a2  ± x2 


(a2  ± x2)m  “ (2m  - 2) (a2  ± x2)"*'1  2m- 2 J (a2  ± x2) 


1 C dx 

-2  J (a*±x1)m’1 


(b)  Haciendo  u = x,  dv  = x(a2  ± xT"1  dx;  Tendremos  du  = dx,  v = —(a*  ± x2)m,  y 


f x2(a2  ± x1)"-’  die  = ~(o2  ± x2)"  + 2m  J («’  =*=  a;,)m  dx 
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11.  Hallar:  (a)  J*  ^ . (*>)  j (9  + x2)3/2dx. 


(a)  Como  la  f6rmula  de  reducci6n  (A)  reduce  a una  unidad  el  exponente  del  denominador,  aplicdndola  dos  veces 
resulta: 


r dx 

J (i  + x2; 


4 


(l  + x2)5/2  3(1  + x2)3/2 

(b)  Aplicando  la  fdrmula  de  reduccidn  (B), 


2 C dx 

3 J (i  + x2; 


+ 1 


3(1  + x2)2/2  T 3 (1+x2)1'2 


+ C 


§ (9  + x')indx  = jx(9  + x2)2'2  + j J (9  + x2)”2dx 

= *(9  + x2)2'2  + ^ {x(9  + x2)1'2  + 9 In  (x  + V9  + x* )}  + C 


Problemas  propuestos 

12.  j"  x coa  x dx  = x sen  x + cos  x + C 13.  ^ x aec2  3x  dx  = ~ tag  3x,—  | In  |sec  3x|  + C 

14.  J"  arc  coa  2 x dx  = x arc  cos  2x  — £ V 1 — 4x2  + C 
J arc  tag  x dx  ~ x arc  tag  x — In  Vl  + + C 

16.  J*  xYT^dx  = -ife(l-x)3/l(15xa  + 12x  + 8)  + C 17.  J"  ^ 

x arc  tag  x dx  = £(x*  4 1)  arc  tag  x — £x  4 C 
i.  J"  x*  e~3x  dx  = — £e~3' (x*  4 §x  4 $)  4 C 
^ sen3x  dx  = — $ cos3x  — sen2  x cosx  4 C 
^21.  ^ x3  Sen  x dx  = — x3  cos  x 4-  3x2  sen  x + 6x  cos  x — 6 sen  x 4 C 


dx 

4x)2 


1 + x 


4-  C 


18. 

19, 

20, 


a / j 


dx 


2(6x  — 2a)  \/aT~6x 


4 C 


23. 


j 


x2  dx 


Va+  6x  3fe2  vTTx 

24.  x arc  sen  x2  dx  = ^x2  arc  sen  x2  4-  x4  4-  C 

*■  J sen  x sen  3x  dx  = £ sen  3x  cos  x — | sen  x cos  3x  4 C 

*•  / sen  (In  x)  dx  = -Jx  (sen  In  x — cos  In  x)  4 C 

* -To*  . , e“  (6  sen  6x  4-  a cos  6x)  . ^ 

27.  I e°*  cos  6x  dx  = + 1 4-  C - 

r «*  . j eax  (a  sen  bx  — b cos  6x)  _ 

28.  I e°*  sen  6x  dx  = 1 2 , ,, 4 C 

J a2  4 b2 


15 


(3x2  - 4x  + 8)  Vl  + x + C 


resultado  del  Problema  10  (a)  deducir  la  fbrmula  de  reduccidn  (A). 

(b)  PoniendoJ*  (a2  ± x2)m  dx  = a1  j’  (a1  ± xl)m~' dx  ± J'  x‘(a}  ± x2)’,'tdx  y aplicando  el  resultado 
del  Problema  10  ( b ) deducir  la  formula  de  reduccion  (B). 


30.  Deducir  las  fdrmulas  de  reduccion  (C)-(J). 
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31 

33. 


1 4x 


1 x 


4-  C 


/<< 


dx 

4 x*)3/* 


C dx  _ x(5  — 3a;2)  3 . 

■ J (1  -x*y  ~ 8(1 -x2)2  + 16  ln 

t.  j (4  — x2)3/*dx  — £x(10  — x2)  y/4  — x2  4-  6 arc  sen  -|x  + C 

o4  f d x _ 1 /x(3x2  — 80)  3,  x_-~ji  \ 

J (x2  - 16)s  " 2048  \ (x2  - 16)2  +8ln  x 4 4 J + ° 

l-  J (x*-l)5/2rfx  = ^x(8x4  — 26x2  4 33)  Vx2— ~1  - -fe ln  | x 4 \/x2  - 1 [ + C 

* ^ Sen4  x ~ S*  — § Sen  x cos  x “ i sen3  x cos  x 4 C 

. J*  cos3  x dx  = ^(3  cos4  x 4 4 cos*  x 4 8)  sen  x 4 C 

L J*  sen3  x cos2x  dx  = —4  cos3x  (sen*x  4-  $-)  4 C 
. sen4  x cos5  x dx  ~ ^ sen5  x (cos4  x 4 £ cos*  x 4 ^)  4 C 


4(4  4 x2) 


47  + C 


35 

36 

37. 

38. 


O/ro  procedimiento  Util  en  los  casos  mis  complejos  y laboriosos  de  esta  seccidn,  resulta  al  considerar  que  en  (ver 
Problema  9) 

(») 


J*  x3eudx  = -JxV*  — |x*e21  4 |xe2x  — §c*x  4 C 


los  tirminos  del  segundo  miembro,  sin  tener  en  cuenta  los  coeficientes,  se  obtienen  al  derivar  sucesivamente  el  inte- 
grando  x%e**.  Asi  pues, 


00 

y derivando 


J x*eu  dx  = Ax*e •*  + Jfa*ete  + Dxeu  + Eeu  + C 


= 2Ax3e**  + (3  A + ZB)x'e**  + (2B  + 2D)xelx  + (D  + 2 E)e* 

Identificando  coeficientes,  tendremos 

2A  — 1,  3A  4-  2B  = 0,  2B  4 2D  = 0,  D 4 2E  = 0 

De  donde  A — B = — f A = — J,  D — —B  = J,  E = — Ji>  = — J.  Sustituyendo  A,  B,  D,  E en  (ii),  obtenemos  (i). 

Este  mitodo  se  puede  aplicar  en  el  cilculo  de  f(x)  dx  siempre  que  al  derivar  repetidamente  f(x)  se  obtenga  un 
numero  fin i to  de  tirminos  diferentes.  J 


40.  Calcular  J e9*  cos  3 xdx  = lh^etx(3  sen  3x  4-  2 cos  3x)  4-  C haciendo 

J e**  cos  3 xdx  — Aeu sen  3x  4-  Be ** cos  3x  4 C 

41.  Calcular  f e^il  sen  4x — 5 cos  4x)dx  — 7a b eu( — 14  sen  4x  — 23  cos  4x)  4 C haciendo 


J e**(2  sen  4x  — 5 cos  4x)  dx  = Aeu  sen  4x  4-  Be2*  cos  4 x 4 C 

42.  Calcular  J sen  3x cos  2 xdx  — — 7s(2 sen  3x sen 2x  4-  3 cos  3x cos 2x)  4 C haciendo 

I sen  3x  cos  2x  dx  = A sen  3x  sen  2x  4-  B cos  3x  cos  2x 
J 4 D cos  3x  sen  2x  4-  E sen  3x  cos  2x  4-  C 


f e2* 

43.  Calcular  I e**x2  sen  xdx  — [25x*(3  sen  x — cos  x)  — 10x(4  sen  x — 3 cos  x)  4-  9 sen  x — 13  cos  x]  4*  C 


Capitulo  27 


Integrates  trigonom6tricas 

LAS  1DENTIDADES  que  se  utilizan  en  la  resoluci6n  de  las  integrales  trigonomdtricas  de  este  capitulo 
son  las  siguientes : 


1. 

sen*  x 4-  cos*  x = 1 

7. 

sen  x cos  y — 

i[sen(x  — y)  + sen(x  4-  y )] 

2. 

1 4-  tag*  x = sec*  x 

8. 

sen  x sen  y = 

i[cos  (x  — y)  — cos  (x  4-  >-)] 

3. 

1 4-  cot*  X = CSC*  X 

9. 

cos  x cos  y = 

£[cos  (x  — y)  + cos  (x  4-  y)] 

4. 

sen*  x = JO  — cos  2x) 

10. 

1 — cos  x = 

2 sen*  Jx 

5. 

cos*  x = JO  4-  cos  2x) 

11. 

1 + cos  x — 

2 cos*  £x 

6. 

sen  x cos  x = Jsen  2x 

12. 

1 ± sen  x = 

1 ± cos  — x) 

Problemas  resueltos 


SENOS  Y COSENOS 

1.  ^ sen*  x dx  — J 

J~  £(1  — cos  2x)  dx  = 

\x  — £ sen  2x  + C 

2.'  J*  cos*  3x  dx  ~ 

J"  £(1  + cos  6x)  dx  = 

£x  4-  sen  6x  4-  C 

3.  ^ sen*  x dx  — J 

J~  sen*  x sen  x dx  = J 

(*  (1  — cos*  x)  sen  x dx  = — cos  x 4-  £ cos3  x 4-  C 

4.  ^ cos5 *  x dx  = 

^ cos4  x cos  x dx  = 

j*  (1  — sen*  x)3  cos  x dx 

= 

^ cos  x dx  — 2 sen* 

x cos  x dx  + j*  sen4  x cos  x dx 

= sen  x — J sen3  x + £ sen5  x + C 


5.  sen*  x cos3  x dx  — jj*  sen*  x cos*  x cos  x dx  = sen*  x (1  — sen*  x)  cos  x dx 

= ^ sen*  x cos  x dx  — J"  sen4  x cos  x dx  — ^ sen*  x — £ sen5  x + C 


cos4  2x  sen3  2x  dx 


sen3  3x  cos5  3a;  dx 


— J*  cos4  2x  sen*  2a;  sen  2 x dx  = cos4  2a;  (1  — cos* *2x)  sen  2a:  dx 
= cos4  2a:  sen  2 x dx  — ^ cos*  2a;  sen  2*  dx  — — -J^cos52x  4-  ^ cosT  2x  4-  C 

= ^ (1  — cos*  3x)  cos5  3a;  sen  3x  dx 

= ^ cos5  3x  sen  3a;  dx  — ^ cos7  3a:  sen  3x  dx  — — ^ cos®  Zx  4-  ^4  cos8  Zx  + C 


sen3  Zx  cos5  Zx  dx  — I sen3  3x  (1  — sen*  3x)*  cos  3x  dx 


sen3  3x  cos  Zx  dx  — 2 I sen5  3x  cos  3x  dx  4-  I sen7  Zx  cos  3x  dx 


= ^ sen4  3x  — £ sen®  3x  + sen*  3x  + C 


143 


144 


INTEGRALES  TRIGONOMETRICAS 


[CAP.  27 


8.  J"  cos3--dx  = J"  ^1  — sen2^cos|-  dx  — 3sen^-  — sen3y  + C 

9.  J"  sen4  a : dx  = (sen2  a:)*  dx  = j j*  (l  — cos2 x)2  dx 

= i j*  dx  — i j*  cos  2a?  dx  + ~ J"  cos2  2a:  dx 
= ^ J"  dx  — J"  cos  ^x  ^ \ § (1  + cos  4a?)  dx 

— i x — ^ sen  2a:  + ^x  + ^sen  + G = — x — j sen  2a:  + ^ sen  4a:  + C 

10.  J*  sen2  x cos2  x dx  = ^ sen2  2x  dx  = ^ J"  (1  — cos4x)dx  = ^-x  — sen  4a:  + C 

11.  j*  sen4  3a:  cos2  3x  dp;  = J"  (sen2  3x  cos2  3x)  sen2  3 x dx  = J"  sen2  6x  (1  - cos  6x)  dx 

— g sen2  6x  dx  — - sen2  6x  cos  6x  dx 
= j (1  — cos  12x)  dx  — ^ J"  sen2  6x  cos  6x  dx 


hx  ~ ife56"12*  “ i hxn36x  + c, 


12.  J"  sen  3x  sen  2x  dx  = J"  ^ {cos  (3a:  — 2x)  — cos  (3a:  + 2x)}  dx  ~ \ § (cos  x ~ cos  6x)  <*x 


— ^ sen  x — ^ sen  5x  + C 


13.  J"  sen  3x  cos  5 x dx  = ^ \ (sen  — ®x)  + sen  (3x  + 5x)}  ~ \ cos  ~ Y6  C0S  ^ 

»•/  cos  4x  cos  2 x dx  = ^ j*  (cos  2x  + cos  6x)  dx  = sen  2x  + ^ sen  6x  + C 

15.  ^ yjl  — cos  x dx  = \^2  J"  sen  £x  dx  = — 2\/2  cos  ^x  + C 

16.  / (1  + cos  3x)3/2  dx  = cos3  \x  dx  = 2\/2  (1  — sen2  §-x)  cos  dx 


».  r-7=^==  = $-f= 

J V 1 - sen  2x  ^ «i  — 


= 2^(§senf*  - $sens|z)  + C 

dx  V2  f d*  _ \/2 


\/ 1 — COS  (£ir  — 2*) 

V2  , 


- ¥/=£=*  ■ ¥/«<»—» 


dx 


= — xf  In  | esc  (\tt  — x)  — cot  (Jtt  — x)  | + C 

A 


TANGENTES,  SECANTES,  COTANGENTES,  COSECANTES 

18.  J^tag4xdx  = J"  tag 2 x tag 2 x dx  = J"  tag 2 x (sec2  x — 1)  dx  = tag2  x sec2  x dx  — ^ 

= tag2  x sec2  x dx  — (sec*  x — 1)  dx  = £ tag3 x — tag  x + x + C 

19.  ^ tag 5 x dx  = tag3  x tag2  a:  dx  = tag3  x (sec2  x — 1)  dx 

= j tag3 x sec2  x dx  — tag3xdx  = J tag3 x sec2  x dx  - J tag  x (sec2  x 

= ^ tag4  x — ^ tag2  x + ln|secx|  + C 

20.  sec42xdx  = j*  sec2  2x  sec2  2 x dx  = sec22x(l+  tag2  2x)  dx 

= sec2  2x  dx  + j*  tag 2 2x  sec1 2x  dx  = 


tag2  x dx 


— l)dx 


tag  2x  + J tag3  2x  + C 
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21.  j*  tag3  3x  sec4  3 x dx  - J'  tag3  3x  (1  + tag2  3x)  sec2  3x  dx 

= ^ tag3  3x  sec2  3a;  dx  + j*  tag 5 3x  sec2  3 x dx  ~ tag4  3x  + ^ tag 8 3x  + C 


22. 


23. 


J tag2  x 


sec3  x dx 


sec5  x dx 


-s 


sec3  x dx 


= jj~  (sec2  x — 1)  sec3  x dx  ~ ^ 

= J sec3  x tag  x — £ sec  x tag  x — £ In  | sec  x + tag  x \ + C , intcgrando  por  partes. 
1.  ^ tag 3 2x  sec3  2 x dx  = tag2  2x  sec2  2x  • sec  2x  tag  2 x dx 

(sec2  2x  — 1)  sec2  2x  • sec  2x  tag  2x  dx 

sec2  2x  • sec  2x  tag  2x  dx 


- f 


= ^ sec4  2x  • sec  2x  tag  Zx  dx  — j* 
= sec5  2x  — £ sec3  2x  + C 


* 24.  cot3  2xdx  = cot  2x  (esc2  2x  — 1)  dx  — — £ cot2  2x  + ^ In  |csc  2x|  + C 


25.  J~*  cot4  3x  dx  = ^ 


cot2  3x  (esc2  3x  — 1)  dx  = I cot2  3x  esc2  3x  dx 


s 


-s 


cot*  3x  dx 


= J*  cot2  3x  esc2  3 x dx  — j*  (esc2  3x  — 1)  dx  = — £cot*3x  + ^cot3x  + x + C 


26. 


j*  CSC6  x dx  = J' 


esc2  x (1  + cot2  xfdx 

~ ^ esc2  x dx  + 2 ^ cot2  x esc2  x dx  + ^ cot4  x esc2  x 

= — cot  X — | cot3  X — £ cot5  X + C 


dx 


”■  j 


cot  3x  esc4  3x  dx 


= / 


28. 


cot  3x  (1  + cot2  3x)  esc2  3x  dx 

= ^ cot  3x  esc2  Zx  dx  + J'  cot3  3x  esc2  Zx  dx  — — £ cot2  3x  — cot4  3x  + C 

. ^ cot3  X CSC5  x dx  = ^ cot2  X CSC4  x • CSC  x cot  X dx  = ^ (esc2  X — l)  CSC4  X • CSC  x cot  X dx 

= CSC8  X • CSC  x cot  x dx  — CSC4  X • CSC  x cot  X < 

= — 1 CSC7  X + £ CSC*  X + C 


: dx 


Problemas  propuestos 


29.  1 

cos2  x dx 

— ^-x  + £ sen  2x  + C 30. 

sen3  2x  dx  = J cos3  2x  — ^ cos  2 x + C 

3L  J 

f sen4  2x  dx 

= §x  — £sen  4x  + gLsen8x  + 

C 

32.  J 

f cos4  ^x  dx 

~ % x i sen  x + ye  sen  2#  + 

C 

33.  J 

f sen7  x dx 

= i cos7  X j — | cos5  x + cos3  x — 

cosx  + C 
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34.  cos*  Jx  dx  = -j^x  + ^ sen  x + ^ sen  2x  — ^ sen3  x + C 

35.  J"  sen* x cos* x dx  = £sen*x  — $sen*x  + ^sen7x  + C 

36.  sen*xcos*xdx  = Jcos*x  — £cos*x  + C 

37.  J"  sen3  x cos*  x dx  = ^cos*2x  — Jgcos2x  4-  C 

38.  ^ sen4  x cos4  x dx  = jjg  (3x  — sen  4x  + £ sen  8x)  + C 

39.  sen  2x  cos  4x  dx  = J cos  2x  — ^ cos  6x  + C 

" / cos  3x  cos  2x  dx  = ^ sen  x + sen  5x  + C 

41.  J*  sen5xScnxdx  = £sen4x  — J^sen6x  + C 

C cos3  x dx  . 1 . . - ..  C cosa/*x  , 3 .5/,  . ^ 

42.  I = sen  x + — sen*x  + C 43.  I — 575— dx  = - — cotV3x  + C 

J 1 — sen  x 2 J sen  ' x 5 

..  C COS3X  , 1 , , « 

44.  I — t—  dx  = esc  x — — esc3  x + C 

J sen4x  3 

45.  J*  x (cos*  x*  — sen*  x3)  dx  — ^ (sen  x*  + cos  x*)(4  + sen  2x*)  + C 

« / tag*x  dx  = £ tag*x  + In  |cos  x|  + C 

47-  J tag3  3x  sec  3x  dx  = £ sec*  3x  — ^ sec  3x  + C 

48.  tag*'*  x sec4  x dx  = g tag 3/3  x + J tag9'3  x + C 

49.  tag4xsec4xdx  = ^ tagTx  + £ tag*x  + C 53.  esc4  2 x dx  = — £cot2x  — £cot*2x  + C 

50.  Jcot’zd*  = “ i cot*  * - In  |senx|  + C 54.  J (^)  dx  = C 

51.  | cot*  x esc4  x dx  = — 4 cot4  x — 4 cot9  x + C 55.  C cot_x  ^ - — sen  x — esc  x + C 

* o j esc  x 

52.  cot* x esc* x dx  = — g esc* x + £ esc*  x + C 56.  tag  x Vsec  x dx  = 2Vsec  x + C 


Vsec  x dx  = 2 Vsec  x + C 


57.  Aplicar  la  integraci6n  por  partes  para  deducir  las  f6rmulas  de  reducci6n 

(а)  C sec mudu  = — sec"1"*  u tag  u + — — \ f secm~3  u d 

J m-1  m-1 J 

(б)  ( cscwudw  = — — — - cscm"*«  cotu  + — — \ \ cscm_1  u 

J m— 1 m-1  J 


esc"1  *u  du 


Aplicar  las  formulas  de  reduction  por  partes  del  Problema  57  para  resolver  los  Problemas  58-60. 

“•  / sec*  x dx  = £ sec  x tag  x + ^ In  | sec  x + tag  x | + C 

59.  esc*  x dx  = — £ esc*  x cot  x — g esc  x cot  x + g In  ] esc  x — cot  x | + C 

60.  / sec9  x dx  = £ sec4  x tag  x + ^ sec2  x tag  x + ^ tag  x + C 


= J-  tag*  x + g tag3  x + tag  x + C 
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Cambios  de  variable  trigonom6tricos 

UN  INTEGRANDO,  que  sea  de  una  de  las  formas,  V a2 — b2u2,  V a2  + b2u2  o Vb2u2 — a2,  se  puede 
transformar,  si  no  contiene  otro  factor  irracional,  en  otro  formado  a base  de  funciones  trigonom£- 
tricas  de  una  nueva  variable,  efectuando  los  cambios  siguientes: 


Para 

hacer  el  cambio 

para  obtener 

Vaa  — 6*u* 

u = sen  z 
b 

a\/l  — sen2  z = a cos  z 

u = — tag  z 

aVl  + tag2  z = a sec  z 

Vb2u2 — a2 

w = — sec  z 
b 

aVsec2  z — 1 = a tag  z 

En  cada  caso,  la  integracidn  conduce  a una  expresidn  en  funcidn  de  la  variable  z.  Para  obtener 
la  solucidn  correspondiente  en  funcidn  de  la  variable  original  no  hay  m&s  que  deshacer  el  cambio, 
es  decir  tener  en  cuenta  las  relaciones  pitagdricas  en  todo  tridngulo  rectingulo,  como  se  indica 
en  los  problemas  resueltos. 


Problemas  resueltos 


1.  Calcular 


C dx 
^ xV4  + x * 


Haciendo  x = 2 tag  z;  tendremos  dx  — 2 sec*  zdz  y \/4  + x2  = 2 sec  z. 


C dx 

C 2 sec*  z dz 

_ I r 

' *y  4 + *' 

J (4  tag*  z)(2  sec*) 

4 J 

-iS 


sen"*  z cos  zdz  = — 


tag* 
1 


4 sen  z 


+ C = 


Ax 


2.  Calcular  f dx . 

Haciendo  x = 2 sec  z;  tendremos  dx  = 2 sec  z tag  z dzy  V xl — 4 = 2 tag  z. 

r X dx  = f ^sec  2 (2  sec  z tag  z dz)  = 4 T sec*  z dz 
J — 4 J 2 tag  z ° J 

= 2 sec  z tag  z + 2 In  | sec  z + tag  z | + C 
= \xyj xx  — 4 + 2 In  | x + Vx*  — 4 | + C 


/x*  — 4 


J 


\^9  - 4g» 


3,  Calcular  | — — — dx . 

2 j 

Haciendo  jc  = y sen  z;  tendremos  dx  = y cos  z dz  y V9  — 4x*  = 3 cos  z. 
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a 


V9  — 4x* 
x- 


dx 


- i 
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3 cos  z 


| sen  z 


(■Jcos  z dz) 


= 3X 


cos^  z 


dz 


= 3 f - dz  = 3 ( esc  g dz  — 3 ( 

J sen  * J J 

— 3 In  | esc  z — cot  z | + 3 cos  z + C' 

|3  - V9  - 4** 


sen  z dz 


= 3 In 


+ V9  - 4**  + C 


4.  Calcular 


/ 


dx 


*\ft  + 4** 


3 3 

Haciendo  x = ~ tag  z,  tendremos  dx  = — sec2  z dz  y \/9  + 4xa  = 3 sec  z. 


r dx 

r 1 sec1  z dz  _ 1 f 

' *V9  + 4*‘ 

J tag  z • 3 sec  z 3 J 

esc  z dz 


= j In  | esc  z - cot  z | + Cf  = ^ In 


+ 4x8  - 3 


+ C 


5.  Calcular 


Haciendo  x = — sen  z,  tendremos  dx  = — cos  z dz  y \/l6  — 9x*  = 4 cos  z. 

r (16  — 9x2)3/1  ^ _ r 64  cos*  z • f cos  z dz  _ 243  C cos4  z ^ 

**  ^f!§P-sen6z  sen6  z 

243  f 

“ IS  J * 


243 


cot4  z esc*  z dz  = — — cot*  z + C 

o0 

243  (16  — 9x*)5/1  , ^ 1 (16  — 9x8)s/1  , „ 

" “ "80" ' 243x*  + C ~ "80  ? +C 


6.  Calcular 


f x%  dx  — f x%  dz 

1/1  —(r,  — ’H* 


x — X1 


Vi  -<*  - D* 


Haciendo  x — 1 = sen  z,  tendremos  dx  = cos  z dz  y y/lx  — x2  = cos  z. 

f x*  dx  C (1  + senz)2  j f „ , j 

I , = I - cos  z dz  — I (1  + sen  zy  dz 

y/2,X  — X*  J ^os  ^ J 


\ 


— (£+  2 sen  z — £ cos  2z)  dz  = \z  — 2 cos  z — \ sen  2z  + C 

= $ are  sen  (x  — 1)  — 2\/2x  — x*  — ^(x  — 1)  \/2x^x*  + C 
= f arc  sen  (x  — 1)  - £(x  + 3)  yj2x  - x2  + C 


7.  Calcular 


J*  (4**  - 24*  + 27)w  / 


dx  . 


{4(x  — 3)*  — 9}s 
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2Z 


2X 


3X 


X-\ 


Fig.  28-6 


Haciendo  x — 3 = — sec  z,  tendremos  dx  = — sec  z tag  z dz  y V 4x8  — 24*  + 27  = 3 tag  z. 


J"  (4**  - 24*  + 27)1/J  / 


| sec  x tag  g dz 


J ~ 

27  tag3  z 

i f 

sen-1  z cos  z dz 

18  J 

esc  z + C 

18 

_ 1 

x — 3 

9 yj  Ax*  - 24*  + 27 


+ C 


Fig.  28-7 
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Problemas  propuestos 


+ c 


y/25  - x*  „ , 5 - V26  - *’ 

ax  = 5 In  


+ V25  - *•  + c 


» f — = » 

J (4-**)M  4^4  - ** 

*•  s 

"■  $70=7 

11.  ^ V*1  "t"  4 = £xVx*  + 4 + 2 In  (x  + Vx*  + 4 ) + C 


Va*  - *' 


+ C 


X X , ~ 

— arc  sen h C 


■*T* 

13.  J*  V^4  dx  = $*\/**^4  - 2 In  | * + V*’~4  | + C 

14.  = V?TP+|l»5^S^+C 

J x " \/a*  + x*  + a 

IS  f_£ld£_  _ 

15*  J (4  — X*)*'*  “ 

“■  JV 


12(4  - x1)*'* 


+ C 


dx 


+ C 


+ c 


w?+rf 

f dx  _ y/d-x* 

^ x*V9  — x* 

18.  f X - = ~ x\^ap*  — 16  + 8 In  | x + Vx*  “ 16  I + C 

•J  Vx5  - 16  2 

19.  J *V«*  - *’  dx  = (a*  — x*)w  - y(a*-x*)»'*  + C 

, f— 


20. 


y/x * - 4x  + 13 


= In  (x  - 2 + V«*  - 4x  + 13 ) + C 


x — 2 


+ C 


dx  _ 

”*  J (4* -XT'*  =•  4V4^? 

AA  C dx  _ 1 x , x , r 

22‘  J (9  + x*)*  ” 54  arC  ta8  3 + 18(9  + x*)  + 

Aplicar  la  integraci6n,  por  partes  y el  m6todo  de  este  capitulo,  en  la  resolucidn  de  los  Problemas  23*24. 

23.  ^ xarcsenxdx  = £(2x*  — 1)  arc  sen  x + £x\fl  — **  + C 

24.  J x arc  cos  x dx  = £(2x*  - 1)  arc  cos  x — £x\/i  — **  + C 
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Integration  por  descomposicion  en  fracciones  simples 

UN  POLINOMIO  EN  x es  una  funcion  de  la  forma  OqX"  + a^”-1  + * - - + an-ix  + an>  en  donde  los 
coeficientes  son  constantes,  a0  ^ 0 y n un  numero  entero  y positivo  cualquiera,  incluido  el  cero. 

Si  dos  polinomios  del  mismo  grado  toman  iguales  valores  numericos  para  todos  los  valores 
de  la  variable,  los  coeficientes  de  los  terminos  de  igual  grado  de  bsta,  en  ambos  polinomios,  son 
iguales. 

Todo  polinomio  de  coeficientes  reales  se  puede  expresar  (al  menos  tebricamente)  como  producto 
de  factores  reales  lineales,  de  la  forma  ax  + by  y de  factores  cuadraticos  reales  irreducibles,  de  la 
forma  ax 2 + bx  + c,  ^ 


UNA  FUNCION  F(x)  = 

cional.  Six) 


en  la  que  f(x)  y g(x)  son  polinomios  recibe  el  nombre  de  fraccidn  ra - 


Si  el  grado  de  f(x)  es  menor  que  el  de  g(x),  F(x)  recibe  el  nombre  de  funcibn  propia;  en  caso 
contrario,  F(x)  se  denomina  impropia. 

Toda  fraccion  racional  impropia  ^e  puede  expresar  (al  menos  teoricamente)  como  suma  de  un 

jc**  v * 

polinomio  y una  fraccion  propia.  Por  ejemplo,  — — - = x ■ 


JCa  + l 


x2  + 1 


Toda  fraccion  racional  propia  se  puede  expresar  (al  menos  teoricamente)  como  suma  de  frac- 
ciones simples  cuyos  denominadores  son  de  la  forma  (ax  + b)n  y (ax2  + bx .+  c)rt,  siendo  n un 
numero  entero  y positivo.  Atendiendo  a la  naturaleza  de  los  factores  del  denominador,  se  pueden 
considerar  cuatro  casos. 


CASO  I.  FACTORES  LINEALES  DISTINTOS 

A cada  factor  lineal,  ax  + b,  del  denominador  de  una  fraccibn  racional  propia,  le  corresponde 

A 

una  fraccibn  de  la  forma — siendo  A una  constante  a determinar. 


ax  + b 3 


CASO  II.  FACTORES  LINEALES  IGUALES 


(Ver  Problemas  1-2.) 


A cada  factor  lineal,  ax  + by  que  figure  n veces  en  el  denominador  de  una  fraccibn  racional 
propia,  le  corresponde  una  suma  de  n fracciones  de  'la  forma 


A 


+ 


+ •••  + 


ax  + b (ax  + b)2 
siendo  los  numeradores  constantes  a determinar. 

CASO  III.  FACTORES  CUADRATICOS  DISTINTOS 


(ax  + by 


(Ver  Problemas  3-4.) 


A cada  factor  cuadratico  reducible,  ax2  + bx  + c,  que  figure  en  el  denominador  de  una  frac- 

Ax  | B 

cion  racional  propia,  le  corresponde  una  fraccibn  de  la  forma  — fl  , L , — , siendo  A y B cons- 


tantes a determinar. 


ax2  + bx  + c 1 


(Ver  Problemas  5-6.) 
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CASO  IV.  FACTORES  CUADRATICOS  IGUALES 

A cada  factor  cuadr&tico  irreducible,  ax*  + bx  + c,  que  se  repita  n veces  en  el  denominador 
de  una  fraccibn  racional  propia,  le  corresponde  una  suma  de  n fracciones  de  la  forma 

Atx  + fl l \ AtX+Bt  AnX  + 

ax2  + bx  + c (ax2  + bx  + c)2  (ax*  + bx  + c)* 


siendo  los  valores  de  Ay  B constantes  a determinar. 


(Ver  Problemas  7-8.) 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar 


r 

J **-4- 

(a)  Descomposici6n  del  denominador  en  factores:  x%  — 4 = (jc  — 2)  (x  + 2). 
1 A [ B 


Por  tanto  — = - = H quitando  denominadores 

jc2  — 4 x — 2 jc  + 2 

(7)  1 = A(x  + 2)+B(x  — 2)  obien  (2)  1 - (A  + B)x  + (2A  — 2B) 


(6)  CAlculo  de  las  constantes. 

Metodo  general . Se  identifican  los  coeficientes  de  igual  potencia  de  jc  en  (2)  y se  resuelve  el  sistema  de  ecua- 
ciones  obtenido  para  determinar  las  constantes.  Esto  es,  A + B = Q y 2A  — 2B  = 1 ; A = J y B = — J. 

Metodo  abreviado.  Se  sustituyen  en  (1)  los  valores  de  jc  que  anulen  los  denominadores  de  las  fracciones. 
Es  decir,  para  jc  = 2 y jc  = — 2,  obtenemos  1 = 4A  y 1 = —4 B,  de  donde,  A = { y B ~ como  antes. 


( e ) Hemos  obtenido 


i 

x — 2 


— — con  lo  cual 
x + 2 


/ 


1 f dx  _ 1 C dx 
4 J x — 2 4 J x + 2 


7 In |*  — 2|  - 7ln|x  + 2|  + C 

4 4 


x — 2 
x + 2 


+ C 


2. 


Calcular 


x 


(x  + 1)  dx 
x*  + x*  — 6x  ' 


(a)  x*  + x*  — 6x  = x(x  — 2)(x  + 3).  Por  tanto 


x+1 

x1  + x*  — 6x 


C 

x + 8 


(J)  x + 1 = A(x  - 2)(x  + 3)  + Bx(x  + 3)  + Cx(x  - 2)  o 

(2)  x + 1 = (A  + B + C)x*  + (A  + 3B  — 2C)x  - 6A 


y 


(6)  Mitodo  general . Resolviendo  el  si3tema  de  ecuaciones 

A+B+C=  0,  A + 3B  — 2C~1,  y — 6A  = 1 


obtenemos  A = — 1/6,  B =*  3/10,  y C = — 2/15. 

Mitodo  abreviado . Sustituyendo  en  (1)  los  valores  x=0,  x = 2,  yjc  = — 3 obtenemos  1 =■  — 6A,  o sea, 
A = —1/6,  3 = 10B  6 B = 3/10,  y — 2 = 15C  6 C - —2/15. 


dx 


, , C <*  + 1)  dx  _ 1 f dx  , 3 f dx  i f J 

(C)  J x*  + x*  — 6x  ” eJ  x loj  x — 2 15j  x + 3 

1 q O I*  OlVM 

= — g In lat|  + — ln|*-2|  - jgln|*  + 3|  + C = In  |x|,/«  |*  + 3]‘/“'  + C 

S.  Calcular  f 1*1  y ABC 

x%  - x*  - x + 1 = (x  + \)(x  - 1)*.  Tendremos  ~ + + (*  - 1)*  y 

= A(x  - 1)*  + B(x  + l)(x  - 1)  + C(x  + 1) 


3x  + 5 
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Para  x = — 1,  2 = 4 A y A = Para  x = 1,  8 = 2C  y C = 4.  Para  determinar  las  dem&s  constantes,  se  sustituye 
otro  valor  de  x , por  ejemplo,  x — 0;  para  x — 0,  5 = A — 5 + C y 5 = — J.  Por  tanto, 


C 3a?  + 5 _ 1 C dx  1 C dx  C dx 

J x3-x2-x  + l ~ 2 J x + 1 2J  x-1  + 4J  (x-1)1 


= |ln|*+l|  - |-ln|*-l|  - 


+ C = 


4 . 1 , 

t-  + — In 

a?  — 1 2 


a?  + 1 
x-1 


+ C 


4.  Calcular 


/ 


x4  — x3  — x — l 
x9-x2 


dx. 


El  integrando  es  una  fracci6n  impropia.  Dividiendo, 


Descomponiendo 


x4  - x3  - x - 1 
x*-x% 

X + 1 


x + 1 


x + . 


x*  — x‘ 
C 


x*(x  - 1) 


= A + A + 

x\x—  1)  x x2  x - 1 


, Tendremos, 


x + 1 = Ax(x  — 1)  + B( x — 1)  + Cx* 

Para  x = 0,  1 = — B y B — — 1.  Para  * = 1,2  = C.  Para  x = 2,  3 = 2/l+5  + 4Cy/l  = — 2.  Por  tanto, 

f-jr;-1*  - /■* * J? - »fA 


= £*'  + 2 In'  |*|  - i - 2 In  I*  - 1|  + C = - - + 2 In 

Z X Z X 


x-1 


+ C 


5.  Calcular 


f *!± 

J x4+S 


+ x + 2 


3x*  + 2 


dx . 


x4  + 3x*  + 2 = (x2  + l)(x2  + 2).  Con  lo  que 


x3  + x*  + 2 


Ax  + £ , Cx  + D tx_  j . 

1 ^ 2 * De  donde 


x4  + 3x*  + 2 x*+l 

x'  + x*  + x + 2 = (Ax  + B)(x*  + 2)  + (Cx  + D)(x* ,+  1) 

= (A  + C)x*  + (B  + D)x‘ + (2A  + C)x  + (2B  + D) 

Luego  A + C=l,B  + D=i,2A  + C=\,y2B+D  — 2.  Resolviendo  el  sistema,  A = 0,  B = 1,  C = 1,  D = 0. 
Es  decir. 


+ xJ  + x + 2 


+ 3x'  + 2 


dx 


= Js+T  + = srctag*  + 2ln(*'  + 2)  + C 


/x2  dx  C 

^ = I k dt  que  sc  presenta  en  quimica  flsica. 


Tendremos 


B 


Cx  + D 


a — x a + x 


a2  + Jt 


— . Por  tanto, 


A (a  + x)  (i a 2 + x2)  + B(a  — x)  ( a 2 + x2)  + (Cx  + D)  (a  — x)  (a  + x) 


Para  x = a,  a2  = 4/ta3  y A = l/4a.  Para  x = — a , a2  = 45a3  y 5 = l/4a.  Para  x = 0,  0 ==  Aa9  + Ba?  + Da 3 = a*/ 2 
+ Da2  y D = — 1/2.  Para  x = 2a,  4a2  = ISAa3  — SBa 3 — 6Ca3  — 35a2 y C=0.  Asf,  pues. 


r X2  dx  _ r dx _1_  C dx  _ 1 C dx 

J a4  — x4  4a  J a — x 4a  J a + x 2 J a2  + x3 

j 


= — -Mn|a  — x|  + -^ln|a  + x|  — arc  tag—  + C 

4a  4a  1 2a  a 


/c  dt  = /ct  = —In 
4a 


la  + x 


la  — x 


— ~ arc  tag  — + C 
2a  a 


7.  Calcular  + g 


- 4x*  + 8x  - 4 


+ 2)3 


dx. 


_ . x*  — x4  + 4x*  — 4x*  + 8x  — 4 Ax  + B,Cx  + D,Ex  + Fnjl 

Tendremos (^ya = -*+ y + ^ + (^+2)^  06  donde 

x»  — x4  + 4xJ  — 4x*  + 8x  — 4 = (Ax  + B)(x:  + 2)s  + (Cx  + /))  (xs  + 2)  + £x  + F 

= Ax‘  + 8x4  + (4/4  + C)x*  + (4fl  + D)xt 

+ (4/4  + 2C  + E)x  + (4B  + 2D  + F) 
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se  obtiene  A = 1 , B = — 1,  C = 0,  D = 0,  E = 4,  F = 0.  Asi,  pues,  la  integral  dada  es  igual  a 


+ 4/ 

8.  Calcular  f jg+^dx. 


x dx 
(x2  + 2)3 


|ln(*,  + 2)  " ^arCtaB^  - 


Tendremos  2^"  + ^ = + Cf  ^ ^ Por  tanto 

(x2  + l)2  xr+  1 (x2  + l)2 


(x*  + l)2  xr+  1 (x*  + l)2  • - — 

2xa  + 3 = (Ax  + B)(xa  + 1)  + Cx  + D = Ax3  + Bx1  + (A  + C)x  + (B  + D) 


de  donde  A = 0,  B = 2,  A + C = 0,  B + D = i.  Por  tanto  A = 0,  B = 2,  C = 0,  D = 1 y 


f 2x*  + 3 , _ (■  2 dx  , f 

J (x*  + l)*dx  ~ J *2+l  + J (, 

^ara  la  segunda  integral  del  segundo  miembro,  hacemos  x = tag  z.  Con  lo  cual 


dx 

(x2  + l)2 


r ?ec2  ^ 

J sec4 ; 


cos*  z dz 


2a:2 + 3 


2 arc  tag  x + — arc  tag  x 


\ z + i sen  2z 
2 4 


; arc  tag  x 


Problemas  propuestos 


dx  _ 1 i_  * - 3 , ^ 

^ 9 “ 6 " T+ T|  + C 

dx  3S  + 1 , r 

x2  + 7x  + 6 5 m x + 6 


Txl+3: 
J x2  — 2. 

3 

J x3  + x 


• dx  = x + In  I (x  + 2)(x-4)4|  + C 


3*-l  , _ ln  x1/s(x  4-  2)3/a 

~ ln  + C 


x dx 

x2  - 3x  - 4 


■|  In  | (x  + l)(x  — 4)4 1 + C 14.  = ln|x-2|-^2+C 


15.  f —■  -pdx  = -|xa-3x-ln(l-x)*  - 

>«•  f ^ ~f^=  + C 1 

J X + x ^Jxi  + 1 

f x3  - 2x3  + 3x2  - x + 3 1 , , , 

,8-  J x3  — 2x2  + 3x dx  = 2X  + ln  75 


_i_+  J + 

1 - x ^ 2(1  - x)2  T 

r x3  + X2  + X + 3 
h J (x2  4-  l)(x2  + 3) 


dx  = ln  V*2  + 3 + arc  tag  x + C 


—x1  + In  . = = + C 

2 v x2  — 2x  + 3 


2x3  dx 
(x2  4-  l)2  ~ 

2x3  + x2  4-  4 


In  (x2  + 1)  + x,  _|_  j + C 


20.  J (a.,  ^r4),  dx  = ln  (x2  + 4)  + g-  arc  tag  ^x  + jr+j  + C 

2K  J*  tx^+iV  dx  = ln  v/iTT_1  " I arc  lag  * “ 1 (m)  + ' 


oo  f x4  + 8x3-x2  + 2x  + l^  _ ln  *3-*2  + *|  3 2 2x  — 1 r 

“•  J <*•+*)(«•+!>  ^ - ln  <*+i)‘  I " rvr  + -jf  + c 

23.  (’  *’ 4ewT?*.+  (5.,  = ,n  VV  + 2r  + 3 + arc  lag  - i/5  arc  lag  -^=  + C 

J (x2  + 5)(x2  + 2x  + 3)  t/2  t/2  V^5 


24  r x8  + 7x3  + 15x4  + 32x3  + 23x2  + 25x  - 3 
■ J (x2  + x + 2)2  (x2  + l)2 

f dx  _ J_  1 c1-  3 _ 

25,  J e21  - 3c*  3e*  + 9 e*  + C 

2$  f sen  x dx  _ j l/l  + cos2  x 

J cos  x (1  + cos2  x)  cos  x 


• _ 1 _ 3 , . x2+  1 r 

dx  - x3  + x + 2 x2  + l+  x2  + x + 2 + C 


( Haccr  ex  — u.) 


+ C ( Hacer  cos  x = u.) 


j f (2  + tag2  e)  sec2  0 
J 1 + tag3  $ 


de  . iii  i,2  2 tag  0 — 1 . _ 

— = In  | 1 + tag  e + — arc  tag — h C 

V3  V3 


Capitulo  30 


Diversos  cambios  de  variable 

INTEGRANDO  RACIONAL  de  la  forma: 


1.  Vau  + b . Se  transforma  en  racional  mediante  el  cambio  de  variable  au  + b = z\ 

2.  VT+  pu  + w2.  Se  transforma  en  racional  mediante  el  cambio  de  variable  q + pu  + w2 

= (z  — «)2- 

3.  \/q+pu — w2  = V(a  + m)(/? — u).  Se  transforma  en  racional  mediante  el  cambio  de  va- 
riable q + pu  — w2  = (a  + iifz 2,  o bien  q + pu  — w2  = — w)2z2. 

. / (Ver  Problemas  1-5.) 

EL  CAMBIO  DE  VARIABLE  u = 2 arc  tag  z transforma  una  funcion  racional  de  sen  u y cos  u en  una 
funcion  de  z, 


sen  u — 


2 z 

lTz2' 


cos  u — 


l-zz 

\+z2 


du  — 


2dz 

1 Zz 


22 


Las  dos  primeras  relaciones  se  deducen  de  la  Fig.  30-1  y la  tercera,  diferen- 
ciando  la  expresion 

u = 2 arc  tag  z 

Despues  de  efectuar  la  integration  se  deshace  el  cambio,  es  decir,  z = tag  Jw,  con  objeto  de  ex- 
presar  el  resultado  en  funcion  de  la  variable  original. 

(Ver  Problemas  6-10.) 

OTROS  CAMBIOS  DE  VARIABLE.  Segun  la  forma  que  presentc  el  integrando  se  pueden  aplicar  otros 
cambios  de  variable  de  suma  utilidad  en  el  calculo  de  integrales. 

(Ver  Problemas  11-12.) 


1.  Calcular 


f 


dx 


Problemas  resueltos 


. Haciendo  1 — x = z2,  tendremos  x = 1 — z2y  dx  — — 2 z dz , y 


x 

i dx  _ /'  —2 zdz  _ n C dz 

J xJT^~x  J (I-*1)*  “ J 1" 


2.  Calcular 


vr 

C dx 

J ('T  — 1 


- In 


1 + z 


1—2 


+ C = In 


1 + Vl  - : 


+ c 


■ . Haciendo  x + 2 = z2,  tendremos  x = z2  — 2,  dx  — 2z  dzy  y 


(*  - 2)  'Jx  + 2 

C dx  _ = I In 

J ~ J - ZJ  *J-4  2 


3.  Calcular 


(*  - 2)  V*  + 2 

r d* 

J xw-xw 


1 ’-I  * 21  + C = |ln 


2 + 2 


y/x  + 2 - 2 


V*  + 2 + 2 


+ C 


. Haciendo  x = z4,  tendremos  </x  = 4z3  dz  y 


f ,/t  = f-4-^  = 4 f -JL*  = if  (z+l+-^)dz 

J — Xl/*  J 2*  — 2 ,/  Z—  1 J \t  Z—lJ 

— 4(^z*  + z + In  |z  — 1|  ) + C — + 4\/ie  + In  {\fx  — l)4  + C 
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4.  Calcular 


r dx 

'r\/'E2  4-  'l 


xyjx 2 + x + 2 


Haciend' 


'o  x2  + x + 2 = (z  — x)2,  tendremos 


z2  — 2 

x = , 

, _ 2(x*  + x + 2)  dx 

V*2  + x + 2 - * +Z^2, 

y 

1 + 2z’ 

* (1  + 2x)3  ’ 

2(x*  + x + 2) 

v 1 + 2x 

r dx 

r (i+2*)*  dx 

= 2 f = 1 In 

Z — \/2 

' xV x*  + x + 2 

J z2  — 2 r z2  + z + 2 

J V2 

z + \/2 

1 + 2z  1 + 2z 


+ C 


= —In 

\/2 


\/x2  + x + 2 + x — y^2 


+ C 


5.  Calcular 


/ 


x dx 


(5  - 4x  - x2)3/2 
z2  - 5 


Vxs  + * + 2 + * + >/2 

. Haciendo  5 — 4*  — x2  = (5  + x)  (1  — x)  = (1  — x)az2,  tendremos 


\ 


1 + z2 


dx  = 


12z  dz! 


(1  + *2) 

z2  - 5 12z 


3® » \/5-4x  -x2  = (l-x)z  - 


6z 

1 + z2 


J (5  - 4x  - x3)3/3  J 216 z3  18  J \ z*/ 


6-  Jr 


dx 


+ sen  x — cos  x 


- s 


(i + «!)s 

2 dz 


«(*+*) 


4-  C 


5 — 2x 


1 + z1 


1 + 


2z 


: - f 

1 -z2  J 


dz 


= In 


.i  + z 

2 dz 


1 + z2  1+z2 
+ C = In 


*(1  + z) 
tag  jx 


9.V  6-4x-x* 

= In  |z|  — In  |1  + *|  + C 


+ C 


f dx 

r i + za 

r 2 dz 

/ 3 — 2 cos  x 

' 3 - 2 1 _ 

J l + 5x* 

1 + tag  Jx 
2\/5 


+ C 


arc  tag  z^6  + C 


1 + z2 


arc  tag  (v^5  tag  £x)  + C 


8. 


j 


sec  x dx 


f 1 + z2 

J 1-Z2 


2 dz 


= 2 


1 + z2 

= In  | tag  (£x  + {*)  | + C 
2 dz 


r dz 

J l-z* 


In 


1 + z 


l-z 


+ C = In 


1 + tag  £x 


1 - tag  £x 


+ C 


dx 

f 1 + z2 

— 2 f 

) 2 + cos  x ^ 

1 1 — z* 

O t 1 * 

- 2J 

2 + 


dz 

3 + z2 


= arc  tag  tag  £x^  + C 


1 + z3 


2 z 

— arc  tag  — — + C 

VS 


Vs 


2 dz 


10. 


r dx 

r l + x2 

r 2 dz 

- ? ( 

dz 

) 5 + 4 sen  x 

' B + 4 22 

J 5 + 8z+5z2 

5 J 

(*+*>■  + * 

1 + z2 
z + 4/5 


= 3arC‘ag  3/5 


o 5 tag  lx  4-  4 

+ C = — arc  tag  1-  C 


11.  Por  medio  del  cambio  de  variable  1 — x3  — zl  calcularj'  xsy+  — xs  dx.  x*  = 1—  z2,  3 x*  dx  = —2 x dx, 

xVl  - *9  d*  = J x V 1 - x*  • x3  dx  = J*(l  - **)*(“§*  d*)  = “ 3 X ^ _ 

_ _ 2 

" S\3  sj 


,+  C = -4(1-xs)s/‘(2  + 3x3)  + C 

y 45 
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12.  Haciendo  x = — , calcular  ( . X dx,  Tendremos  dx  = — <Jx  — x2  = — x/z  — 1,  y 

Z J JC*  Z2  2 


JS-*  = J v?  ~ = “J 


= — I zyj  z — X dz 


Haciendo  z — 1 = s*y  tendremos 


-J"  zyf^ldz  = -j  («*+l)*.2«d»  = -2(j  + ?jQ  + c 

- -<^  + ^)  + c . + B^SP)  + c 


Problemas  propuestos 


13. 

15. 

16. 

17. 

18. 
19. 
21. 
22. 

23. 

24. 

26. 

28. 

30. 

31. 

32. 

33. 

34. 

35. 

37. 


v5( i + Vx) 


^ = 2Vx  — 2 arc  tag  V*  + C 14.  J" 

i'a  + vfe  = 2^+2-  6 1n(3  + v^+2)  + C 

f \ dx  = — x + ^ -f\/3x  + 2 — In  (1  + V3x  + 2 )1  + C 

J 1 + V3x  + 2 6 L J 

f — dx  = In  I 2V*‘  - * + 1 + 2x  - 1 1 + C 

J V**  - x + 1 1 

f — = 2 arc  tag  (V*1  + x — 1 + x)  + C 

J asV x*  -I-  x — 1 


= 21n(l  + V*)  + C 


dx  _ 2x  — 1 , ^ f V4x  — : 


. F T v a«i  ■ . dx  — "Z  3 "I”  C 

V6  + x - x*  5 J * 6x 


= arc  sen 


s 

Jdx 

(x  + 1)‘"  + (x  + 1),/4 

/ 1,1 


+ c 


«■ 


(4x  - x»)» 


= 2(x  + l)1'*  - 4(x  + l)1'*  + 4 ln  (1  + (x  + l)1'4)  + C 


2 2 tag  ix  + 1 

n i = — arc  tag 7= 1-  C 

2 + sen  x y'jf 


Vs 


2 sen  x 
dx 


tag  ^x  — 2 — y/S 


1, 

3 + 6 sen  x 4 ln 


tag  \x  - 2 + y/$ 
3 tag  £x  + 1 


+ C 


Sr, 

f 

frrskn;  - + c 

dx 


tag  £x  + 3 


+ C 25.  f — 7 = ln  I tag  lx  - 1 1 + C 

J sen  x — cos  x — 1 ‘ * 1 


St 


+ sen  x + cos  x 


= In  1 1 + tag  £x  | + C 29.  § 


dx 


tag*  ^x  + 3 — 2y/2 


tag*  £x  + 3 + 2y/2 


+ C 


J"  sen\/xdx  = — 2y[x  cos'Jx  + 2 sen^x  + C 

( 


2 — cos  x = ^ arc  tag  (V^  tag  ^x)  + C 


1 ~ X 

— — arc  sen  — h C Hacer  x = 1/z. 

2x 


xV3x*  + 2x  - 1 

f dx  = «*  “ 3 !»(«*+  1)  + C Hacer  «*  + l = *. 

f -fn  g C0S  ^ dx  = cosx  + ln(l  — cosx)  + C Hacer  cosx  = z. 
J 1 — cosx 


r dx 

J ac*\/4^—  x* 


— x* 
4x 


+ C Hacer  x = 2/z. 


Jx.(/+x»)  = -^  + |arctag§+C  *•  / Vl  + = |(l  + Vi)v*-t(l  + V^)3/,  + C 

Z4 dx  _ 2^1  + x 

^ 3(1  — x*l 


3(1  - x‘)  - (5  + 4x)  Vl  - **  3\/TTx  - \/l  ~x 


+ C 


Capilulo  31 


Integration  de  funciones  hiperbolicas 


FORMULAS  DE  INTEGRACION 

j'  senh  udu  = cosh  u + C 

J"  cosh  udu  = senh  u + C 

i 

§ tagh  udu  = In  cosh u 4-  C ■ 

§ coth  udu  = In  |senh  u\  4-  C 

r ■ = senh-1—  4-  C 

J \^u*  4-  a1  a 

= cosh"1—  4-  C,  u>a>0 
V u*  — a*  a 


^ sech*  u du  = tagh  u 4-  C 
csch1 udu  = — coth u + C 

sech  u tagh  u du  = — sech  u 4-  C 
j*  each  « coth  u du  = — csch  u 4-  C 

f -r*-;  = - tagh  1 - 4*  C , u*  < a* 

J a*-u*  a a 

r i — — — coth"1—  4*  C,  u *>a* 

J «*-«*  a a 


Problemas  resueltos 

1.  senh  £x  dx  = 2 cosh  £x  4-  C 3.  ^ sech1  (2x  — 1)  dx  = £ tagh  (2x  — 1)  4*  C 

2.  cosh  2x  dx  = £ senh  2x  4-  C 4.  J*  csch  3x  coth  3x  dx  = — £ csch  3x  4-  C 

5.  T sechx  dx  = r — dx  = T coaJ^ag  = T — dx  = arc  tag  (senhx)  4*  C 

J J coshx  J cosh1  x J 1 + senh*x 

6.  j*  senh1  x dx  = ^ ^ (cosh  2x  — 1)  dx  = \ senh  2x  - Jx  + C 

7.  J9  tagh2  2x  dx  = J*  (1  — sech*  2x)  dx  = x — £ tagh  2x  + C 

8.  ^ cosh3  ixdx  = J*  (1  4-  senh*  £x)  cosh  £x  dx  = 2 senh  £x  4-  $ senh3  £x  4-  C 

9.  ^ sech4  X dx  = J*  (1  — tagh1  x)  sech1  x dx  = tagh  x — J tagh3  x 4*  C 

10.  J*  e'coshxdx  = J*  ex(e  — ^dx  = ^ J («*r  + l)«te  = + ^x  4-  C 

11.  J*  xsenhxdx  = ^ x^- — ^ — ^dx  = xe'dx  § xe~*dx 

= - |-(-*e-I-e-*)  + C = - *-  g*  + C 

= x cosh  x — senh  x 4*  C 
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25  = -hCOth-'f  + C 


C dx  _ 1 l_,2i  , „ C dx 

12.  I ~ — o cosh  1 — + C 13.  I £—5 — ; 

J ^4s*  - 9 2 3 J 9**-: 

14.  Calcular  V*a  + 4dx.  Haciendo  x = 2 senh  2,  tendremos  dx  = 2 cosh  2 dz,  y/x1  + 4 = 2 cosh  z,  y 

J*  x*  + 4 dx  = 4^*  cosh*  z dz  = 2^*  (cosh2z  + \)dz  — senh  2a:  + 2z  + C 
= 2 senh  z cosh  z + 2z  + C = ^x  V **  + 4 + 2 senh"1  ^x  + C 

/dx 

x Haciendo  x = sech  z,  tendremos  dx  = — sech  z tagh  z dz,  1 — x1  — tagh  z,  y 

xy/\  — x* 

f ^ = - f sech  a tagh  a ^ _ _ f * _ -t  + C = -sech-*  + C 

xVl  — x*  */  sechz  tagh  * 


Problemas  propuestos 


16.  ^ senh  3x  dx  = £ cosh  3x  + C 

17.  cosh  \x  dx  — 4 senh  £x  + C 


18.  cothfx  dx  = £ln|senhjjx|  + C 

19.  csch*  (1  + 3x)  dx  = — £ coth  (1  + 3x)  + C 

20.  ^ sech  2x  tagh  2 x dx  = — -J  sech  2x  + C 2 

21.  J csch  * dx  = In  Vc^h»  + i + C 2 

. J*  x*  senh  x dx  = (x*  + 2)  cosh  x — 2x  senh  x + C 

$enhsx  cosh*x  dx  = £ cosh*x  — J cosh*x  + C 
L senh  x In  cosh*  x dx  = cosh  x (In  cosh*  x — 2)  + C 


28, 

29 


22.  § cosh*  £x  dx  = £(senh  x + x)  + C 

23.  § coth*  3x  dx  = x — £ coth  3x  + C 

24.  senh*x  dx  = £ cosh3  x — coshx  + C 

25.  ^ e*  senh  x dx  — £e*x  — £x  + C 

26.  j*  e2x  cosh  x dx  = £e3*  + £e*  + C 

27.  ^ x cosh  x dx  = x senh  x — cosh  x + C 


31.  f 

J \/<r2  + 


. — senh"1—  + C 

V**  + 9 3 


senh-‘i— -i  + C 
4 


32.  | — = cosh-1Y+  0 

yjx1  - 25  5 


33. 

34 

35. 


, f dx 

' J 

-jv 

■/ 

i.  Vx*  — 9 dx  = ~x  V^2  — 9 — cosh"1 1-  + C 


x 1 u -i  3 , 

9**  = 6 ta8h  2*  + C 


dx  1 *1.-1 4 , r* 

16^=9  = _ 12  COth  3*  + c 


37. 

38. 

39. 


£ dx 
J Va;*-2x  + 17 

f a txlo  a_c  = - t coth”1  (at  +|)  + C 

J 4*'+12*  + 5 4 \ 2/ 


>/.<**  = senh -'I*  - -L—  + C 

z yx*  + 4 


dx  = senh“x  x — 


+ c 


Capilulo  32 


Aplicadones  de  las  integrales  indefinidas 


CONOCIENDO  la  ecuacion  de  una  curva,  y = f{x\  la  pendiente  m de  la  tangente  a ella  en  uno  de  sus 
puntos,  P{x , y),  viene  dada  por  m = f'(x).  Reciprocamente,  si  la  pendiente  de  la  tangente  en  un 
punto,  P(x,  y),  de  una  curva  es  m = dyjdx  = /'(*)  se  puede  hallar,  por  integration,  una  familia 
de  curvas,  y = f{x)  + C.  Para  determinar  una  de  ellas  en  particular  es  necesario  asignar  o determi- 
nar  el  valor  de  la  constante  C.  Esto  se  puede  realizar  obligando  a que  la  curva  pase  por  el  punto  dado. 

(Ver  Problemas  1-4.) 


UNA  ECUACION  s = /(/),  siendo  s el  espacio  y / el  tiempo,  define  de  forma  completa  el  movimiento 
rectilineo  de  un  cuerpo  con  respecto  a un  punto  fijo,  razon  por  la  cual  se  denomina  ley  del  mo- 
vimiento. La  velocidad  y la  aceleracion  vendran  dadas,  en  funcion  del  tiempo  f,  por 


v = 


d2s 

~dp 


Reciprocamente,  si  se  conoce  la  velocidad  (aceleracion)  en  funcion  del  tiempo  t y la  posicidn  (posi- 
tion y velocidad)  en  un  instante  dado,  normalmente  el  instante  inicial  f = 0,  se  puede  obtener  la 
ley  del  movimiento. 

(Ver  Problemas  7-10.) 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  la  ecuacion  de  la  familia  de  curvas  cuya  pendiente  en  un  punto  dado  sea  igual  y de  signo  contrario  al  doble  de 
la  abscisa  en  dicho  punto.  Determinar  la  curva  de  la  familia  que  pasa  por  el  punto  (1, 1). 

Se  sabe  que  dyjdx  — ~2x.  Por  tanto,  dy  — — 2x  dx>  \ dy  — — 2x  dxt  e y = — x2  + C.  Esta  es  la  ecua- 
cion de  una  familia  de  parabolas.  J J 

Sustituyendo  x — 1,  y = 1 en  la  ecuacidn  de  la  familia,  1 = — 1 + C y C = 2. 

La  ecuacidn  de  la  curva  de  la  familia  que  pasa  por  el  punto  (1,  1)  es  y = — x 2 + 2. 

2.  Hallar  la  ecuacidn  de  la  familia  de  curvas  cuya  pendiente  en  un  punto,  P(x,  y),  es  m = 3 x2y  y determinar  la  curva  de 
la  familia  que  pasa  por  el  punto  (0,  8). 

m — — 3 x2y  o — — 3x2  dx.  Por  tanto  In  y — jc3  + C = x3  + In  c e y = cexZ, 

dx  y 

Para  jc  = 0 e y = 8,  8 = ce°  — c.  La  ecuacidn  de  la  curva  pedida  es  y = Sex\ 


3.  Hallar  la  ecuacibn  de  la  curva  que  pasa  por  el  punto  (1,  1)  y es  tangente  a la  recta  jc  + 12y  = 13en  dicho  punto,  sabiendo 
que  en  cualquier  punto  de  ella  se  verifica  y"  = x2  — 1. 

(>')  = xl—  1.  Por  tanto  J (>')  dx  = J (x*  — 1)  dx  e y'  = ^ x + C,. 

En  el  punto  (1, 1)  la  pendiente  y*  de  la  curva  es  igual  a la  pendiente,  — Vi2»  de  la  recta.  Por  tanto,  — V12  = 4 — 1 + Cx 
Ci  = 7 In*  con  lo  cual 


, dy  1 

' =Tx  =TX 


-x  + i'  J dy=  \ {\x'~x  + Ti)dX’  y = T2xi~Txt  + ix  + Ct 


En  (1, 1),  1 *=  — y + + C2  y C2  = La  ecuacion  pedida  es  y = x 4 — ~x2  + ^x  + 


4.  La  familia  de  curvas  ortogonales  a un  sistema  de  curvas  dado  es  otro  sistema  de  curvas  en  el  que  cada  una  de  ellas  corta 
en  dngulo  recto  a cualquiera  de  la  familia  dada.  Hallar  la  ecuacibn  de  la  familia  de  curvas  ortogonales  a la  familia  de 
hipdrbolas  x2  — y2  = c. 
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En  un  punto  cualquiera,  P( x,  y),  la  pendiente  dc  la  hip£rboIa  que  pasa  por  61  es  mx  = x/y  y,  por  tanto,  la  pendiente 
de  la  curva  ortogonal  que  pasa  por  P ser£,  m2  — dyjdx  = — yjx.  Asi  pues. 


— = — , In  \y\  - — In  |x|  + In  C'  y \xy\  = C' 

La  ecuacidn  pedida  es  xy  = ±C'  o,  simplemente,  xy  — C. 

5.  El  incremento  respecto  del  tiempo  de  una  cierta  magnitud  q es  proporcional  al  valor  de  dicha  magnitud.  Sabiendo  que 
en  el  instante  inicial  / = 0f  q — 25,  y que  en  el  instante  / = 2,  q — 75,  hallar  el  valor  de  q en  el  instante  / = 6. 

dq  dq 

Como  ~ kq,  /tendremos  — = kdt.  De  donde  In  q = kt  + In  c o sea,  q = ceH . 
at  I q 

Para  / = 0,  q = 25  = ce°  ~ c;  o sea,  q = 25eu. 

Para  / = 2,  q = 25ert  = 75;  es  decir,  eu  = 3 = y k = 0,55. 

Para  / = 6,  q = 25e3'35‘  = 25e3'3  = 25(e1'1)3  = 25(27)  = 675. 

6.  La  velocidad  con  que  una  sustancia  se  transforma  en  otra  es  proporcional  a la  cantidad  que^  queda  sin  transformar. 
Sabiendo  que  la  cantidad  de  sustancia  inicialmente  presente  es  igual  a 50  y que  en  el  instante  / = 3 es  igual  a 25,  hallar 
el  tiempo  que  transcurre  hasta  que  la  cantidad  que  queda  sin  transformar  sea  igual  a Vio  de  la  inicial. 

Si  representamos  por  q la  cantidad  transformada  en  tiempo  t;  entonces 

=*(50  — 4),  — k dt.  In  (50  — q)  = — kt  + In  c,  y 50  — q = de~* 

Para  / = 0,  q = 0 y c = 50;  por  tanto,  50  — q = 50e ~H. 

Para  / = 3,  50  — q = 25  = 50e es  decir,  = 0,5  = e-°*»  k = 0,23,  y 50  — q = 50e~0’2*, 

Cuando  la  cantidad  sin  transformar  es  5,  50e_0'w  = 5;  o sea,  e~o  tv  = 0,1  = e'3*30  y / = 10. 

7.  Se  lanza  una  pelota  rodando  por  una  superficie  horizontal  con  una  velocidad  inicial  de  25  metros  por  segundo.  Debido 
al  rozamiento,  la  velocidad  disminuye  a raz6n  de  6 metros  por  segundo  cada  segundo.  Hallar  el  espacio  que  recorrerd 
la  pelota  hasta  detenerse. 

dv 

, — —6  y v = — 6/  + Cj.  Para  / = 0,  v = 25;  por  tanto  Ct  = 25  y v = — 6/  + 25. 
at 

v = dsjdt  = — 6/  + 25  y s = — 3/*  + 25/  + C*.  Para  t = 0,  s = 0;  por  tanto  C2  = 0 y s = — 3/3  + 25/. 

Para  v = 0,  / = 25/6,  es  decir,  la  pelota  rueda  durante  25/6  seg  hasta  que  se  detiene. 

Para  / = 25/6,  j = -3(25/6)*  + 25(25/6)  = —625/12  + 625/6  = 625/12  m. 

8*  Desde  un  globo  en  reposo  situado  a una  altura  de  3 000  metros  sobre  la  tierra,  se  lanza  un  objeto  verticalmente  hacia 
abajo  con  una  velocidad  inicial  de  15  metros  por  segundo. 

Suponiendo  que  la  aceleracidn  de  la  gravedad,  g,  es  de  10  metros  por  segundo  cada  segundo,  hallar  la  posici6n 
del  objeto,  y su  velocidad,  20  segundos  despu6s  de  iniciado  el  descenso. 

Tomando  la  vertical  hacia  arriba  como  sentido  positivo,  cuando  el  objeto  abandone  el  globo, 

a = dv/dt  = — 10  m/s*,  de  donde  v = — 10/  + Cx 

Para  / = 0,  v = — 15;  por  tanto,  Cx  = — 15.  En  estas  condiciones  v = dsjdt  = — 10/  — 15,  de  donde 
s — — 5/*  — 15/  + C2. 

Para  / = 0,  s = 3 000;  por  tanto,  C*  = 3 000,  con  lo  que  s = — 5/*  — 15/  + 3 000. 

Para  t = 20,  s = —5(20)*  — 15(20)  + 3 000  = 700  y v = —10(20)  — 15  = —215. 

Al  cabo  de  20  segundos,  el  objeto  est£  a una  altura  de  700  metros  sobre  la  tierra  y su  velocidad  es  de  215  m/s. 

9.  Desde  un  globo  que  se  eleva  a una  velocidad  de  15  metros  por  segundo,  se  deja  caer  un  objeto  cuando  la  altura  de  aqu6l 
sobre  la  tierra  es  de  200  metros.  Hallar,  suponiendo  el  valor  de  10  metros  por  segundo  cada  segundo  para  la  aceleracibn 
de  la  gravedad,  g : 

(a)  la  maxima  altura  sobre  la  tierra  a la  que  llega  a estar  el  objeto. 

(b)  el  tiempo  que  esti  el  objeto  en  el  aire. 

(c)  la  velocidad  del  objeto  cuando  llega  al  suelo. 

Tomando  la  vertical  hacia  arriba  como  sentido  positivo,  tendremos: 

a = dv/dt  = — 10  m/s*,  de  donde  v = — 10/  + Cx 

Para  / = 0,  v = 15;  por  tanto  Cx  = 15.  En  estas  condiciones  v = dsjdt  = — 10/+15,  con  lo  que  s = — 5/*+l5/+C*. 
Para  / = 0,  s = 200;  por  tanto,  C2  = 200,  de  donde  s = — 5/*  + 15/  + 200. 

{a)  Cuando  v = 0,/=3/2y/  = —5(3/2)*  + 15(3/2)  + 200  = 211,25.  La  maxima  altura  alcanzada  por  el  objeto 
es  de  21 1,25  metros. 

(6)  Cuando  s = 0,  — 5/*  + 15/  + 200  = 0,  de  donde  / = 8.  El  objeto  estd  en  el  aire  durante  8 segundos. 

(c)  Cuando  / = 8,  v = — 10(8)  + 15  = — 65.  El  objeto  llega  al  suelo  con  una  velocidad  de  65  m/s. 
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10.  La  velocidad  con  que  sale  el  agua  por  un  orificio  situado  a una  distancia  de  ft  metros  con  respecto  a la  superficie 
es  0,6 \/ 2#/?  metros  por  segundo,  siendo  la  aceleracion  de  la  gravedad  de  9,8  metros  por  segundo  cada  segundo.  Hallar 
el  tiempo  que  tardara  en  vaciarse  un  dcposito  cilindrico  de  1,5  metros  de  altura  y 30  centimetros  de  radio  a trav£s  de  un 
orificio  de  2 centimetros  de  diametro  situado  en  el  fondo. 

Sea  h la  profund idad  del  agua  en  el  instante  t.  EL  agua  que  sale  en  un  tiempo  dty  forma  un  cilindro  de  vdt  metros 
de  altura,  0,01  metros  de  radio  y tt(0,01)2  v dt  = 0,6:rc(0,01)2V2g/i  dt  metros  cubicos  de  volumen. 

Si  llamamos  — dh  al  descenso  de  la  superficie  del  agua,  la  disminuci6n  de  volumen  es  — n(0t3)2dh  metros  ctibicos. 
Por  tanto,  0,6tt(0,01)2  * 4,42  dt  — — n{0^fdhy  o sea,  dt  — — (340  dh)j\/h>  de  donde  t = - — 680  \rh  4-  C.  Para  / = 0, 
h = 1,5  y C = 680  \/l,5;  por  tanto,  / ^ — 680  V h + 680  V 1,5.  Cuando  el  dep6sito  est6  vacfo,  h = 0,  y / = 680 
seg  = 14  min,  aproximadamente. 


Problemas  propuestos 


11.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  familia  de  curvas  cuya  pendiente  es  la  indicada  y la  ecuacion  de  la  curva  de  la  familia  que  pasa 
por  el  punto  dado. 


(a)  m = 4x;_(l,  5)  (c)  m = (x  — l)3;  (3,0) 

(b)  m = Vx-  (9,  18)  (d)  m = 1/jc-;  (1,  2) 

SoL  ( a ) y — 2x2  4-  C;  y — 2x2  4-  3 

(b)  3 y = 2x3/2  + C;  3y  = 2x3'2 

(c)  4 y=(x  — 1 )*  + C;  4y  = (x  — l)4  — 16 
{d)  xy  = Cx  — 1 ; xy  = 3x  — 1 


(e)  m = x/y;  (4,  2)  (g)  m = 2 y/x;  (2,  8) 

(/)  m = x2jy3 ; (3,  2)  (h)  m = xyj(  1 + x1);  (3,  5) 

(e)  x*  — ^ = 0,  x*-y*  = \2 
(/)  3 y*  = 4x3  + C;  3^4  = 4x3  — 60 

(g)  y = Cx2;  y = 2x* 

(h)  y2  — C(1  + xa);  2y*  — 5(1  + x2) 


12.  (a)  Hallar  la  ecuacion  de  una  curva  sabiendo  que  pasa  por  el  punto  P(2,6)  en  el  que  la  pendiente  es  igual  a 10  y que,  en 

cualquier  punto  de  ella,  se  verifica  que  y"  = 2.  Sol.  y = x2  + 6x  — 10. 

(/>)  Hallar  la  ecuacion  de  una  curva  sabiendo  que  pasa  por  el  punto  P(1,0)  en  el  que  la  pendiente  es  igual  a 4 y que, 
en  cualquiera  de  sus  puntos,  se  verifica  y"  = 6x  — 8.  Sol . y — x3  — 4x*  + 9x  — 6. 

13.  Una  particula  con  movimiento  rectilfneo,  parte  del  origen  Ot  en  el  instante  t — 0,  con  una  velocidad  v.  Hallar  el  espacio 
recorrido  por  la  particula  durante  el  intervalo  t = tx  hasta  / = 

(a)  v = 4/  + 1 ; 0,  4 (c)  v = 3/2  + 2/;2,4  (« e ) v = 2/  — 2;  0,  5 

(b)  v = 6/  + 3;  1,3  (d)  v = yr<"+5;4,9  (/)  v = /!  — 3r  + 2;  0,4 

Sol.  (a)  36,  (b)  30,  (c)  68,  (d)  37  f,  (e)  17,  (/)  17/3. 

14.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  familia  de  curvas  cuya  subtangente  en  un  punto  cualquiera  sea  igual  al  doble  de  la  abscisa  en 
ese  punto.  Sol.  >>2  = Cx. 

15.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  familia  de  curvas  ortogonalfes  a la  familia  de  parabolas  y2  = 2x  + C.  SoL  y = Ce“\ 

16.  Una  particula  con  movimiento  rectilineo  parte  del  origen  (en  t = 0)  con  una  velocidad  inicial  v0  y aceleraci6n  a.  Ha- 
llar la  posici6n  s en  funcidn  del  tiempo  / (ley  del  movimiento). 

(a)  a = 32;  v0  = 2 (b)  a = —32;  v0  = 96  (c)  a = 12/a  + 6/;  v.  = —3  ( d ) a = \ly/7\  v,  = 4 

Sol.  (o)  j = 16<*  + 2l  (6)  j = —16/*  + 96/  (c)  s = /*  + /»  — 3/  (d)  s = | (/»'»  + 3/) 

17.  Un  vehlculo  lleva  una  velocidad  de  15  kil6metros  por  hora  y frena  a raz6n  de  0,8  metros  por  segundo  en  cada  segundo. 
Hallar  el  espacio  que  recorre  antes  de  detenerse.  SoL  1 1 metros. 

18.  Se  lanza  vertical mente  hacia  arriba  una  particula  desde  un  punto  situado  a una  altura  de  40  metros  sobre  el  suelo  con 
una  velocidad  inicial  de  30  metros  por  segundo.  Hallar  (a)  la  velocidad  de  la  particula  cuando  est&  a una  altura, 
de  80  metros,  ( b ) el  tiempo  que  tardard  en  alcanzar  la  mdxima  altura,  (c)  la  velocidad  de  la  particula  al  Uegar  al  suelo. 
T6mese  g = 10  m/s2.  SoL  (a)!0  m/s,  ( b ) 4 s,  (c)  41,2  m/s. 

19.  Un  bloque  de  hielo  desliza  hacia  abajo  por  una  pendiente  con  una  aceleracidn  de  4 metros  por  segundo  al  cuadrado. 
La  pendiente  tiene  60  metros  de  longitud  y el  bloque  emplea  en  bajar  5 segundos.  Hallar  la  velocidad  inicial  del  bloque 
y la  velocidad  que  lleva  cuando  diste  20  metros  del  fin  de  la  pendiente.  Sol . 2 m/s;  18  m/s. 

20.  Hallar  la  aceleracidn  constante  que  debe  tener  una  particula  para  (a)  recorrer  50  metros  en  5 segundos,  (b)  detenerla 
en  un  espacio  de  15  metros  desde  el  instante  en  que  su  velocidad  es  de  45  metros  por  segundo.  SoL  (a)  4 m/s2, 

(b)  —61,5  m/s2. 

21.  La  ley  del  crecimiento  de  una  cierta  bacteria  viene  dada  por  dNfdt  — 0,25 N.  Sabiendo  que  inicialmente  N = 200 
hallar  ^en  el  instante  / = 8.  SoL  1 478. 
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Integral  definida 

INTEGRAL  DEFINIDA.  Sea  la  funcion  f(x)  continua  en  el  intervalo  cerrado  a < x < b,  Consideremos 
el  intervalo  dividido  en  n subintervalos  /i1(  h2,  . . hn , mediante  Ios  (n  — I)  puntos  f2,  . . 
£„-1,  siendo  a < £ x < ' * * < f«-i  < b y representemos  ahora  el  punto  a por  f0  y el  b 

por  £„.  A las  longitudes  de  los  subintervalos  hu  h 2,  . . //„,  las  denominamos  Axx  = £ x — f0,  A^c 

I 1 AiS  I AsX  1 | AkX  I | AnX  1 

0 Co  Cl  C2  Ck-1  Ck  Cn-l  Cn 


Fig.  33-1 


= £2  — £1,  . . Anx  = £ n — £n~u  respectivamente.  (Estas  distancias  se  consideran  con  signo,  siendo 
positivas  cuando  estan  de  acuerdo  con  la  desigualdad  anterior,)  Elijamos  en  cada  subintervalo 
un  punto;  xx  en  hly  x2  en  h2>  . . .rrt  en  h„  y formemos  la  suma 

(i)  S„  = V /(. Xk)  Akx  = /(.y,)  +/(.Yj)  At.x  + ■ • • +/(.v„)  A„x 

k 1 


en  la  que  cada  termino  es  igual  al  producto  de  la  longitud  del  subintervalo  por  un  valor  de  la  fun- 
cion en  el  punto  elegido  del  mismo.  Sea  Xn  la  longitud  del  mayor  de  los  subintervalos  que  figuran 
en  (i)  y supongamos  que  el  numero  de  estos  aumenta  indefinidamente  de  forma  que  (Una 

forma  de  conseguirlo  seria  dividiendo  los  subintervalos  iniciales  en  dos  partes,  cada  una  de  ellas 
en  otras  dos,  y asi  sucesivamente.)  En  estas  condiciones, 


(ii) 


lim  Sn 


lim 

n — ► co 


n 


E 


f(*k)  Ak* 


existe  y su  valor  es  independiente  de  la  forma  de  subdividir  el  intervalo  a < x < b siempre  que 
A(i  ->  0,  y del  punto  xu  elegido  en  los  subintervalos. 

La  demostracion  de  este  teorema  queda  fuera  del  proposito  de  este  libro.  En  los  Problemas  1-3 
se  halla  este  limite  en  el  caso  de  funciones  f{x)  convenientemente  elegidos.  Se  comprendera,  sin 
embargo,  que  este  procedimiento  no  se  puede  aplicar  en  la  practica  con  una  funcion  cualquiera. 
Ademas,  con  objeto  de  poder  efectuar  los  calculos  que  aqui  figuran  es  necesario  dar  alguna  relacion 
entre  las  longitudes  de  los  subintervalos  (a  los  que  supondremos  todos  de  igual  longitud)  y seguir 
algtin  criterio  en  la  eleccion  del  punto  de  cada  subintervalo  (por  ejemplo,  elegir  el  extremo  izquierdo, 
el  derecho  o el  punto  medio  de  cada  subintervalo). 


Por  convenio,  se  escribe 


* f(x)  dx  = lim  Sn 


= lim  V f(xk)  Akx 

n-*<rX>  fc=l 


rb 

El  simbolo  J f(x)  dx  se  Jee  «integral  definida  de  f{x)  con  respecto  a x , desde  x = a sl  x — b» . 

La  funcion  f(x)  recibe  el  nombre  de  mtegrarxdo  y a y b el  de  limites  inferior  y superior  de  integration, 
respectivamente. 

(Ver  Problemas  1-3.) 
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PROPIEDADES  DE  LA  INTEGRAL  DEFINIDA.  Si  f(x)  y g(A')  son  continuas  en  el  intervalo  de  inte- 
gration a < x < b: 


dx  = 0 


Ver  demostraciones  en  el  Problema  4. 
dx 


JV) 

J * /(*)  dx  = - J*  f(z)  dx 

S*b  s*  b 

3.  J c f(x)  dx  = cj  /(a:)  dx , siendo  c una  constante. 

4.  {/(*)  ± g(x))  dx  = /(*)<&  ± r »(*) 

5.  f(x)  dx  + J"  f(x)  dx  — ^ f(x)  dx , cuando  a < c < b 

6.  Primer  teorema  del  valor  medio : 

^ f(x)  dx  — (b  — a)  f{x  o)  para  al  menos  un  valor  v =■  x0  entre  ay  b. 

° Ver  demostracion  en  el  Problema  5. 

Ju  d 

f(x)  dx , se  verifica  — F(u)  = f(u).  Ver  demostracion  en  el  Problema  6. 

a au 

TEOREMA  FUNDAMENTAL  DEL  CALCULO  INTEGRAL.  Regia  de  Barrow.  Si  f (x)  es  continua 
en  el  intervalo  cerrado  a < x < b,  y F(x)  es  la  primitiva  o integral  indefinida  da  f(x)f  se  verifica 


Jbf{x)dx  = F(x) 


Ejemplo  1 : 

(a)  Sea  fix ) = c,  una  constante,  y F(x)  — cx;  tendremos 

-*  3 


f 


F(b)  - F(a) 

Ver  demostracion  en  el  Problema  7. 

b 

c dx  — cx  | = c(b  — a). 


( b ) Sea  f{x)  = x y F(x)  — %x2;  tendremos 

(c)  Sea  f(x)  = a3  y Fix)  = i*4;  tendremos 


X 

jr- 


25 


25 


xdx  - xz2 1 - r, — 0 - 


rfa;  = -jj-  x4 

4 


81  ___1 
4 4 


20. 


Comparese  este  resultado  con  el  de  los  Problemas  1-3.  Se  deja  para  el  alumno  la  demostracion  de  que  para  obtener 
el  valor  de  (c),  siendo  Fix)  = Jx4  + C,  se  puede  utilizar  una  primitiva  o integral  indefinida  cualquiera  de  fix). 


(Ver  Problemas  8-20.) 


TEOREMA  DE  BLISS.  Si  f(x)  y g(x)  son  continuas  en  el  intervalo  cerrado  a < x < b y se  divide,  como 
antes,  este  intervalo  en  subintervalos  eligiendo  dos  puntos  en  cada  uno  de  ellos  (es  decir,  Xk  y x'k 
en  el  /c-esimo  subintervalo),  se  verifica: 

lim  2 f(Xk)' g(x')  AkX  - ( f(x)-g(x)dx 

n-*+«Jc  = l K J a 

Observemos  en  primer  lugar  que  el  teorema  es  cierto  si  los  puntos  Xk  y x’k  son  identicos.  EL  va- 
lor del  teorema  reside  en  que  cuando  los  puntos  de  cada  subintervalo  son  distintos  el  resultado 
es  el  mismo  que  cuando  coinciden.  Para  probar  la  validez  del  teorema,  tendremos 

2 /(**)  • = 2 /(**) ' #(**) AkX  + f(Xk)  {ffK) _ fiX**)) AkX 

k - 1 k — 1 fc-1 

y observando  que  cuando  + oo  (esto  es,  AkX  -+  0),  xk  y xfk  tienden  a confundirse  y al  ser  g(x) 
continua,  g(xk)  — g(xk)  ->  0. 
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I.  Tomemos  los  puntos  x*  coincidiendo  con  el  extremo  izquierdo  de  cada  subintervalo,  como  se  indica  en  la  Fig.  33-3, 
es  decir,  Xj  = 1,  x2  = 1 + /lx, xn  = 1 + (//  — 1)  /lx.  En  estas  condiciones, 

n 

S*  = 2 /(xjO  Akn  = x?  • Ax  + xl*  Ax  + • * • + x\ * Ax 

k - 1 

= [1  + (1  + Ax)3  + (1  + 2 • Ax)3  + • • • + {1  4 (n  - 1)  Ax}3]  Ax 
= [»  4 3{1  4 2 4 • • • 4 (n  - 1)}  Ax  4 3{1I. 2  4 22  4 • • • 4 (»  - l)2}  (Ax)2 

4 {l3  4 23  4 • • • 4 (n  - l)3}  (Ax)3]  Ax 


io  £l  {2  £3  (k-t  ik  in  — l in 


Fig.  33-3 
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1 X\  Xt  x3 
J — L_J — | — L 


I Ax  I Ax  I Ax  ■ 
£o  £i  £2  £3 


Xk 

-+H- 

£k  - 1 £k 

Fig.  33-4 


£n  — 1 £n 


II.  Tomemos  los  puntos  xt  coincidiendo  con  los  puntos  medios  de  los  subintervalos,  como  se  indica  en  la  Fig.  33-4; 
es  decir. 


Xt  = 1 + ^Ax,  Xz  ~ 1 + |Ax,  . . x,L  - 1 + 


2n-  1 


Sn  = 


Ax.  Tendrcmos 


Ax 


(1  + fA*)2  + (1+iA*)'1  + •••  + (1  + ?2^Aa;)] 

{1  + 3(f)Az  + 3(^)2  (A*)2  + (i)'1  (Az)2}  + {1  + 3(f)(Asc)  + 3(f)2  (A*)2  + (f)2  (A*)'1}  + 
+ jl  + s(22^)<A*>  + 3^^^)  (A*)2  (A*)3}1ax 

2 + « + ^8  - -y)  + (t  ~ Ji)  = 20  " -J 

("  x3  dx  — lim  (20  — ^)  — 20 

J n - + 00  \ « / 


4.  Demostrar  que: 

(a)  £ f{x ) dx  = 0.  La  longitud  del  intcrvalo  de  integration  es  0;  luego  Ax  = 0,  Sn  — 0,  y 


f(x)  dx  = lim  Sn 

J - n -♦  + oo 


C Xi  x% 

F-4  1 I 

£o  £i  £2 


0. 


Xk 

-H-4- 


Xn  b 

JJ L- 


Xk 

M— 


x\  b 


£k  — 1 £k  £r--1  £n 

Fig.  33-5 


£n  £n- 


£k  £k  — 1 £l  £0 


Fig.  33-6 


(b)  ^ fix)  dx  = - J"  . 


/(*)  dx.  Para  la  integral  del  primer  miembro,  dividamos  el  intervalo  a < x < b de  forma  que 

los  puntos  xk  sean  los  iridicados  en  la  Fig.  33-5.  Para  la  integral  del  segundo  miembro,  elegimos  el  intervalo 
(Fig.  33-6)  exactamente  igual  al  anterior,  excepto  que  los  puntos  y xk  se  numeran  de  dereclia  a izquierda  en  lugar 
de  izquierda  a derecha.  En  estas  condiciones,  el  valor  de  SH  a partir  de  lo  indicado  en  la  Fig.  33-5  sera  igual  al 
calculado  a partir  de  la  Fig.  33-6,  salvo  que  los  signos  de  A ^ son  positivos  en  el  primer  caso,  y negativos  en  el 
segundo.  Asi  pues, 

j*  f(x)  dx  = - f(x)  dx. 

Of  c*f(x)dx  — c ^ f{x)dx.  Efectuando  apropiadamente  la  subdivision  del  intervalo  y la  elecci6n  de  los  puntos 

a a 

de  los  subintervalos, 

n « 

Sn  = 2 cfixk)AkX  ==  C 2 /(Xlc)AkX 

k- 1 k=l 

De  donde 


r c fix)  dx  — c lim  2 fixk)  Akx  = cf*  fix) 

J n-*+»k  = l 


dx 


5.  Demostrar  el  primer  teorema-del  valor  medio  del  cdlculo  integral:  Si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a < x < b,  se 
verifica : J"  fix)  dx  = ib  — a)  */(x0)  al  menos  para  un  valor  x = x0  comprendido  entre  ay  b. 

a 

El  teorema  es  cierto  [ver  Ejemplo  1 (a)]  cuando  fix)  = c,  una  constante.  En  los  demas  casos,  sean  m y A/ el  minimo 
y el  m&ximo  absolutos,  respectivamente,  de  fix)  en  el  intervalo  a < x < b.  Realizando  de  forma  conveniente  lasubdi- 
visidn  del  intervalo  y la  elecci6n  de  los  puntos  de  los  subintervalos. 
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Ahora  bien,  cuando  /*->  + co,  tenemos 


que,  por  el  Problema  I,  se  transforma  en 


Por  tanto 


2mA kx  < 2 f(Xk)bkX  < 2 M fax 

k-l  k = l k=l 


fb  /*!> 

m dx  < J f(x)  dx  < J M dx 

a a a 

m(b  — a)  < ^ f(x)  dx  < M(b  — a) 

a 

m < ^ fix)  dx  < M 


1 C 

de  forma  que  I fix)  dx  = N,  siendo  N un  ntimero  comprendido  entre  m y M.  Como  /( x)  es  continua  en  el 

a 

interval o a < x < b,  tomar£,  al  menos  una  vez,  todos  los  valores  comprendidos  entre  m y M(ver  Teorema  I,  Capitulo  3). 
Por  consiguiente,  debe  existir  un  valor  de  x,  x = x0,  para  el  cual  /(x0 ) = M As!  pues, 

f f(x)dx  = N - /(x.)  y J'  f(x)dx  = (6-o)/(*o) 

a •» 

/**  ^ 

f(x)  dx,  se  verifica  —Fin)  = f(u), 

o 

Para  calcular  la  derivada,  pondremos 

Ju  + Au 

f(x)  dx  - J /(*)  dx 

a « 

y segiin  las  Propiedades  2,  5 y 6,  llegamos  a 

/a  y,u  + Aw  y^tt  + At» 

/(x)  dx  + J /(*)rfx  = J /(x)  dx 

« a tt 

— /(w o)  * Au,  siendo  u < uo  < u + Am 


/(x)  dx,  se  verifica  —Fin)  = /(a). 
du 


Para  calcular  la  derivada,  pondremos 


Por  tanto 

F(u  + Am)  — F(y)  = } y dl 

A u du 

ya  que  cuando  Au->  0,  u0->  «. 

Esta  propiedad  se  suele  expresar  en  la  forma: 


dF  = lim  F(u  + Am) F(m)  _ Hm  /(Mo)  _ /(u) 

au  Au-+0  Au  Au-+0 


Si  F(x)  = /(x)  dx,  se  verifica  F'{x)  — /(x). 


El  haber  empleado  la  letra  u en  el  desarrollo  anterior,  es  debido  a evitar  toda  confusidn  entre  las  diversas  x.  ObsSrvese 
en  (i)  que  Fix)  es  una  funcidn  del  limite  superior  de  integracidn  x y no  de  la  letra  x que  figura  en  el  integrando  /(x)  dx. 
En  otras  palabras,  esta  propiedad  tambiSn  se  puede  expresar  en  la  forma : 


Si  F(x)  — | /(f)  dt>  se  verifica  /^(x)  = /(x). 


De  (i)  se  deduce  que  F(x)  es  simple mente  una  primitiva  o integral  indefinida  de  /(x). 


7.  Demostrar  que  si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a < x < b y si  Fix)  es  una  integral  indefinida  de  /(x),  se  verifica 


J*  f(x)dx  = F(b)  - F( a) 


Aplicando  la  ultima  expresidn  del  Problema  6 


J*  f(x)dx  = F(x)  + C 


Cuando  el  limite  superior  de  integracidn  es  x = tenemos 


/ /(x)  dx  = o = F(a)  + c 


y C = —F(a) 


Asi  pues,  I f(x)  dx  = Fix)  — Fia)  y cuando  el  limite  superior  de  integration  es  x = bt  tenemos  lo  que  queremos 


demostrar, 


JV) 


dx  ^ Fib)  - F(a) 
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Apiicar  el  teorema  fundamental  del  calculo  integral  o regia  de  Barrow  para  calcular  las  integrales  siguientes. 


8.  = [f-'fl1.,  = (i-i)-(-f-i)  = i 

9-  = [ — x = (1  + i)_(i  + s)  = t 

1#‘  X % = 2v/*],  = «*-*)  = 2 

11.  J*  e~*ndx  = — 2e~jr/2J  = -2(e~,/s  - e)  = 4,9904 

12.  j = In  |x  + 2|  J '*  = In  8 — In  4 = In  2 

J-»3tt/4  -.37174  . . 

sen  x dx  = — cos  a;  I = = - y/2 

ff/t  Jir/2  \ 2 / 2 

“•  x;^  = - iE-(-J')]  - J- 

15.  f y/x^idx  = r^xv/*1  — 4 - 21n|x  + V*‘-4|]  = 4^21  - |V5  - 2 ln-^^ 

-5  L J-5  ^ J 6 — \^2i 

,IL  X.‘A  - Hirll].,  = Kln5“'"2)  ’ s""u 

17.  J"  In  x dx  = ^x  In  r — xj  — (e  In  e — e)  — (In  1 — 1)  = 1 


8.  1 (2x2  — x3)  dx  = 


1+IWI  + A)  = io 

2^  V3^18y  9 


senxdx  = — cosx 


(In  1 - 1)  = 1 


18.  CalcularJ*  xy  dx  siendo  x = 6 cos  6,  y = 2 sen  0, 

Expresando  x,  y,  dx,  cn  funci6n  del  parimetro  6 y d6,  y escribiendo  los  nuevos  llmites  de  integracidn  correspon- 
dientes  a los  valores  del  parimetro,  se  halla  la  integral  que  results. 

dx  — — 6 sen  6 dO.  Cuando  x — 6 cos  6 = 6,  6 = 0;  y cuando  x = 6 cos  6 = 3,  6 = nj 3.  Luego 
J'  xy  dx  = C (6  cos  0)(2  sen  *)(—  6 sen*)  de 

9 »/•  o 

= -72  f sen*#  cos t d»  = -24sen»#l  = -24{0  - (V3>2)’}  = 9\/3 


19.  CalcularJ" 


de 

6 + 4 cos  * * 


r de  = C 1 + **  = C 2dz 

J 6 + 4 cos  * J _ . . 1 — z2  J 9 + z2  * 


Para  determinar  los  limites  de  integracidn  de  z (6  = 2 arc  tag  z) : Cuando  0 = 0( 
z = 0;  cuando  6 = 2ji/3,  arc  tag  z = n/3  y z = \/T.  Por  tanto,  ^ — 

f *"*  df  "f^dz  2 . 

J 5~T~ 4 cos  g = 2J.  9 + ? = 3arc,ag3j0  = 9 
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20.  Cafcular 


2 dz 

f*”  dx  f dx  _ f 1 + z*  _ f 2 dz 

J'  1 — sen  x ' J 1 — sen*  J ^ 2z  ~ J (!-«)*' 


1+** 

Para  * = 0,  arc  tag  * = 0 y * = 0;  Para  * = n/3,  arc  tag  z = jr/6  y z = v^3/3.  Por  tanto 


cn  **  = 2r 

J#  1 — senx  V. 


_ _2  Y"  - 2 

(1-*)*  i-*J.  i-Vafc 


-2  = v^3  + 1 


Problemas  propuestos 

21.  Hallar  la  integral  ^ c dx  del  Problema  1 dividiendo  el  intervalo  a < x < b en  n subintervalos  de  longitudes 
Jjjc,  Azx,  . . .,  Anx,  Obs6rvese  que  ^ Akx  = b — a. 

k- 1 

22.  Hallar  la  integral  J x dx  del  Problema  2 empleando  subintervalos  de  igual  longitud  y (a)  eligiendo  los  puntos  x*coin- 

cidiendo  con  el  extremo  izquierdo  de  los  subintervalos,  (b)  eligiendo  los  puntos  xk  coincidiendo  con  los  puntos  medios 
de  los  subintervalos,  (c)  eligiendo  los  puntos  xt  a un  tercio  de  sus  longitudes,  es  decir,  tomando  xt  = x2  = i^x, . . . 

23.  Comprobar  quej*  x*dx  — 21  empleando  subintervalos  de  igual  longitud  y eligiendo  los  puntos  xk  (a)  en  el  extremo 
derecho  de  los  subintervalos  (b)  en  el  extremo  izquierdo  de  los  subintervalos,  (c)  en  el  punto  medio  de  los  subintervalos. 

24.  Con  los  mismos  subintervalos  y puntos  elegidos  en  el  Problema  23(a),  calcular  las  integrates  ( x dx  y 1 (x1  f x)dx y 

demostrar  quel  {f(x)  4-  g(x)}  dx  — 1 /( x)  dx  + l g{x)  dx . 

25.  Hallar  las  integrals ^ x 2 dx  x * dx,  Comparar  la  suma  con  el  resultado  del  Problema  23  y demostrar  que 

I /(x)  dx  4-  I f(x)  dx  — I f(x)  dx  cuando  a < c < b, 

i ° ° 

26.  Calcular  ^ e*dx  = e — 1. 


Ind.  S.  = 2 «k  A*A*  = (e  - 1)  . y 

k=i  e**  ~ 1 

indeterminada  del  tipo  0/0. 

27.  Demostrar  las  propiedades  4 y 5 de  la  integral  definida. 

28.  Aplicar  el  teorema  fundamental  o regia  de  Barrow  para  calcular; 


WlTi  A <r  <. 

n — + oo  1 


Ax  . . Ax 

= lim 


mu  A_  , 
x—  0 — 1 


es  una  forma 


(a) 

(2  + x)  dx  = 6 

<«o 

<b) 

f (2  -x)‘dx  = 8/3 
^0 

(A) 

<«) 

(3  — 2x  + x*)  dx  — 9 

(i) 

(d) 

J*  (1  — t*)t  dt  = -9/4 

U) 

(«) 

J^4  (1  - u)  = - 116/16 

(k) 

(/) 

r V 1 + 3x  dx  = 26 

(D 

Jx2(x3+l)dx  = 40/3 

o 

f 

•S  o 


= 2 


VTTx 

C x(l  — yfx  )*  dx  = 1/30 
"0 

C 8 oc  dx 


= 6 


J4  yfx*  — 15 

f \/a4  — x1  dx  = JaV 
Jo 

J*'  x'sJT^dx  - 
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, , f*  dx  1^3 

(,n)Js  25=^?  = 5^2 

,„■>  r°  x*dx  y/Zir  5 

(n)  J w x^TxTl  = -»“  - 8 

(o)  f X dx  = 4 In  (2  + V3 ) — 2>/3 

*/_  X 


(p) 


r dx 

J.  x-x' 


3.  8 

= 2ln3 


29.  Demostrar  que 


c*  dx  _ r 3 dx 

J . \/'r*  -4-  1 fl  - i/ -r*  4- 


(g)  r In  (x2  + 1)  dx  — In  2 

X2t r 

sen^dt  - 4 


w /' 

«r 


! sen  3x  dx  = ^(tt 


dx 


\/2j 


3 + cos  2x 


30.  Hallar 


s \fx%  + 16  \/x*  + 16 

✓.d  = 2ir 

I y dx  ~ 3tt,  siendo  x = 6 — sen  0,  y = 1 — cos  0. 

^9  = 0 

31.  Hallar  J'  \/l  + (y’Y  dx  = ^ + £ In  2,  siendo  ==  \x2  — Jinx. 

i 

§ + (jdt)  ^ = ^ e^e  “ siendo  x =*  e*  cos  r,  y = e'sen  r. 


32.  Hallar 


33.  Por  medio  de  las  formulas  de  reduction  (Capitulo  26)  deducir  las  formulas  de  Wallis: 


r 


r 


„ , i j 1*3.  . . (n  — 3)(n  — 1)  ir 

sen”  x dx  — | cos*  x dx  = — 0 . — -t — ^ - • - si  n es  par  y > 0 

2 • 4 ...  (n  — 2)n  2 J 

2 • 4.  . . (n  — 3)(n  — 1)  , 

= _ 1.3...(n-2)n  *•  « es  .mpar  y > 1 


/**'*„,.  . j 1 • 3. . .(w  — 1)  • 1 • 3.  . .(n  — 1)  jr 

J Se"  xcosxdx  = 2*4..  T(wi  + n — 2)(to  + n)  *2  51  * V - son  pares  y > 0 


_ 2 • 4. . . (m  — 3)(m  — 1) 

(n  4-  l)(n  + 3) . . . (n  + m) 

2 * 4.  . . (n  — 3)(n  — 1) 
(tw  + l)(rn  + 3) . . . (m  + n) 


si  w es  impar  y > 1 
si  es  impar  y > 1 


34.  Hallar: 


(a)  f V2 


x + 3 dx  = 98/3 


r,r/4cos2x-l  , 1 

(6)  J cos  2x  + 1 dx  = 4r  “ 1 

0 


(c) 


(d) 


X'i 


1 — Vx  j , , 3 ,, 

dx  - 4 In  v — 1 

4 


+ yfx 


^ x3c*adx  = ^(e*+l) 


to  ( 

IT 


1T/4 

-1 


sen  x dx _ _1  7 + 3\/2 

cos2  x — 5 cos  x + 4 3 " 7 - 3\/2 


x — 1 


•v/x*  - 4x  + 3 


dx  = ini^f  + 2V2  - 3/16 


4--/15 


dx 

sen  2x 


= In  V^3 


h)  ^ In  (x  + — 1 ) dx  = 3 In  (3  + 2^2  ) — 2yf2 

. rv 

. i/i* 


\/x*  4-  2x  + 2 


= ln(v^-l) 


,a\  r34  + 1)  <**  _ . 1 _ i 

^ J x2(x — 1)  4 1 3 3 

1/4 


(,>  x 


dx 

2 + tag  x 


1 , 3V2 
5ln^r  + 


+ ^ - 2 


*“4) 


10 


Capitulo  34 


Calculo  de  areas  planas  por  integration 

CONCEPTO  DE  AREA  COMO  LIMITE  DE  UNA  SUMA.  Sea  /(x)  una  funcion  continua  no  negativa 

r b " 

en  ningun  punto  del  intervalo  cerrado  a<x<b;  la  integral  definida  f(x ) dx  = lim  V f(xk)Akx 

Jfl  + 

admite  una  interpretation  geometrica  suma- 
mente  importante.  Dividamos  el  intervalo 
a < x < b eligiendo  los  puntos  xk , como  hemos 
visto  en  el  capitulo  anterior  y levantemos,  desde 
los  extremos  £0  = ct,  Su  £2,  . . £„  = b,  perpen- 

diculares  al  eje  x;  la  region  del  piano  limitada 
por  la  curva,  el  eje  x y las  ordenadas  en  los  pun- 
tos x — a y x = b,  quedara  dividida  en  n fran- 
jas,  cada  una  de  las  cuales  es,  aproximadamente, 
un  rectangulo  cuya  base  esta  apoyada  en  el 
eje  x y cuya  altura  es  la  ordenada  levantada 
desde  el  punto  xk  del  subintervalo  correspon- 
diente.  El  area  de  la  franja  representada  en 
la  Fig.  34-1  es  igual  a /( xk)Akx.  Asi,  pues,  la 

n 

suma  ^ f(xk)Akx  representa  el  area  de  los  n 

*=i  Fig.  34-1 

rectangulos.  b 

El  limite  de  esta  suma,  j f(x)  dx , cuando  el  ntimero  de  franjas  crece  indefinidamente  en  la 

forma  indicada  en  el  Capitulo  33  es,  por  definicion,  el  area  de  la  porcion  del  piano  citada  anterior- 
mente,  o dicho  en  pocas  palabras,  el  area  encerrada  por  la  curva  desde  x = a hasta  x ~ b. 

(Ver  Problemas  1-2.) 

Analogamente,  sea  x = g(y)  una  funcion  continua  no  negativa  en  ningun  punto  del  inter- 

rd 

valo  c < y < d\  la  integral  definida  J g(y)  dy  es,  por  definicion,  el  area  limitada  por  la  curva 
x = g(j>),  el  eje  y y las  ordenadas  extremas  y = c e y — d.  (Ver  Problema  3.) 

Si  y = f{x)  es  una  funcion  continua  que  no  toma  valor  positivo  en  ningtin  punto  del  inter- 

rb 

valo  a < x < b,  la  integral  definida  J f(x)  dx  sera  negativa,  queriendo  esto  decir  que  el  area  esta 
situada  por  debajo  del  eje  x.  De  igual  forma,  si  x = g(>>)  es  continua  y no  toma  valor  positivo  en 

rd 

ningun  punto  del  intervalo  c <y<d,  la  integral  I g(y)  dy  sera  negativa  y el  area  estara  situada 
a la  izquierda  del  eje  y.  (Ver  Problema  4.) 

Si  y = f(x)  cambia  de  signo  en  el  intervalo  a < x < b,  o six  = g(y)  cambia  de  signo  en  el 
c < y < dy  el  area  encerrada  por  la  curva  se  hallara  por  medio  de  dos  o mas  integrales  definidas. 

(Ver  Problema  5.) 

CALCULO  DE  AREAS  POR  INTEGRACION.  Los  pasos  a tener  en  cuenta  para  plantear  la  integral 
definida  que  proporciona  el  valor  del  area  a calcular  son : 
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(1)  Trazar  un  diagrama  en  el  que  figuren  {a)  el  area  a determinar,  (6)  una  franja  representativa 
y (c)  el  rectangulo  generico.  Para  ello  tomaremos,  sistematicamente,  el  subintervalo  repre- 
sentativo  de  longitud  Ax  (o  Ay)  y el  punto  x*  (o  yk)  de  este  subintervalo  en  su  mitad. 

(2)  Hallar  el  area  del  rectangulo  y le  suma  correspondiente  al  area  de  los  n rectangulos. 

(3)  Aplicar  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  calculo  integral  (Capitulo  33)  supo- 
niendo  que  el  numero  de  rectangulos  crece  indefinidamente. 

(Ver  Problemas  6-14.) 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  drea  limitada  por  la  curva  y — xx , el  eje  x y las  ordenadas  en 
los  puntos  x ==  1 y x = 3. 

En  la  Fig.  34-2  se  representa  el  area  a calcular,  KLMN,  una  franja 
representativa,  RSTUy  y su  rectangulo  gendrico,  RVWU . La  base  de 
este  rectangulo  es  Akxt  la  altura  es  yk  — f(xk ) x|  y,  por  tanto,  su 
drea  vale  X|  * Akx.  Asf  pues, 


A ~ lim  2 = I tt*dx 

n —*■  +00  k - I . 


- 9 — y = ~ unidades  de  superficie 


2.  Hallar  e!  drea  comprendida  entre  el  ejc  x y la  pardbola  y — 4x  — x*. 

La  curva  dada  corta  a]  eje  x en  los  puntos  x = 0 y x = 4,  que 
seran  los  Umites  de  integracidn.  La  base  del  rectdngulo  gendrico 
es  Akx,  la  altura  yk  — 4xk  — xj,  y su  drea  vale  (4x*  — xj)  • Akx. 
Por  tanto. 


A = lim  2 (4xk  — x?)  = I (4 x — 

n -*  + ao  k = i */Q 

= ^2x2 ^-x3J  — 32/3  unidades  de  superficie 

Una  vez  que  el  alumno  tenga  en  su  mente  todas  las  operaciones 
a realizar  para  hallar  el  valor  de  un  drea,  es  relativamente  fdcil  plan- 
tear,  directamente,  la  integral  a resolver,  una  vez  conocidos  los  h'mites 
de  integracion. 


3,  Hallar  el  drea  comprendida  entre  la  pardbola  x = 8 -f*  2 y — y\  el  eje  y 
y las  rectas  y = — 1 e y ~ 3. 

En  este  caso,  dividimos  el  drea  en  franjas  horizontales.  La  base  del 
rectdngulo  gendrico  (Fig.  344)  es  Ayt  la  altura  es  x = 8 4-  2 y — y*f 
y su  drea  vale  (8  -f*  2 y — y*)  Ay.  Por  tanto,  el  drea  pedida  serd: 

f (8-1-  2y — y*)dy  — \sy  -f  y2  — ^-1  = ^ unidades  de 

J -1  L 3 J-i  3 superficie 


Fig.  34-4 
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4.  Hallar  el  Area  limitada  por  la  parabola  y — x*  — 7x  4-  6,  el  eje  x 
y las  rectas  x = 2 y x = 6. 


La  base  del  rectAngulo  genArico  (Fig.  34-5)  es  Ax,  la  altura 
es  — y = — (x*  — lx  4-  6),  y el  Area  vale  — ( x * — lx  4-  6)  Ax . 
El  Area  pedida  es, 

= unidades  de  superficie 


= ^ — (x2  — lx  4-  6)  dx  = — 


5,  Hallar  el  Area  comprendida  entre  la  curva  y — x3  — 6x*  4-  8x  y 
el  eje  x. 


La  curva  corta  al  eje  x en  x = 0,  x = 2 y x = 4,  como  se 
indica  en  la  Fig.  34-6.  Trazando  franjas  verticales,  el  Area  del 
rectAngulo  genArico,  con  su  base  en  el  intervalo  0 < x < 2, 
es  (x3  — 6x*  4-  Sx)  Ax,  y el  Area  situada  por  encima  del  eje  x 


vendrA  dada  por  f (x3  — 6x*  4-  8x)  dx,  El  Area  del  rectAngulo 
J o 

genArico  con  su  base  en  el  intervalo  2 < x < 4 vale  — (x3  — 6x* 
+ 8x)  Ax,  y el  Area  situada  por  debajo  del  eje  x viene  dado  por 

J — (x3  — 6x*  4-  8x)  dx.  El  Area  buscada  serA,  en  definitiva, 


= § (x3  - 6x2  4-  8x)  dx  + -(x3  - 6x*  4-  8x)  dx 


= 4 4-4  = 8 unidades  de  superficie 


En  este  caso,  ha  sido  necesario  calcular  dos  integrales  definidas, 
ya  que  el  integrando  cambia  de  signo  en  el  intervalo  de  integraci6n. 
Con  un  planteamiento  incorrecto  del  problema  habrfamos  llegado 

a la  conclusi6n  de  que  f (x3  — 6x*  4-  8x)  dx  = 0. 

J o 


Fig.  S4-5 


6.  Hallar  el  Area  comprendida  entre  la  parAbola  x = 4 — y%  y el  eje  y. 


La  parAbola  corta  al  eje  x en  el  punto  (4, 0)  y al  eje  y en  los  puntos  (0, 2)  y (0,  — 2).  Vamos  a resolver  el  problema  de 
dos  formas  distintas. 


Empleando  franjas  horizontales . La  base  del  rectAngulo  generico  [Fig.  34-7(a)]  es  Ay,  su  altura  4 — y1  y su  Area 
vale  (4  — y1)  Ay.  Los  limites  de  integraci6n  de  la  integral  definida  son  y — — 2 e y = 2.  Ahora  bien,  observando  que  el 
Area  situada  por  debajo  del  eje  x es  igual  a la  situada  por  encima  de  Al,  tendremos: 

J (4  — y*)  dy  = 2 J (4  — y2)  dy  = 2 ^4 y — ^ unidades  de  superficie 

Empleando  franjas  verticales.  La  base  del  rectAngulo  genArico  [Fig.  34-7(6)]  es  Ax,  su  altura  2 y ~ 2\/ 4 — x,  y su 
Area  vale  2\/ 4 — x Ax.  Los  limites  de  integracion  son  x ==  0 y x = 4.  Por  tanto,  el  Area  sera: 


32 

3 


unidades  de  superficie 
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10.  Hallar  el  Area  del  menor  de  los  sectores  que  la  recta  x — 3 determina  en  el  clrculo  x*  + y*  = 25.  (Ver  Fig.  34-11.) 
A = 2ydx  = 2^  V2 5 - z1  dx  = 2 ^|V25-x*  + ^arcseofj 


(25  3 1 

— jt  — 12  — 25  arc  sen  - ) unidades  de  superficie 


Fig.  34-11  Fig.  34-12 

11.  Hallar  el  Area  de  la  interseccidn  de  los  circulos  x*  4-  y%  = 4 y x%  4-  y*  = 4x.  (Ver  Fig.  34-12.) 
Los  drculos  se  cortan  en  los  puntos  (1,  ± \/3)- 

El  rectAngulo  gendrico  se  extiende  desde  x = 2 — \/ 4 — yl  hasta  x = V 4 — y*. 



(V4  - y2  - (2  - dy  = 4 j (V4^  - l)dy 


A = 


= 4 ^ V4  — y*  4-  2 arc  sen  |-y  — yj  = — 2y/s  ^ unidades  de  superficie 


12.  Hallar  el  Area  limitada  por  la  curva  y*  = x*(4  + x).  (Ver  Fig.  34-13.) 


A = J"  2ydx  = 2 xV4  4-  x dx.  Haciendo4  4-  x = fa,  tendremos 
A = 4 J"  (a*  — 4) V dz  = 4 |jy  - y-  4-  y-J  = yy  unidades  de  superficie 


Fig.  34-14 

13.  Hallar  el  Area  limitada  por  el  arco  de  cicloide  x = 8 — sen  0,  y ~ 1 — cos  0.  (Ver  Fig.  34-14.) 

Cuando  0 varia  de  0 a 2ji,  se  describe  un  arco  completo.  Por  tanto,  dx  — (1  — cos  8)  dO  y 

= /•ITT  /« ITT  / n \ 

V&x  — j (1  — cos  0)(1  — cos  e)  do  = J — 2 cos  0 + ^ cos  20^ 


d* 


“3  j “i*w 

— 2 * — 2 sen  0 4-  ^ sen  2$  — 3ir  unidades  de  superficie 


14.  Hallar  el  Area  limitada  por  la  curva  x = 3 4-  cos  8,  y = 4 sen  0.  (Ver  Fig.  34-15.) 

Cuando  8 varia,  de  derecha  a izquierda,  desde  0 a se  describe  el  Area  rayada  de  la  figura,  que  vale,  £ del  Area 
pedida. 

JIT/*  /•‘JJ72  ^•Tr/l 

(4  sen  0)(—  sen  e)  de  — 16  j sen1 6 de  — 8j  (1  — cos  2^)  da 

0 0 0 

r i i*72 

— 8 1 9 — — sen2*J  = 477  unidades  de  superficie 
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Probleinas  propuestos 


15.  Hal  Jar  el  Area  limitada  por  las  curvas  y rectas  que  se  indican: 


(0  y =x2  — 4,  y = 8 — 2x2 
O')  y — x*  — 4x2,  y = Ax2 
(k)  La  curva  dada  por  y 2 = x2fa2  — xz) 
(/)  La  curva  dada  por  9 ay2  — x(3 a — x)2 
(m)  y = ex,  y = £“z,  x = 0,  jc  = 2 
fa)  ^ = e*/a  4-  y = 0,  x = ±a 
fa)  xy  = 12,  y = 0,  x — 1,  x = e2 
( P ) y = 0(1  4-  x2),  y = 0,  x = ± 1 


fa)  >>  --  x2,  y = 0,  x = 2,  x = 5 

(ft)  ^ = x3,  y = 0,  x = 1,  x = 3 

fa)  y --=  4x  — x2,  y = 0,  x = 1,  x = 3 
fa)  x = 1 + jy2,  x = 10 
fa)  x = 3y2  — 9,  x — 0,  y = 0,  y = 1 
(/)  x — y2  ~\-  4y,  x = 0 
(g)  y — 9 — x2,  y ^ x 4-3 
(A)  >>  = 2 — x2,  y = —x 
fa)  >>  = tag  x,  x - 0,  x = \n 
fa)  Un  sector  circular  de  radio  r y Angulo  a. 
fa)  La  elipse  x ~ a cos  r,  y — b sen  t. 

(0  x = 2 cos  0 — cos  26  — 1,  y = 2 sen  0 — sen  20. 

fa)  x = a cos3  /,  y = a sen3  /. 

(v)  Primer  arco  de  y — e~ax  sen  ax. 

(n>)  y — xe~x3,  y = 0,  y la  ordenada  maxima. 

(x)  Las  dos  ramas  de  (2x  — y)2  — x3  y x — 4. 

(y)  Dentro  de  y = 25  — x2,  256x  = 3y2,  1 6y  — 9x2. 

Soluciones : (a)  39  unidades  de  superficie,  fa)  20,  (c)  22/3,  fa)  36,  (e)  8,  (/)  32/3, fa)  125/6,  fa)  9/2,  (0  32,  (/)  512a/2/15, 
(A)  2a3/3,  (/)  8 («)  fa2  4-  1/e2  — 2),  fa)  2ofa-  1/e),  fa)  24,  fa)  *jr,  fa)  i In  2,  fa)  £r2a,  fa)  nab,  fa)  fcr, 

fa)  3na2/8,  (v)(l  4-  1 Ien)l2at(w)  |(1  — 1/V~e),  (x)  128/5,  fa)  98/3  unidades  de  superficie. 


La  ordenada  media  de  la  curva  >>  = /(jc)  en  el  intervalo  a < x < b viene  dada  por 


Area 

Base 


b — a 


16.  Hallar  la  ordenada  de  (a)  una  semicircunferencia,  fa)  la  pardbola  y — 4 — x2  desde  x = — 2 hasta  x = 2. 
So/,  fa)  nr/4,  fa)  8/3. 


17.  fa)  Hallar  la  ordenada  media  de  un  arco  de  la  cicloide  x = a(0  — sen  0),  y = a{\  — cos  0)  con  respecto  a x. 
fa)  Idem,  con  respecto  a 0. 

Sol . (a)  2^  J a2(l  — cos  e)2  de  - , fa)  J a(l  ” cos  6)  de  = a 

18.  En  Ja  caida  fibre  de  un  cuerpo,  s = \gt2  y v = gt  = \/ 

fa)  Demostrar  que  el  valor  medio  dc  v con  respecto  a ; en  el  intervalo  0 < / < /,  es  igual  a la  mitad  de  la  velocidad  final. 

fa)  Demostrar  que  el  valor  medio  de  v con  respecto  a j en  el  intervalo  0 < s < st  es  igual  a dos  tercios  de  la  velocidad 
final. 


Capitulo  35 


Volumenes  de  solidos  de  revolucion 

UN  SOLIDO  DE  REVOLUCION  esta  generado  por  la  rotation  de  un  area  plana  alrededor  de  una  recta 
del  piano  o eje  de  revolution.  El  volumen  de  un  solido  de  revolution  se  puede  hallar  por  uno  de  los 
procedimientos  siguientes : 


METODO  DEL  DISCO 

A . El  eje  de  rotation  forma  parte  del  contorno  del  area  niana, 

(1)  Se  traza  un  diagrama  indicando  el  area  generatriz,  una  franja  representativa  perpen- 
dicular al  eje  de  rotation,  y su  rectangulo  generico,  como  se  hizo  en  el  capitulo  anterior. 

(2)  Se  halla  el  volumen  del  disco  producido  en  la  rotation  del  rectangulo  generico  alre- 
dedor del  eje  de  rotation  y la  suma  correspondiente  a los  n rectangulos. 

(3)  Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  calculo  integral  (Capitulo  33) 
suponiendo  que  el  numero  de  rectangulos  crece  indefinidamente. 

(Ver  Problemas  1-2.) 

B.  El  eje  de  rotation  no  forma  parte  del  contorno  del  area  plana. 

(1)  Se  procede  como  en  el  apartado  (1)  anterior. 

(2)  Se  prolongan  los  lados  del  rectangulo  generico,  ABCD , hasta  que  corten  al  eje  de  ro- 
tation en  E y en  F (ver  Fig.  35-3  correspondiente  al  Problema  3).  Cuando  este  rectan- 
gulo gire  alrededor  del  eje  de  rotation  se  produce  un  cilindro  cuyo  volumen  es  igual 
a la  diferencia  entre  los  volumenes  generados  por  los  rectangulos  EABF  y ECDF  al 
girar  con  respecto  al  mismo  eje.  Se  halla  la  diferencia  de  los  dos  volumenes  y se  procede 
como  en  el  apartado  (2)  anterior. 

(3)  Se  procede  como  en  el  apartado  (3)  anterior.  (Ver  Problemas  3-4.) 


METODO  DEL  ANILLO 


(1)  Se  dibuja,  en  un  diagrama,  el  area  generatriz,  una  franja  representativa  paralela  al  eje  de  ro- 
tation, y su  rectangulo  correspondiente. 


(2)  Se  halla  el  volumen  (=  circunferencia  media  X altura  X espesor)  del  anillo  cilindrico  pro- 
ducido en  la  rotation  del  rectangulo  generico  con  respecto  al  eje  de  giro  y se  halla  la  suma 
correspondiente  a losr  n rectangulos. 


(3) 


Se  aplica  el  teorema  fundamental,  o regia  de  Barrow,  suponiendo  que  el  numero  de  rectan- 
gulos crece  indefinidamente. 

(Ver  Problemas  5-8.) 

v 


Problemas  resueltos 


Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  parabola  y%  = Sxy  la  ordenada 
correspondiente  a x — 2 con  respecto  al  eje  x.  (Ver  Fig.  35-1.) 
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Dividiendo  el  area  mediante  franjas  verticales,  cuando  el  rectangulo  generico  de  la  Fig.  35-1  gire  alrededor  del  eje  x 
se  produce  un  disco  de  radio  y , de  altura  Ax  y de  volumen  ny2  Ax.  La  suma  de  los  voltimenes  de  los  n discos,  correspon- 
dientes  a los  n rectangulos,  es  Eny%  Ax , y el  volumen  pedido  sera, 


Fig.  35-1  Fig.  35-2 


2.  Hallar  el  volumen  generado  al  girar  el  area  limitada  por  la  pardbola  y 2 = 8x  alrededor  de  la  ordenada  correspondiente 
a x = 2.  (Ver  Fig.  35-2.) 

Dividiendo  el  area  mediante  franjas  horizontales,  cuando  el  rectangulo  gendrico  de  la  Fig.  35-2  gire  alrededor  del 
eje  y se  produce  un  disco  de  radio  2 — x,  de  altura  Ay  y de  volumen  n{2  — x)8  Ay.  El  volumen  pedido  serd 


V 


— x )2  dy 


(2  —xYdy 


256 

“IT 


n unidades  de  volumen 


3.  Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  area  limitada  por  y*  = 8x  y la  ordenada  correspondiente  ax  = 2 con 
respecto  al  eje  y.  (Ver  Fig.  35-3.) 


Dividiendo  el  area  mediante  franjas  horizontales,  cuando  el  rectdngulo  gendrico  de  la  Fig.  35-3  gire  alrededor  del 
eje  y,  se  produce  un  disco  cuyo  volumen  es  igual  a la  diferencia  entre  los  volumenes  generados  al  girar  los  rectdngulos 
ECDF{ de  dimensiones  2 por  Ay)  y EABF( de  dimensiones  x por  Ay)  con  respecto  al  eje  y , es  decir,  n{ 2)2  Ay  — 7i(x)a  Ay . 
El  volumen  pedido  serd 


V 


r*  r4  r4 


(2,-4) 


(4  — x2)  dy 


Fig.  35-3 


128 


Ji  unidades  de  volumen 


4.  Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  drea  comprendida  entre  la  pardbola  y = 4x  — xa  y el  eje  x con  respecto 
a la  recta  y = 6,  (Ver  Fig.  35-4.) 

Dividiendo  el  drea  mediante  franjas  verticales,  el  rectdngulo  generico,  al  girar  alrededor  de  la  recta  y = 6,  produce 
un  disco  de  volumen  tz( 6)a  Ax  — ti(6  — y)2  Ax . El  volumen  pedido  serd 


V 


jrJ‘{(6)a  — (6  — yY)dx  = n^(\2y  — y')  dx 


— 28*»  + Sx*—xl)dx 


1408tt 


unidades  de  volurpen 


15 
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5.  Se  trata  de  hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  drea  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  curva  y —f( x)y  las 
ordenadas  correspond  ientes  ax  = ayx  = b,  alrededor  del  eje  y.  (Ver  Fig.  35-5.)  Dividiendo  este  drea  en  n franjas  y 
trazando  los  rectdngulos  correspond  ientes,  cuando  uno  de  ellos  gire  alrededor  del  eje  y,  se  produce  un  anillo  cilindrico 
de  altura  ykt  radio  intemo  radio  externo  f*  y volumen 

© AkV  = 


Por  el  teorema  del  valor  medio  de  la  derivada 


•(£*—£*- 1)  = 2x'kAkx 


= x'J{xk)  A& 

2rt  J xf(x)dx  por  el  teorema  de  Bliss 

Nota.  Si  los  puntos  xk  de  los  subintervalos  son  los  puntos  medios  de  estos,  no  es  necesario  acudir  al  teorema 
de  Bliss.  Para  los  xk  definidos  en  (ii),  se  verifica:  x'k  = \(£k  + f*_i)  = xk  [ver  Problema  17(6),  Capitulo  21].  El  vo- 

n n 

lumen  producido  al  girar  los  n rectdngulos  alrededor  del  eje  y es  V 2nxkf  (*t)  Akx  = V g(xk)  Akx  del  tipo  (i)  del 
Capitulo  33.  *»i  *=i 


(ii) 


Siendo  f*-,  < xk  < £*.  Por  tanto,  (i)  se  transforma  en 

AkV  = ZnxftykAkx 

y n 

V — 2?t  lim^  ^ **/(**)  A^x  — 


6.  Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotation  del  drea  limitada  por  la  parabola  y2  = 8x  y la  ordenada  correspondiente 
ar-2  con  respecto  a esta  recta.  Aplicar  el  mdtodo  del  anillo.  (Ver  Problema  2.) 

Dividimos  el  drea  (Fig.  35-6)  mediante  franjas  verticales  y elegimos,  para  mayor  sencillez,  el  punto  P de  forma  que 
sea  el  punto  medio  del  segmento  AB, 

La  altura  del  rectdngulo  gendrico  es  2 y — 4\^2xt  su  base,  Ax  y su  distancia  al  eje  de  giro,  es  2 — x.  Cuando  este 
rectdngulo  gire  alrededor  de  este  eje  se  produce  un  anillo  cilindrico  de  volumen  2jt(2  — x)  • 4\/2x  Ax.  El  volumen 
pedido  serd 

V — 8\/2  j*  (2  — x)\/x  dx  = 8\/2  7iJ  (2xm  — x3/2)  dx  = unic*ades  de  volumen 


7.  Hallar  el  volumen  del  toro  generado  en  la  rotacidn  del  circulo  x*  + y*  = 4 alre- 
dedor de  la  recta  x = 3. 

Aplicamos  el  mdtodo  del  anillo.  La  altura  del  rectdngulo  gendrico  es  2 yt  su 
base  Ax,  y la  distancia  media  al  eje  de  revolucibn  vale  3 — x.  El  volumen  pedido 
serd 


V = 


2jiJ*  2>-(3  — x)dx  = 4arJa  (3—  x)V*~  x*  dx 
— I2n^  V 4 — x*  dx  — 4jiJ  xy/ 4 — xl  dx 
= — **  +.2  arc  sen  jj  + ^(4  — 


— 2471*  unidades  de  volumen 


Fig.  35-7 
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8. 


9. 


Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacidn  alrededor  del  eje  y del  Area  limitada  por  el  primer  arco  de  la  cicloide 
x ~ 0 — sen  0,  y — 1 — cos  0 y el  eje  x.  Aplicar  el  mAtodo  del  anillo. 


r0=2ft  pin 

V — 2n\  xy  dx  — 2ji\  (0  — sen  0)(1 — cos  0)(1 — cos  0)  dd 

J 0=0  Jo 

V 

,P(x,v) 

r2JI 

= 2n\  (0  — 20 cos  0 4- 0 cos2  0 — sen  0 + 2 sen  0cos  0 

i 

/ 

Ltv  * 

Jo  — cos2  0 sen  0)  d6 

r 

0 

Ax 

= 2ji  | £0a  — 2(0  sen  6 4-  cos  0)  4-  4(40  sen  20  4-  £ cos  20)  Fig.  35-8 


4-  cos  0 4-  sen2  0 4-  4 cos3  ©J  — 6 ti3  unidades  de  volumen 


Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  Area  limitada  porjj  = — jc2 
— 3x  + 6y  x + y — 3 = 0 alrededor  de  la  recta,  (a)  x — 3,  (b)  y = 0. 


(a)  V 


(b)  V 


2^j  ^ (yc  — >t)(3  — x)  dx 

2.-zJ  (jcs  — x2  — 9x  I 9)  dx  = 256tt/3  unidades  de  volumen 

»J‘  (to)*— toWd* 

ti\  (xl  + 6jt5  — 4x2  — 30x  + 27)  dx  = 1792-t/ 15  unidades  de 
volumen. 


Problemas  propuestos 

Hallar,  en  los  Problemas  10-19,  el  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  area  plana  dada  alrededor  del 
eje  indicado,  aplicando  el  metodo  del  disco.  (Soluciones  en  unidades  ctibicas.) 


10. 

y = 

2x2,  y = 0,  jc  = 0,  jc  = 5 ; eje  jc 

Sol.  2 500ti 

15. 

y = x3,  y — 0,  jc  = 2;  jc  = 2 

Sol.  16ti/5 

11. 

JC2- 

-ya  = 16,  y = 0,  jc  ~ 8;  eje  jc 

Sol.  256ji/3 

16. 

y2  ~ jc4(1  — jc2);  eje  jc 

Sol.  4ti/35 

12. 

y = 

4jc2,  jc  = 0,  y ~ 16;  eje  y 

Sol.  32n 

17. 

4jc2  4-  9 y2  = 36;  eje  jc 

Sol.  16ji 

13. 

y = 

4jc2,  jc  =0,  y = 16;  y = 16 

Sol.  4096ti/15 

18. 

4jc2  + 9 y2  = 36,  eje  y 

Sol.  2471 

14. 

y2  = 

--  jc3,  y = 0,  jc  = 2 ; eje  x 

Sol.  47i 

19. 

Dentro  de  jc  = 9 — y2,  entre 
jc  — y — 1 = 0,  jc  = 0;  ejey 

Sol.  963ti/5 

Hallar,  en  los  Problemas  20-26,  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  area  plana  dada  alrededor  del 
eje  indicado,  aplicando  el  metodo  del  disco.  (Soluciones  en  unidades  ctibicas.) 


20.  y = 2xl,  y = 0,  x = 0,  x — 5 ; eje  y 

21.  xz  —f-y2  = 16,  y = Q,  x = 8;  ej ey 

22.  y =*  4jc2,  x = 0,  y = 16;  eje  x 

23.  y *=  jc3,  x — 0,  y = 8;  jc  = 2 


Sol.  625ti 

24.  y = jc2,  : 

Sol.  128V  37t 

25.  y = jc2,  ; 

Sol.  2 048ti/5 

26.  jc  = 9 — 

Sol.  1447i/5 

= 4x  — x2;  eje  x Sol.  32^/3 

= 4jc  — x%;  y = 6 Sol . 64ti/3 

>2,  x — y — 7 = 0;  x — 4 Sol . 153tt/5 


Hallar,  en  los  Problemas  27-32,  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  area  plana  dada  alrededor  del 
eje  indicado,  aplicando  el  metodo  del  anillo.  (Soluciones  en  unidades  cubicas.) 

27.  y = 2jc2,  y = 0,  x — 0,  jc  = 5;  eje  y 30.  y = jc2,  y = 4jc  — jc2;  jc  = 5 

28.  y = 2jc2,  y ~ 0,  jc  — 0,  jc  = 5;  x — 6 31.  y = x2  — 5jc  4 6,  y = 0;  eje y 

29.  y = jc3,  y — 0,  jc  = 2;  y = 8 32.  Dentro  de  jc  — 9 — ya,  entre  jc  — y — 7 = 0,  jc  = 0;  y = 3 

Sol . (27)  62571,  (28)  375:*,  (29)  32071/7^30)  64jc/3,  (31)  5tt/6,  (32)  369tt/2 


Hallar,  en  los  Problemas  33-39,  el  volumen  generado  en  la  rotacion  del  area  plana  dada  alrededor  del 
eje  indicado,  aplicando  el  metodo  que  sea  mas  idoneo. 


33. 

34. 

35. 

36. 

37. 

38. 

39. 

40. 


SoL  7i(l  — 1/e)  unidades  de  volumen 
Sol.  ±7i2  unidades  de  volumen 
Sol.  n{e **  — l)/8  unidades  de  volumen 
Sol.  7i[(7t  — \)en  — 1]  unidades  de  volumen 
Sol.  5n2  unidades  de  volumen 
sen  20;  eje  jc  Sol.  64tt/3  unidades  de  volumen 
y = 2jc2,  2jc  — y 4 4 = 0;  jc  = 2 Sol.  21ti  unidades  de  volumen 

Hallar  el  volumen  de  un  tronco  de  cono  cuya  base  inferior  es  de  radio  R , la  superior  de  radio  r y de  altura  h. 
Sol . %7ih(r2  4-  Rr  4-  R2)  unidades  cubicas. 


y — e~x  , y = 0,  jc  = 0,  jc  = 1 ; eje  y 
Un  arco  de  y = sen  2jc;  eje  jc 
Primer  arco  de  y — e*sen  jc;  eje  jc 
Primer  arco  de  y — e*sen  jc;  eje  y 
Primer  arco  de  jc  = 0 — sen  0,  y = 1 — cos  0;  eje  jc 
La  cardioide  jc  = 2 cos  0 — cos  20  — 1 , y = 2 sen  0 - 


Capilulo  36 


Volumenes  de  solidos  de  seccion  conocida 

EL  VOLUMEN  DE  UN  SOLIDO  DE  REVOLUCION  generado  en  la  rotation  alrededor  del  eje  x de 
un  Area  plana  limitada  por  la  curva  y = /(x),  el  eje  x y las  rectas  x = a y x = b viene  dado 

por  J*  ny%  dx.  El  integrando,  Tty2  = Tt{f(x)}\  se 

puede  interpretar  como  el  area  de  la  seccion  deter- 
minada  por  un  piano  perpendicular  al  eje  x situado 
a una  distancia  del  origen  igual  a x unidades. 

Reciprocamente,  si  el  area  de  la  seccidn  ABC 
determinada  en  un  sdlido  por  un  piano  perpendicu- 
lar al  eje  x situado  a una  distancia  del  origen  igual 
a x unidades,  se  puede  expresar  como  funcidn, 

A(x ),  de  x,  el  volumen  del  sdlido  viene  dado  por 

V = J*  A(x)  dx . 

Fig.  B6-1 


Problemas  resueltos 

I* 


1.  Hallar  el  volumen  de  un  $61ido  de  base  circular  de  4 unidades 
de  radio  sabiendo  que  toda  seccidn  plana  perpendicular  a un 
didmetro  fijo  es  un  tridngulo  equildtero. 


Toman  do  el  circulo,  como  en  la  Fig.  36-2,  con  el  eje  x 
sobre  el  didmetro  fijo,  la  ecuacidn  del  circulo  serd  xz+ys  = 16. 
La  seccidn  ABC  del  sdlido  es  un  tridngulo  equildtero  de  lado 
2 y y drea  A(x)  = y/~2  y*  = V~3  (16  — x*). 


V 


V3 J*  (16  — x*)dx 

1*  = — 

J-.  3 


\/3  unidades  de  volumen 


Fig.  36-2 


2.^  Un  sdlido  tiene  una  base  en  forma  de  elipse  cuyos  ejes  mayor 
y menor  miden  10  y 8,  respectivamente.  Hallar  su  volumen 
sabiendo  que  toda  seccidn  del  mismo  perpendicular  al  eje 
mayor  es  un  tridngulo  isdsceles  de  altura  igual  a 6. 


Situemos  la  elipse  como  indica  la  Fig.  36-3,  siendo  su 

Xz  y2 

ecuacidn  — — + -f—  = 1.  La  seccidn  ABC  es  un  tridngulo  isds- 
25  16 

celes  de  base  2yf  altura  6 y drea  A(x)  = 6y  — 6 * *UV25  — xz. 


V 


^ J*  V25  — tfdx 


60?r  unidades  de  volumen 


Fig.  36-3 
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3.  ^ Hallar  el  volumen  del  solido  limitado  por  el  paraboloide  — + — = z y el  piano  z = 10.  (Ver  Fig.  36-4.) 

16  25 

La  seccion  determinada  en  el  sdlido  por  un  piano  paralelo  al  xOy  situado  a una  distancia  z del  origen  es  una  elipse 
de  Area  nxy  — n(4 \/  z)(5V  *)  = 20 nz.  En  consecuencia, 

flo 

V = 20tiJ  zdz  = IOOOti  unidades  de  volumen 


Fig.  36-4  Fig.  36-5  Fig.  36-6 


4. 


En  un  cilindro  recto  circular  de  madera,  de  8 centimetros  de  radio,  se  efectOa  un  corte  por  un  piano  que  pasa  por  un 
diAmetro  de  la  base  y forma  con  e l la  un  angulo  de  60°.  Hallar  el  volumen  de  la  madera  eliminada.  (Ver  Fig.  36-5.) 


Tomando  los  ejes  coordenados  que  se  indican  en  la  figura,  la  secci6n  determinada  por  un  piano  perpendicular  al 
eje  jc  es  un  triangulo  rect  Angulo  en  el  cual  el  angulo  agudo  adyacente  al  cate  to  y es  de  60°.  La  longitud  del  otro  cateto 
es  V 3y  y el  area  de  la  seccion  es  J-v/l  y‘  = i V 3 (64  — X2).  Por  tanto. 

KT5TA 

ecuocJ^  cJe  ^ 


K = ±V3j>- 


x*)dx 


1024 

— — V 3 cm 


ACLA  dA-TOZxb,  n 
-040  sate  ^ Q& 


5..  Hallar  el  volumen  de  la  interseccidn  de  dos  cilindros  circulares  de  igual  radio  r que  se  cortan  ortogonalmente. 
(Fig.  36-6.) 

Tomando  los  ejes  coordenados  que  se  indica  en  la  figura,  las  ecuaciones  de  los  cilindros  son  x*  + z*  = r%  e 
y&  + z2  — r 2.  La  seccion  determinada  en  el  volumen  que  se  trata  de  calcular,  por  un  piano  perpendicular  al  eje  z,  es 
un  cuadrado  de  lado  2x  — 2y  — 2\Jr2 — z*  y Area  4(ra  — z2).  Por  tanto, 

fr  16r3 

V = 4 (r2  — z2)dz  — — - — unidades  de  volumen 


6.  Hallar  el  volumen  de  un  cono  recto  de  altura  ht  cuya  base  es  una  elipse 
de  eje  mayor  2 a y eje  menor  2b.  (Fig.  36-7.) 

La  seccibn  determinada  en  el  cono  por  un  piano  paralelo  a la  base 
es  una  elipse  de  eje  mayor  2x  y eje  menor  2 y. 

De  los  triAngulos  semejantes  de  la  figura,  se  deduce: 


PC  _ PM  x 
OA  OM  ° a 


\ tambiAnj 


PD 

OB 


PM  y _ h — z 
~OM  ° T ~ IT' 


El  Area  de  la  seccidn  es  nxy 


nab(h  — z)2 
h2 


. Luego 


jzabh  unidades  de  volumen 


V 


Fig.  36-7 
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Probleinas  propuestos 

7.  Hallar  el  volumen  de  un  solido  de  base  circular  de  4 unidades  de  radio  sabiendo  que  la  secci6n  determinada  en  61  por 
un  piano  perpendicular  a un  diametro  fijo  (eje  x de  la  figura  del  Problema  1)  es  {a)  un  semicirculo,  ( b ) T:n  cuadrado,  (c) 
un  tridngulo  rectdngulo  isosceles  con  su  hipotenusa  en  el  piano  de  base. 

Sol.  (a)  128jt/3,  ( b ) 1 024/3,  (c)  256/3  unidades  de  volumen. 

8.  Hallar  el  volumen  de  un  solido  de  base  eliptica  de  ejes  mayor  y menor  iguales  a 10  y 8,  respectivamente,  sabiendo  que 

la  seccion  determinada  en  61  por  un  piano  perpendicular  al  eje  mayor  es  un  tridngulo  rectdngulo  con  un  cateto  en  el 
piano  de  la  base.  Sol . 640/3  unidades  de  volumen. 

9.  Hallar  el  volumen  de  un  solido  cuya  base  es  el  drea  limitada  por  la  pardbola  / = 12x  y su  ordenada  correspondiente 

al  punto  x — 3,  sabiendo  que  la  seccion  determinada  en  61  por  un  piano  perpendicular  al  eje  x de  la  pardbola  es  un 
cuadrado,  Sol.  216  unidades  de  volumen.  * 

10.  Hallar  el  volumen  de  un  solido  cuya  base  es  el  drea  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  recta  4x  + 5y  = 20  y los 
ejes  coordenados,  sabiendo  que  la  secci6n  determinada  en  61  por  un  piano  perpendicular  al  eje  x es  un  semicirculo. 
Sol.  IQti/3  unidades  de  volumen. 

11.  Hallar  el  volumen  de  un  s61ido  cuya  base  es  el  clrculo  x2  + y2  = 16x,  sabiendo  que  la  seccion  determinada  en  61  por 
un  piano  perpendicular  al  eje  x es  un  rectangulo  de  altura  igual  al  doble  de  la  distancia  del  origen  al  piano  de  la  seccion 
Sol.  1 Q24n  unidades  de  volumen. 

12.  Hallar  el  volumen  del  solido  engendrado  por  un  circulo  cuyos  extremos  de  un  didmetro  se  apoyan  en  las  pardbolas 
y2  + 8jc  = 64  e y2  + \6x  = 64,  cuando  se  le  desplaza  paralelamente  al  piano  xz. 

Sol.  256tt/15  unidades  de  volumen. 

13.  Hallar  el  volumen  de  un  cono  cuya  base  es  el  circulo  y2  + z 2 — 2 by  = 0,  x = 0,  y su  vertice,  el  punto  (a,  0, 0). 

Sol.  \nab2  unidades  de  volumen. 

14.  Hallar  el  volumen  del  solido  limitado  por  el  paraboloide  y2  + 4z2  — x y el  piano  x = 4. 

Sol.  4 n unidades  de  volumen. 

15.  Hallar  el  volumen  de  un  barril  cuyo  perfil  es  el  de  un  elipsoide  de  revolucion,  sabiendo  que  su  altura  es  6,  el  radio  de 

la  secci6n  media  es  igual  a 3 y el  radio  de  las  bases  igual  a 2.  Sol . 44 n unidades  de  volumen. 

16.  Hallar  el  volumen  de  un  solido  sabiendo  que  la  seccion  determinada  en  61  por  un  piano  perpendicular  al  eje  x es  un 
circulo  cuyos  extremos  de  un  diametro  se  apoyan  en  las  pardbolas  y2  — 9x  y x2  — 9j\ 

Sol.  6 56 Ite/280  unidades  de  volumen. 

17.  Hallar  el  volumen  de  un  s61ido  sabiendo  que  la  secci6n  determinada  en  61  por  un  piano  perpendicular  al  eje  x es  un  cua- 
drado cuyos  extremos  de  una  diagonal  estdn  situados  sobre  las  parabolas  y2  — 4x  y x2  — 4 y. 

Sol.  144/35  unidades  de  volumen. 

18.  En  una  esfera  de  3 centimetros  de  radio  se  efectua  un  taladro  de  1 centime tro  de  radio,  siendo  el  eje  de  6ste  uno  de 

los  didmetros  de  aqu611a.  Hallar  el  volumen  de  la  esfera  que  resulta.  Sol.  64n\/~2/3  cm3. 


Capflulo  37 


Centro  geom4trico 

Areas  pianos  y solidos  de  revolucion 

LA  MASA  DE  UN  SOLIDO  es  una  medida  de  la  materia  que  contiene  y su  volumen  es  una  medida  del 
espacio  que  ocupa.  Si  la  masa  por  unidad  de  volumen  es  la  misma  en  todo  el  cuerpo  se  dice  que 
Aste  es  homogeneo  o que  tiene  densidad  constante. 

En  mecAnica  se  simplifican  mucho  los  cAlculos  cuando  se  puede  considerar  a la  masa  del  cuerpo 
concentrada  en  un  punto  que  se  denomina  centro  de  masas.  En  un  cuerpo  homogeneo  este  punto 
coincide  con  el  centro  geometrico  o centroide.  Por  ejemplo,  el  centro  de  masas  de  una  pelota  de 
goma  homogenea  coincide  con  el  centro  geomAtrico  de  la  pelota  considerada  como  una  esfera. 

El  centro  geometrico  de  una  hoja  de  papel  rectangular  estarA  situado  entre  las  dos  superficies 
en  la  mitad  del  espesor  pero,  en  este  caso,  se  puede  considerar  situado  sobre  una  de  las  superficies 
en  el  punto  de  intersection  de  las  diagonales.  Asi,  pues,  el  centro  de  masas  de  una  hoja  delgada 
coincide  con  el  centro  geometrico  de  la  hoja  considerada  como  un  area  plana. 

En  este  Capitulo,  y en  el  siguiente,  nos  limitaremos  a considerar  Areas  planas  y sdlidos  de  re- 
volucion. En  capitulos  posteriores  trataremos  de  otros  solidos,  arcos  de  curvas  y cuerpos  hete- 
rogAneos. 


EL  MOMENTO  (DE  PRIMER  ORDEN)  Ml  DE  UN  AREA  PLANA  con  respecto  a una  recta  L es 
el  producto  del  area  por  la  distancia  de  su  centro  geometrico  a dicha  recta.  El  momento  de  un  Area 
compuesta  de  otras  varias  con  respecto  a una  recta  es  igual  a la  suma  de  los  momentos  de  las 
Areas  individuales  con  respecto  a dicha  recta. 

Para  hallar  el  momento  de  un  Area  plana  con  respecto  a un  eje  coordenado  se  procede  de  la 
manera  siguiente : 

(1)  Se  dibuja  el  area  y se  traza  una  franja  representativa  y su  rectangulo  generico  correspondiente. 

(2)  Se  efecttia  el  producto  del  area  del  rectangulo  por  la  distancia  de  su  centro  geomAtrico  o cen- 
troide al  eje,  y se  escribe  la  suma  correspondiente  a todos  los  rectangulos. 

(3)  Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  cAlculo  integral  (ver  Problema  2) 
suponiendo  que  el  numero  de  rectAngulos  crece  indefinidamente. 

Para  un  area  plana  A cuyo  centro  geometrico  es  el  punto  (£,  y)  y cuyos  momentos  con  respecto 
a los  ejes  x e y son  Mx  y My,  respectivamente,  se  tiene : 

Ax  = My  y Ay  — Mx 

(Ver  Problemas  1-8.) 


EL  MOMENTO  (DE  PRIMER  ORDEN)  DE  UN  SOLIDO  de  volumen  K,  engendrado  en  la  rotacion 
de  un  area  plana  alrededor  de  un  eje  coordenado,  con  respecto  a un  piano  que  pase  por  el  origen 
y sea  perpendicular  a dicho  eje,  se  halla  de  la  manera  siguiente: 

(1)  Se  dibuja  el  Area  y se  traza  una  franja  representativa  y su  rectangulo  generico. 

(2)  Se  efecttia  el  producto  del  volumen  del  disco  o anillo,  generado  en  la  rotacion  del  rectangulo 
con  respecto  al  eje,  por  la  distancia  del  centro  geometrico  del  rectangulo  al  piano,  y se  es- 
cribe la  suma  correspondiente  a todos  los  rectAngulos. 
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(3)  Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  calculo  integral  suponiendo  que  el 
ntimero  de  rectangulos  crece  indefinidamente. 

El  centro  geometrico  (£,  y)  esta  situado  en  el  eje  x si  el  area  gira  en  torno  a dicho  eje.  Llamando 
Myz  al  momento  del  solido  con  respecto  al  piano  que  pasa  por  el  origen  y es  perpendicular  al  eje  x, 
se  tiene 


Vx  — Myz,  y — 0 

Analogamente,  si  fa  rotacion  del  area  tiene  lugar  en  torno  del  eje  y , el  centro  geometrico  (x,  y) 
esta  situado  en  dicho  eje.  Llamando  Mxz  al  momento  del  solido  con  respecto  al  piano  que  pase 
por  el  origen  y sea  perpendicular  al  eje  y , se  tiene 


Vy  = MXZy  x = 0 


(Ver  Problemas  9-12.) 


PRIMER  TEOREMA  DE  PAPPUS.  El  volumen  engendrado  por  un  area  plana  en  rotacion  alrededor 
de  un  eje  de  su  piano  que  no  la  corte  es  igual  al  producto  del  area  por  la  longitud  de  la  trayectoria 
descrita  por  su  centro  geometrico. 

(Ver  Problemas  13-15.) 


Problemas  resueltos 


1.  Dada  el  £rea  plana  de  la  figura,  ha  liar  ( a ) su  momento  con  respecto  a los  ejes 
coordenados  y ( b ) las  coordenadas  de  su  centro  geometrico  (£,  y). 

(a)  El  area  del  rect&ngulo  superior  es  5 x 2 = 10  unidades,  y su  centro 
geometrico  es  el  pun  to  >1(2,5,  9).  Andlogamente,  las  areas  y centros  de 
los  otros  rect&ngulos  son:  12  unidades,  R(l,5);  2 unidades,  C(2,5,  5); 
10  unidades,  D( 2,5,  1). 

Los  momentos  de  los  rectingulos  con  respecto  al  eje  x son  10(9), 
12(5)  y 10(1).  Por  tanto,  el  momento  del  4rea  de  la  figura,  con  respecto 
al  eje  x , es 

Mx  = 10(9)  + 12(5)  + 2(5)  + 10(1)  = 170 

Andlogamente,  el  momento  del  Area  de  la  figura  con  respecto  al 
eje  y es 

My  = 10(2,5)  + 12(1)  + 2(2,5)  + 10(2,5)  = 67 

(b)  El  £rea  de  la  figura  es  A = 10  + 12  + 2 + 10  = 34. 

Luego  Ax  — My , 34x  = 67  y x — 67/34, 

y Ay  = Mxt  34 y = 170  e y = 5. 

El  punto  (67/34,  5)  es  el  centro  geometrico. 


2. 


Ha  liar  el  momento  con  respecto  a los  ejes  coordenados  del  Irea  plana  del  segundo  cuadrante  limitada  por  la  curva 
X = y*  — 9. 


El  ire  a del  rectdngulo  generico  de  la  figura  es  — x • Ay , su  centro  geo- 
metrico es  (£x,  y ),  y su  momento  con  respecto  al  eje  x vale  y ( — x • Ay). 
Por  tanto, 

r3  r3  81 

Mx  = — J yxdy  = — J o y(y%  — 9)  dy  = -j- 

Analogamente,  el  momento  del  rectdngulo  generico  con  respecto  al  eje  y 
es  Jx( — x ■ Ay).  En  consecuencia. 

My  = -±-^\*dy  = = 


5 


Fig.  37-2 
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3.  Hallar  el  centro  geom6trico  del  Area  del  primer  cuadrante  limitada  por 
la  paribola  y = 4 — x®. 


El  centro  geom6trico  del  rectdngulo  gen^rico  es  (x,  by). 

A = 

\ ydx  = 

**  0 

f (4  — x4)  dx  = 16/3 

0 

Mx  = 

J*  iV'V  dx 

= ! J"  (4  — x*)*  dx  = 128/16 

My  = 

J'  X'y  dx 

= x(4  — x*)  dx  = 4 

Por  tanto 

£ = A/.//1  = 

3/4,  y = = 8/5,  y las  coordenadas 

del  centro  geom6trico  son  (3/4, 8/5). 


4.  Hallar  el  centro  geom6trico  del  Area  del  primer  ctiadrante  limitada  por  la 
pardbola  y = xa  y la  recta  y = x. 


El  centro  geom6trico  del  rectdngulo  gen6rico  es  [x,  J(x  + xf)]. 

A = C (x-x2)dx  = 1/6 

Mx  = r ^(x  + x*)(x  — x1)  dx  = 1/16 

Mv  — r x(x  — xa)  dx  = 1/12 

o 

Por  tanto  x = MJA  = 1/2,  y — MJA  = 2/5,  y las  coordenadas  del 
centro  geom&rico  son  (1/2,  2/5). 

5.  Determinar  el  centro  geom6trico  del  Area  limitada  por  las  parabolas 
x = y2  y x2  = — 8 y. 


El  centro  geom&rico  del  rectAngulo  gen6rico  es  [x,  J( — x*/8  — V *)]. 


'*  = i 


= 


y el  centro  es  (x,  y)  = (9/5,  — 9/10). 


12 

5 


Hallar  el  centro  geom6trico  del  irea  limitada  por  la  curva  y = 2 sen  3x, 
desde  x ^ 0 hasta  x = ti/3.  (Ver  Fig.  37-6.) 

Empleando  el  rect&ngulo  gen£rico  de  la  figura  cuyo  centro  geom&rico  es  (x,  by), 


Fig.  37-5 


Las  coordenadas  del  centro  son  {My/A,  Mx/A)  = (tt/6,  tt/4). 


Fig.  37-6 
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7.  Hallar  el  centro  geomAtrico  del  Area  del  primer  cuadrante  de  la  hipocicloide  x — a cos8  0, 
y = a sen3  0.  (Ver  Fig.  37-7.) 


Por  simetria,  x—y, 

~ 0=ir/a  /*  v/t 

A — | x dy  — I a 


eos3  9 • 3a  sen7  9 cos  9 de 


3 a f™  an.  f\  + COS  2*  \ 

= -0>  J.  sen5  2^ g ) de 

= f°'[l“i,en4# + i*n*2#]t  = kTa' 


Fig.  37-7 


-.»-*/«  y.ir/1  — ' 

x = J V X dy  - 3a’  J cos1 « sen5 « de  ---  3o5  J cos4  • (1  - cos*  ff)*  sen  e de 

„ , T cos*  e 2 cos’ 

= -3a  L~b r 


r9  ^ COS9  9 T 


24a* 

316 


Por  tanto,  y = MJA  = 256a/315?i  y las  coordenadas  del  centro  son  (256 a/315jt,  256a/31  5ti). 


8.  Demostrar  que  el  centro  geomAtrico  del  Area  de  un  sector  circular  de 

2r  sen  0 

radio  r y Angulo  20  estA  situado  a una  distancia  — — del  centro  del 
circulo. 

Situemos  el  sector  de  forma  que  su  centro  geomAtrico  estA  situado 
sobre  el  eje  x.  Por  simetria,  la  abscisa  de  dicho  centro  serA  igual  a la  del 
Area  situada  por  encima  del  eje  x , limitada  por  la  circunferencia  y la  recta 
y = x tag  0.  Para  este  ultimo  sector: 


r wn  0 

I (\Zr*  — y*  - y cot  9)  dy 
J o 

. r hh  0 

| yyf?  - y5  + g-r*  arc  sen  ^ — -gy*  cot  e J - 
M,  = J"  — y5  + y cottf)(V'r5  — y*  — y cot«)  dy  = ~ J*  (r2  — y*  - y1 

= I[r*y  -|y'-|y*  cot* •] 


A = 


cot1  0)  dy 


- -r’sen*,  y 


A _ My  _ 2r  sen  9 
* " A “ 30 


9*  Hallar  el  centro  geomAtrico  (£,  0)  del  sdlido  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  Problems  3 alrededor  del  eje  x . 
Aplicando  el  mAtodo  del  disco  al  rectAngulo  genArico  del  Problems  3, 


V = y2d*  = jrJ^  (4  - *2)2  dx  = 25<W16, 

M„  = irj'  x’y'dx  = vj'  x(4  — 


x1)1  dx  = 32ir/3,  y % — MyJV  ~ 5/8 


10.  Hallar  el  centro  geomAtrico  (0,  y)  del  sdlido  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  Problems  3 alrededor  del  eje  y. 
Aplicando  el  mAtodo  del  anillo  al  rectAngulo  genArico  del  Problems  3, 


V 


— 2ir  r xy  dx  — 2ir  r x(4  — x#)  dx  — 8?r, 

— 2ir  ^ \yxydx  — ir  x(4  — x*)9  dx  — 32ir/3,  de  donde  V — M**IV  = 4/3 


11.  Hallar  el  centro  geomAtrico  (x,  0)  del  sdlido  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  Problema  4 alrededor  del  eje  x . 
Aplicando  el  mAtodo  del  disco  al  rectAngulo  genArico  del  Problema  4, 


= tJ1  (x'-x' 


*)dx  = 257/15,  M„  ~ 


= 'J‘ 


x(x9  — x4)  dx  = ir/12,  y £ — MyJV  — 5/8. 
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12.  Hallar  el  centro  geom6trico  (0,  y)  del  sbiido  generado  en  la  rotacidn  del  drea  del  Problema  4 alrededor  del  eje  y. 
Aplicando  el  mdtodo  del  anillo  al  rectdngulo  gendrico  del  Problema  4, 


V = 2v  f x(x  — x*)  dx  — t/ 6, 

o 

Mxa  = 2v  (*  ^(x  + x1)  • x(x  — x#)  dx  = ir/12,  de  donde 


13.  Hallar  el  centro  geom6trico  del  drea  de  un  semicfrculo  de  radio  r. 

Tomando  el  semicfrculo  como  en  la  figura,  x = 0. 

El  drea  del  semicfrculo  es  i7ir2;  el  sdlido  generado  en  la  rotacidn  alrede- 
dor del  eje  x es  una  esfera  de  volumen  4/3^r3,  y el  centro  geomdtrico  (0,  y) 
del  drea  describe  una  circunferencia  de  radio  y . Aplicando  el  teorema  de 
Pappus,  Jjir*  ■ 2ji y — */*nrz  e y — Arl3n.  El  centro  geomdtrico  es,  pues,  el 
punto  (0,  4r/3n). 


y = MJV=ll2 


14.  Hallar  el  volumen  del  toro  generado  en  la  rotacidn  del  cfrculo  x1  4-  y*  — 4 alrededor  de  la  recta  x = 3.  (Fig.  37-10). 
El  centro  geomdtrico  del  cfrculo  describe  una  circunferencia  de  radio  3. 

Por  tanto,  V = 4ji(6ti)  = 24 n*  unidades  de  volumen. 


15.  Hallar  el  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  rectdngulo  de  la  Fig.  37-11  alrededor  de  (1)  la  recta  x = 9,  (2)  la  recta 
y — — 5 y (3)  la  recta  y = — x . 

(1)  El  centro  (4,  3)  del  rectdngulo  describe  una  circunferencia  de  radio  5.  Luego,  V = 8(1  Oti)  = 80tt  unidades  de  vo- 
lumen. 

(2)  El  centro  describe  una  circunferencia  de  radio  8.  Luego,  V = 8(16rc)  = 128tt  unidades  de  volumen. 

(3)  El  centro  describe  una  circunferencia  de  radio  (4  + 3 )/\>r2.  Luego,  V = 56\r2n  unidades  de  volumen. 


Problemas  propuestos 

Calcular  el  centroide  de  las  areas  dadas  en  los  problemas  16-26. 


16. 

y = y = 9 

Sol.  (0,27/5) 

17. 

y = Ax  — Jt*,  y = 0 

Sol . (2,  8/5) 

18. 

y = Ax  — x*,  y = x 

Sol.  (3/2,  12/5) 

19. 

3 y*  = 4(3  — x),  x = 0 

Sol . (6/5, 0) 

20. 

**  = 8y,  y = o,  X = 4 

So/.  (3,  3/5) 

21. 

y = *\  Ay  = x 8 

SoL  (12/5, 192/35) 
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22.  jc*  — 8>>  + 4 = 0,  jc*  = 4 yr  primer  cuadrante.  Sol . (3/4,  2/5) 

23.  Area  del  primer  cuadrante  de  jc*  + y*  = a2.  Sol.  (4a/3n,  4a  fin) 

24.  Area  del  primer  cuadrante  de  9x2  + I6y2  = 144.  Sol . (16/3?r,  4/tt) 

25.  Lazo  derecho  de  y*  = jc*(1  — jc*).  Sol.  (32/1 5?r,  0) 

26.  Primer  arco  de  jc  — 0 — sen  0,  y = 1 — cos  0.  So/.  (*r,  5/6) 

27.  Demostrar  que  la  distancia  del  centro  geometrico  de  un  triAngulo  a la  base  es  1/3  de  la  altura. 


Hallar  el  centro  geometrico  del  solido  generado  en  la  rotacion  de  las  areas  planas  dadas  alrededor  de 


los  ejes  indicados  en  los  Problemas  28-38. 

28.  y = JC*,  y = 9,  jc  = 0;  eje  y 

29.  y — jc*,  y = 9,  jc  = 0;  eje  jc 

30.  y = 4jc  — jc*,  y — jc;  eje  jc 

31.  y — 4jc  — jc*,  y = jc;  eje  y 

32.  jc*  — y2  = 16,  y = 0,  jc  = 8;  eje  jc 

33.  jc*  — y2  = 16,  ^ = 0,  jc  = 8;  eje  y 

34.  (jc  — 2)^*  = 4,  ^ = 0,  jc  = 3,  jc  = 5;  eje  jc 

35.  jc*.y  = 16(4  — y)9  x = 0,  y — 0,  jc  = 4;  eje  y 

36.  Area  del  primer  cuadrante  limitada  por  y2  = 12jc  y 

37.  Area  del  Problema  36;  eje  y 

38.  Area  del  Problema  36;  directriz. 

39.  Demostrar  el  teorema  de  Pappus  de  este  capftulo. 


Sol.  y = 6 

Sol.  x = 5/4 

Sol.  x = 27/16 

Sol.  y = 27/10 

Sol  x = 27/4 

Sol  y - 3 V"3/2 

Sol  x = (2  + 2 In  3)/(ln  3) 

So/.  y = l/(ln  2) 

ordenada  en  jc  = 3;  eje  jc  So/.  £ = 2 
So/,  y = 5/2 
So/,  y = 75/32 


40.  Aplicando  el  teorema  de  Pappus,  hallar: 

(a)  el  volumen  de  un  cono  recto  circular  de  altura  a y radio  de  la  base  b. 

( b ) el  volumen  del  s61ido  obtenido  al  girar  la  el  ipse  4(x  — 6)“  + 9(y  — 5)*  = 36  alrededor  del  eje  jc. 
Sol.  (a)  \nab2  u.v.  (b)  60ti*  u.v. 


41.  Dada  el  Area  A , limitada  por  y = — jc*  — 3jc  + 6 y jc  + y — 3=0, 
hallar  (o)  su  centro  geometrico,  (b)  el  volumen  generado  en  la  rotaci6n 
de  A alrededor  de  la  recta  dada. 

Sol.  (a)  (-1,  28/5),  (6)  2r  3 J • A = n cen.  vol. 

42.  Dado  el  volumen  generado  en  la  rotaci6n  del  Area  A (rayada  en  la 
Fig.  37-12)  alrededor  de  la  recta  Lt  obtener: 


g£  + y — 6 


= -f==  f (J/c-J/l 

VO*+l  Jr 


yj  a2  + 1 


(aAf*  + /If.  - 6A) 


43.  Aplicando  la  f6rmula  del  Problema  42,  obtener  el  volumen  generado 
en  la  rotaci6n  del  Area  alrededor  de  la  recta. 

(o)  y = — **  — 3*  + 6,  * + y — 3 = 0 

(b)  y = 2jc®,  2jc  — y + 4 = 0 

Sol  (a)  Ver  Problema  41,  (b)  1 62 jt/25  un.  vol. 


Fig.  37-12 
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Momentos  de  Inercia 

Areas  planas  y solidos  de  revolucion 

EL  MOMENTO  DE  INERCIA  It  DE  UN  AREA  PLANA  A con  respecto  a una  recta  L situada  en  su 
piano  se  halla  de  la  forma  siguiente: 

(1)  Se  dibuja  el  area,  trazando  una  franja  representativa  paralela  a la  recta  y su  rectangulo  ge- 
n^rico  correspondiente. 

(2)  Se  calcula  el  producto  del  Area  del  rectangulo  por  el  cuadrado  de  la  distancia  de  su  centro 
geometrico  a la  recta,  y se  escribe  la  suma  correspondiente  a todos  los  rectangulos. 

(3)  Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  calculo  integral  suponiendo  que  el 

numero  de  rectangulos  crece  indefinidamente.  ^yer  probiemas  1.4  ) 

EL  MOMENTO  DE  INERCIA  It  DE  UN  SOLIDO  de  volumen  V , generado  en  la  rotation  de  un  area 
plana  alrededor  de  una  recta  L de  su  piano  con  respecto  a esta  recta  (eje  del  solido),  se  halla  de  la 
forma  siguiente : 

(1)  Se  dibuja  el  area,  trazando  una  franja  representativa  paralela  al  eje  y su  rectangulo  generico 
correspondiente. 

(2)  Se  calcula  el  producto  del  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  rectangulo  alrededor  del  eje 
(anillo)  por  el  cuadrado  de  la  distancia  del  centro  geometrico  del  rectangulo  a dicho  eje,  y se 
escribe  la  suma  correspondiente  a todos  los  rectangulos. 

(3)  Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  de  calculo  integral  suponiendo  que  el 

numero  de  rectangulos  crece  indefinidamente.  ^yer  prob]emas  5.5 ) 

RADIO  DE  GIRO.  El  numero  positivo  R definido  por  la  relation  It  = AR 1 en  el  caso  de  un  area  plana  A , 
y por  It  — VR 2 en  el  caso  de  un  solido  de  revolucion,  recibe  el  nombre  de  radio  de  giro  del  area 
o volumen,  respectivamente,  con  respecto  a L. 


TEOREMA  DE  STEINER.  El  momento  de  inercia  de  un  area,  arco,  o volumen,  con  respecto  a un  eje 
cualquiera  es  igual  al  momento  de  inercia  con  respecto  a un  eje  paralelo  a 6)  que  pase  por  el  centro 
geometrico  m&s  el  producto  del  area,  longitud  del  arco,  o volumen,  por  el  cuadrado  de  la  distan- 
cia  entre  dichos  ejes.  (Ver  Problemas  9_10.) 


Problemas  resueltos 

1.  Hallar  el  momento  de  inercia  de  un  Area  rectangular  A de  dimensiones  ay  b 
con  respecto  a un  lado. 

Consideremos  el  Area  como  se  representa  en  la  figura,  y supongamos  que 
el  lado  en  cuestidn  es  el  eje  y. 

El  Area  del  rectAngulo  genArico  es  = b • Ax,  y su  centro  geometrico  esta 
situado  en  (x,  £6).  Por  tanto,  su  movimiento  vale  x2b  Ax.  En  consecuencia, 

= kfj  = f = 

Asl,  pues,  el  momento  de  inercia  de  un  Area  rectangular  con  respecto  a 
uno  de  sus  lados  es  igual  a i del  producto  del  Area  por  el  cuadrado  de  la  lon- 
gitud del  otro  lado. 


Fig.  38-1 
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2. 


Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  al  eje  y , del  Area  plana  limitada  por  la  parabola  y = 9 — x*  y el  eje  x. 

Primera  solucidn . Para  cl  rcctangulo  gendrico  de  la  Fig.  38-2,  te nemos,  A = y * Ax,  y cl  centro  geomdtrico  estd 
en  (*,  iy).  Luego, 

324 


h 


= J'  x!ydx  - 2 J (lb:2  - x')  dx 


Segunda  solution.  El  drea  del  rectdngulo  gendrico  de  la  Fig.  38-3  es  x • Ay,  siendo  x la  dimensi6n  perpendicular 
al  eje  y.  Por  tanto  (ver  Problema  1),  el  momento  elemental  vale  £(*  Ay)x2.  As  1 pues,  teniendo  en  cuenta  la  simetria 
de  la  figura, 

* ° 324 


= 2 


if 


'dy  = | J (9  - y )s'*  dy  = 


Luego  A = 2 


2 


x 


V9  — y dy  = 36,  ly  = 324/5  = <4/?2  y el  radio  de  giro  es  R = 3/V5. 


3.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  al  eje  y,  del  drea  limitada  por  la  parabola  x*  — 4.y  y la  recta  .y  = a;  (ver 
Fig.  38-4). 

Considerando  el  rectdngulo  generico  de  la  Fig.  38-4,  de  drea  (a:  — lx2)  Ax  y cuyo  centro  geomdtrico  estd  en 
[x,  l{x  + Ja;2)],  tendremos, 


A J"  (x~lx2)dx  - | e /*  = J"  *2{x  - la;2)  da-  = ~ = ~-A 


4.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  a cad  a uno  de  los  ejes  coordenados,  del  drea  limitada  por  la  curva  y = sen  x 
desde  x = 0 hasta  x = n.  (Ver  Fig.  38-5.) 


f" 

A = I sen  x 
^ o 

h = sen**  = |Jo 


dx  = 

sen3  x dx  — 


cos  x 


= 2 


— COS  X + — COS3  X 
o 


s: 


x2  sen  x dx  = 


2 cos  x + 2x  sen  x — r2  cos  x 


= (“2  ~ 4)  = |U2-4)A 
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5.  Hallar  el  momenta  de  inercia  de  un  citindro  circular  recto  de  altura  b y radio  de  la  base  a.  (Ver  Fig.  38-6.) 

Consideremos  que  el  cilindro  se  genera  en  la  rotacidn,  alrcdcdor  del  eje  y,  de  un  rectangulo  de  dimensiones  a y b, 
como  se  representa  en  la  figura.  El  centro  geomdtrico  del  rectangulo  gendrico  es  (jc,  \b),  y el  volumen  del  anillo  gene- 
rado  en  dicha  rotacidn  alrededor  del  eje  y es,  A V = 2 Jibx  • Ax.  Por  tanto,  como  V = n ba\ 

Iu  — 2w  ^ X2  * bx  dx  = ^irba*  — ^wba2  • a®  = 

Asl,  pues,  el  momenta  de  inercia  de  un  cilindro  circular  recto  con  respecto  a su  eje  es  igual  a la  mitad  de  su  volu- 
men multi  pi  icado  por  el  cuadrado  de  su  radio. 


Fig.  38-6  Fig.  38-7  Fig.  38-8 


6.  Hallar  el  momento  de  inercia  con  respecto  a su  eje,  del  sdlido  generado  al  girar  en  la  rotacidn  alrededor  del  eje  jc,  de 
Area  del  primer  cuadrante  limilada  por  la  parabola  y2  — 8x,  el  eje  x y la  recta  x = 2. 

Primera  solution . El  centro  geomdtrico  del  rectAngulo  gendrico  (Fig.  38-7)  es  [J(jc  + 2),  y],  y cl  volumen  generado 
en  la  rotacidn  del  rectAngulo  alrededor  del  eje  x es  2jiy(2  — jc)  Ay  = 2jiy(2  — y2/ 8)  Ay.  Por  tanto, 

X*  /"*  * 256  16 

y(2  — J/V8)  dy  = 16b-  e I.  = 2fJ  y*  ’ 2/(2  - j/78)  dy  = -j-B  = yV 

v *0 

Segunda  solution.  El  volumen  generado  (Fig.  38-8)  en  la  rotacidn  del  rect  Angulo  gendrico  con  respecto  a l eje  x 
es  ny 2 Ax,  y teniendo  en  cuenta  el  resultado  del  Problema  5,  su  momento  de  inercia  con  respecto  al  eje  x vale 
iy2(7iy2  Ax)  = iny4  Ax.  Por  tanto. 


e 


— 16jt 


256 

~S~V  “ 


7.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  a su  eje,  del  sdlido  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  Problema  6 con 
respecto  al  eje  y (Fig.  38-8). 

El  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  rect Angulo  gendrico  con  respecto  al  eje  y es  2nxy  Ax.  Por  consiguiente, 


e 


8.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  a su  eje,  del  volumen  de  la  esfera  generada  por  un  clrculo  de  radio  r alrededor 
de  un  diAmetro  fijo. 

Tomemos  el  cfrculo  con  el  diAmetro  fijo  segun  el  eje  x,  como  se  representa  en  la  figura.  Aplicando  el  mdtodo  del 
anillo, 
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c 


/x 


V = 2ir 


I' 


2ar  • j/  dy  = {rr3 
4.J  y2*xydy  = i/yfr^y2  dy 


Haciendo  / = r sen  z,  tendremos  \/72  — = r cos  z,  dy  = r cos  z dz . 

Para  pasar  de  los  limites  de  integration  de  y a los  correspond ientes 
de  z,  tendremos:  para  y *-=  0,  0 = r sen  z,  0 = sen  z,  luego,  z = 0;  para 
y — rt  r = r sen  z,  1 — sen  z,  luego,  z = £«.  Por  tanto: 


/x 


4rr5 


sen3  z cos2  z dz 


cos2  z)  cos2  z sen  z dz 


lVrS 


r*V 


9.  Hallar  el  momento  de  inercia  del  drea  de  un  circulo  de  radio  r con  res- 
pecto  a una  recta  situada  a s unidades  de  su  centro. 

Tomando  el  centro  del  circulo  como  origen,  calculemos  en  primer 
lugar  el  momento  de  inercia  del  circulo  con  respecto  al  diametro  paralelo 
a la  recta  dad  a: 

h — 4 r y2  • x dy  = 4 T y7\f  r1  — y2  dy  = \r\  — \r2A 
De  donde  Is  = /,  + A • s2  = (£r2  + a2) A 


Fig.  38-10 


10.  £1  momento,  de  Inercia  con  roapooto  A flu  4j4,  661  HdlldQ  gonuratio  en  lu  rotation  ac  uu  area  on  m cui  ia  r ~ ran  Jn 
alrededor  del  eje  x es  /*  = — 3*78.  Hallar  el  momento  de  inercia  del  solido  con  respecto  a la  recta  y = i. 


Iv-2  = /x  + 2*V  - dV/b  -f-  4 V - 35V/8 


Problemas  propuestos 


11.  Hallar  el  momento  de  inercia  del  drea  plana  dada  con  respecto  a la  recta  indicada: 

(a)  y = 4 — x2,  x = 0,  y — 0;  eje  x , eje  y Sol  128/1/35,  4A/5 

(b)  y — 8jc3,  y = 0,  x — 1 ; eje  jc,  ejey  Sol . 128/4/15,  2A/3 

(c)  x2  + y2  = a2;  un  didmetro  Sol  a2 A/A 

( d ) y2  = 4x,  x = 1 ; eje  *,  eje  y SW.  4A/5,  3/4/7 

(e)  4x2  + 9 y2  = 36;  eje  x , eje  y So/.  A,  9/4/4 


12.  Teniendo  en  cuenta  los  resultados  del  Problema  1 1 y el  teorema  de  Steiner,  obtener  el  momento  de  inercia  del  drea 
dada  con  respecto  a la  recta  que  se  indica. 

(a)  y = 4 — x2;  y ~ 0;  x — 4 ( b ) x2  + y2  = a2;  una  tangente  (c)  y2  = 4x,  x = 1;  x — 1 

SoL  (a)  84A/5  (b)  Sa2A/4  (c)  10A/7 


13.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  a su  eje,  del  s61ido  generado  en  la  rotation  del  Area  plana  dada  alrededor 
de  la  recta  que  se  indica: 


(a)  y = 4x  — x2,  y — 0;  eje  xt  eje  y 

(b)  y2  — 8jc,  jc  = 2;  eje  xy  eje  y 

Sol  (a)  128*721,32*75  (b)  16K/3,  20*79 


(c)  4*a  + 9 y2  = 36;  eje  x,  eje  y 

(d)  x2  y*  — a2\  y = bt  b > q 

(i c ) 8*75,  18*75  (d)  (b2  + la2)V 


14.  Aplicando  el  teorema  de  Steiner,  obtener  el  momento  de  inercia  de  (a)  una  esfera  de  radio  r con  respecto  a una  tan- 
gente a ella,  ( b ) un  cilindro  circular  recto  con  respecto  a una  de  sus  generatrices. 

Sol  (a)  7r8*75,  (b)  3 r2V/2. 

15.  Demostrar  que  el  momento  de  inercia  de  un  drea  plana  con  respecto  a una  recta  L perpendicular  a su  piano  (o  con 
respecto  al  pie  de  esta  perpendicular)  es  igual  a la  suma  de  los  momentos  de  inercia  con  respecto  a dos  rectas  cuales- 
quiera  perpend iculares  entre  si,  situadas  en  el  piano  y que  pasen  por  el  pie  de  L. 

16.  Hallar  el  momento  de  inercia  polar  /0  (momento  de  inercia  con  respecto  al  origen)  del:  (a)  tridngulo  limit  ado  por 
y — 2jc,  y = 0,  x — 4,  (6)  circulo  de  radio  r con  su  centro  en  el  origen,  (c)  circulo  x 2 — 2 rx  + y2  — 0,  (d)  drea  limi- 
tada  por  la  recta  y = x y la  pardbola  y2  = 2x. 


Sol  (a)  h = /*  + h = 56/4/3,  ( b ) £r*A,  (c)  3r2A/2,  (d)  72A/35. 


Capilulo  39 


Presion  de  los  fluid  os 


PRESION  = fuerza  por  unidad  de  superficie 


fuerza  que  actua  perpendicularmente  a una  superficie 
Area  sobre  la  que  se  distribuye  la  fuerza 


La  presion  p ejercida  sobre  una  superficie  horizontal  de  Area  A debida  al  peso  de  una  columna 
de  fluido  de  altura  h tsp  =>  yh , siendo  y el  peso  especlfico  del  fluido  o peso  por  unidad  de  volumen. 
La  fuerza  ejercida  sobre  esta  superficie  es:  presidn  x Area  de  la  superficie  = yhA. 

La  presion  ejercida  por  un  fluido  en  un  punto  cualquiera  de  su  interior  es  igual  en  todas  las  di- 
recciones. 


FUERZA  SOBRE  UNA  SUPERFICIE  PLANA  SUMERGIDA 
EN  UN  FLUIDO.  La  Fig.  39-1  representa  una  superficie 
plana  sumergida  verticalmente  en  un  llquido  de  peso  espe- 
cifico  y.  Tomemos  los  ejes  coordenados  de  forma  que  la  su- 
perficie estl  en  el  piano  xy,  con  el  eje  x en  la  superficie  libre 
del  liquido  y el  sentido  positivo  del  eje  y hacia  arriba.  Divi- 
damos  el  Area  en  franjas  (siempre  paralelas  a la  superficie 
libre  del  liquido)  y aproximemos  cada  una  de  ellas  a un  rec- 
tAngulo  (como  se  hizo  en  el  Capitulo  34). 

Si  llamamos  A a la  profundidad  del  lado  superior  del 
rectAngulo  gen^rico  de  la  figura,  la  fuerza  ejercida  sobre  este 
rectAngulo,  de  altura  Aky  y base  xk=g(yk)  esy -y'k  • g(yk)  *Aky, 
siendo  yk  un  valor  de  y comprendido  entre  h y h + Aky. 
La  fuerza  total  sobre  la  superficie  plana  es,  segfin  el  teorema 
de  Bliss, 


Fig.  39-1 


F - lim  £ ? 'V'k*  9(Vk)&ky  - yC  V9(y)dy 

n +»k  = i J c 


La  fuerza  ejercida  sobre  una  superficie  plana  sumergida  verticalmente  en  un  liquido  es  igual 
al  producto  del  peso  especifico  del  liquido  por  el  Area  sumergida  y por  la  distancia  a la  superficie 
libre  del  liquido  del  centro  geometrico  del  Area  sumergida.  Esto,  mAs  que  una  fdrmula,  es  un  enun- 
ciado  que  se  deberA  utilizar  en  el  planteamiento  de  la  integral  correspondiente  en  cada  case. 


l. 


2. 


Problemas  resueltos 

Superficie  libre  del  agui 

Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  una  de  las  caras  de  un  rectAngulo  sumer- 

gido  en  agua,  como  indica  la  Fig.  39-2.  El  peso  especifico  del  agua  es  0.5  m 2 m 

1 000  kilopondios  por  metro  cubico.  

El  Area  sumergida  es  0,5  x 2 = 1 ma,  y su  centro  geomdtrico  estA  Fig.  39-2 

0f25  m por  debajo  de  la  superficie  libre.  Por  tanto. 


F = peso  especifico  x Area  x profundidad  del  centroide 
= 1 000  kp/m3  xlm‘x  0,25  m = 250  kp 

Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  una  de  las  caras  del  rectAngulo  sumergido 
en  agua  que  indica  la  Fig.  39-3. 

El  area  sumergida  es  de  9 ms,  y su  centro  geometrico  esta  0,5  m por 
debajo  de  la  superficie  libre. 


Superficie  libre  del  agua 


0,2 

m 

0,5  m 

-J 

L 0,6  m 

1 ,5  m | 

F = 1 000  kp/m*  x 9 m*  x 0,5  m — 4 500  kp 


Fig.  39-3 
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3. 


Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  una  de  las  caras  del  tri&ngulo  representado  en  la  Fig.  39-4,  siendo  la  unidad  de  longi- 
tud  el  metro,  y el  peso  especifico  del  liquido  800  kilopondios  por  metro  cubico. 

Primera  solucidn.  El  Area  sumergida  estA  limitada  por  las  rectas  x = 0,  y — 2 y 3x  4-  2y  — 10.  La  fuerza  ejer- 

/ 10  — 2 y\ 

cida  sobre  el  rectAngulo  genArico  de  Area  x 9 Ay  y profundidad  y esy  • y • x • Ay  = yy  I I Ay.  Por  tanto. 


F = 


y 


10  — 2 y 
3 


9y  = 7 200  kp 


Segunda  solucidn . El  Area  sumergida  es  3 m#  y su  centro  geomAtrico  estA  2 -f  $(3)  = 3m  por  debajo  de  la  super- 
ficie libre  del  liquido.  Por  tanto,  F — 800  x 3 x 3 = 7 200  kp. 


Fig.  39-4  Fig.  39-5 


4.  Una  superficie  triangular,  de  lados  5,  5,  y 8 metros,  estA  sumergida  verticalmente  en  agua  con  su  lado  mayor  horizon- 
tal, como  representa  la  Fig.  39-5,  situado  3 metros  por  debajo  de  la  superficie  libre.  Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre 
una  de  las  caras  de  la  superficie. 

Primera  solucidn.  Eligiendo  los  ejes  que  se  indican  en  la  figura,  se  observa  que  la  fuerza  pedida  es  el  doble  de  la 
ejercida  sobre  el  Area  limitada  por  las  rectas  y = 3,  x = 0 y 3x  + 4y  = 24.  El  Area  del  triAngulo  genArico  es  x * Ay, 
y la  profundidad  de  su  centro  geomAtrico  es  y.  Por  consiguiente,  AF  = yyx  • Ay  = xv(8  — 4y/3)  Ay,  y 

F = 2y  J *><8  — */&)&  = 4 «y  = 48000 kp 

Segunda  solucidn . El  Area  sumergida  vale  12m*,  y su  centro  geomAtrico  estA  3 + |(3)  -4m  por  debajo  de  la 
superficie  libre.  Por  tanto,  F = 1 000(1 2)  (4)  = 4 800  kp. 


5.  Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  el  fondo  de  un  recipiente  de  forma 
semicircular  de  2 metros  de  radio  cuando  estA  lleno  de  un  liquido 
de  peso  especifico  900  kilopondios  por  metro  cubico. 

Eligiendo  los  ejes  coordenados  que  se  indican  en  la  Fig.  39-6, 
la  fuerza  ejercida  sobre  el  rectAngulo  genArico  es  yyx  * Ay 
= yyV 4 — y*  * Ay.  Por  tanto, 

F=2y  T*  yVi—y'dy  = ^y  = 4 800kp 
Jo  3 


Fig.  39-6 


6.  Una  superficie  plana,  cuya  forma  es  la  de  un  segmento  parabAlico 
de  12  metros  de  base  y 4 metros  de  altura,  estA  sumergida  en  el 
agua  de  manera  que  su  base  se  encuentra  en  la  superficie  libre  del 
liquido.  Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  una  de  las  caras  de  la  su- 
perficie. 

Elegido  un  sistema  de  coordenadas  como  indica  la  Fig.  39-7, 
la  ecuacidn  de  la  parAbola  es  x * — 9 y.  El  Area  del  rectAngulo  ge- 
nArico es  2x  • Ay,  y la  profundidad  de  su  centro  geomAtrico  es  4 — y. 
Por  tanto, 


O 


AF  = 2y(4  — y)x  • Ay  = 2y(4  — y)  * 3 Vy" Ay 


yF  = 6y  f (4  — y)\fy  dy  — y = 51  000  kp 
Jo  3 


Fig.  39-7 
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7.  Hallar  la  fuerza  ejcrcida  sobre  la  superficie  de  Proble- 
ma  6,  cuando  esta  se  encuentra  parcialmente  sumergida 
en  un  llquido  de  peso  especifico  800  kilopondios  por 
metro  cubico,  de  manera  que  su  eje  es  paralelo  a la  super- 
ficie libre  y situado  3 metros  por  dcbajo  de  ella. 

Eligiendo  los  ejes  coordenados  que  se  indican  en 
la  Fig.  39-8,  la  ecuacidn  de  la  parabola  es  y 2 = 9a:. 

El  Area  del  rectAngulo  genArico  es  (4  — x)Ayy  la 
profundidad  de  su  centro  geomAtrico  es  3 — y , y la 
fuerza  ejercida  sobre  61  vale 

AF  = y(  3 — y)( 4 — x)Ay  = y(  3 — y)( 4 — y*/9)Ay 

Por  tanto,  F = y J (3  — y)  ^4 dy 

405 

= ~-y  = 101  000  kp 


Problemas  propuestos 

8.  Una  superficie  rectangular  de  6 x 8 metros  estA  sumergida  verticalmente  en  un  lfquido  de  peso  especifico  y (kilopondios 
por  metro  cubico).  Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  una  de  las  caras: 

(a)  Si  el  lado  mAs  pequefio  estA  situado  en  la  superficie  libre. 

(b)  Si  el  lado  mas  pequefio  es  el  mAs  prdximo  a la  superficie  libre  y estA  situado  2 metros  por  detaqo  de  ella. 

(c)  Si  el  lado  mayor  estA  situado  en  la  superficie  libre. 

W)  Si  la  superficie  se  mantiene,  por  medio  de  una  cuerda  atada  a un  vArtice,  2 metros  por  debqo  de  la  superficie  libre. 
Sol . (a)  192 y kp,  (b)  288y  kp,  (c)  144y  kp,  {d)  33 Gy  kp. 


9.  Supouiendo  el  eje  x horizontal  y el  eje  y vertical,  con  el  sentido  positive  hacia  abajo,  hallar  la  fuerza  ejercida  sobre 
una  cara  de  cada  una  de  las  superficies  siguientes,  suponiendo  que  las  dimensiones  se  expresan  en  metros  y que  el  peso 
especifico  del  fluido  es  y (kilopondios  por  metro  cCibico), 


(a)  y = x*,y  = 4;  superficie  del  fluido  en  y = 0. 

(b)  y — xz,y  — 4;  superficie  del  fluido  en  y = — 2. 

(c)  y — 4 — jc2,  y = 0;  superficie  del  fluido  en  y — 0. 

id)  y — 4 — Jt2,  y ~ 0;  superficie  del  fluido  en  y — — 3. 

0 e ) y — 4 — x2,y  = 2;  superficie  del  fluido  en  y = — 1. 


SoL  128y/5  kp 
Sol  704y/l  5 kp 
SoL  256y/\5  kp 
Sol.  736y/15  kp 
Sol.  l52\/2y/l5  kp 


10.  Un  recipiente  de  seccion  trapezoidal,  tiene  2 metros  de  base  inferior,  4 metros  de  base  superior  y 3 metros  de  altura. 
Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  el  fondo  (a)  cuando  estA  lie  no  de  agua,  (6)  cuando  contiene  2 metros  de  agua. 

Sol.  (a)  1 200  kp,  (b)  4 900  kp. 


11.  Una  superficie  plana  circular  de  2 metros  de  radio  estA  sumergida  verticalmente  en  un  lfquido  (y  kilopondios  por  metro 
cubico)  de  forma  que  su  centro  queda  4 metros  por  debajo  de  la  superficie  libre.  Hallar  La  fuerza  ejercida  sobre  la  mitad 
inferior  y sobre  la  mitad  superior  de  la  superficie  en  cuestidn.  SoL  (8w  + 16/3 )y  kp,  (8*  — 16/3 )y  kp. 


12.  Un  depbsito  cilfndrico  apoyado  sobre  una  de  sus  generatrices,  de  6 metros  de  radio,  contiene  un  aceite  de  peso  espe- 
cifico y (kilopondios  por  metro  cubico)  con  una  profundidad  de  9 metros.  Hallar  la  fuerza  ejercida  sobre  cada  una  de 
las  bases.  Sol . (72n  + 81  \/5jy  kp. 


13.  Se  llama  centro  de  presidn  de  una  superficie  (Fig.  39-1)  sumergida  en  un  fluido,  a un  punto  (£,  y),  en  el  que  se  debe 
aplicar  una  fuerza  Fpara  que  produzca  el  mismo  momento,  con  respecto  a un  eje  cualquiera  horizontal  (vertical),  que 
las  fuerzas  aplicadas  sobre  ella. 

(a)  Demostrar  que  Ft  = iy  J yxx  dy  y Fy  - y J y*x  dy 

(b)  Demostrar  que  la  profundidad  del  centro  de  presidn  es  igual  al  momento  de  inercia  de  la  superficie  dividido  por  el 
momento  del  Area  de  la  misma,  ambos  con  respecto  a una  recta  situada  en  la  superficie  libre  del  lfquido. 


14.  Teniendo  en  cuenta  el  apartado  ( b ) del  Problema  13,  hallar  la  profundidad  del  centro  de  presidn  con  respecto  a la  super- 
ficie libre  del  lfquido  en  el  (a)  Problema  5,  ( b ) Problema  6,  (<*)  Problema  7,  (d)  Problema  9(c),  (e)  Problema  9(b) . 

SoL  (a)  3n/St  (b)  16/7,  (c)  126/25,  (d)  20/7,  (e)  358/77. 


Capftulo  40 


Trabajo  mecanico 

FUERZA  CONST  ANTE.  El  trabajo  W realizado  por  una  fuerza  constante  F a lo  largo  de  un  espacio  st 
en  linea  recta,  es  F • s unidades. 

FUERZA  VARIABLE.  Consideremos  una  fuerza  que  varie  constantemente  a lo  largo  de  un  espacio 
rectilineo.  Llamando  x a la  distancia  del  punto  de  aplicacion  de  la  fuerza  a un  punto  fijo  de  la  recta, 
la  fuerza  vendra  dada  por  una  funcion,  F(x)>  de  x . 


• - > 

0 * 

AkX 

6 

Fig.  40-1 

Para  hallar  el  trabajo  realizado  cuando  el  punto  de  aplicacion  se  desplaza  desde  x = a hasta 
x = b, 

(a)  Se  divide  el  intervalo  a < x < b en  n subintervalos  de  longitud  AkX  y sea  Xk  un  punto  cual- 
quiera  del  k-6 simo  subintervalo. 

(i b ) Se  supone  que  durante  el  desplazamiento  a lo  largo  del  /c-esimo  subintervalo  la  fuerza  es 

constante  e igual  a F(xk);  el  trabajo  realizado  es  igual  a F{xk)AkX , y el  trabajo  total  debido  al 
conjunto  de  las  n fuerzas,  vendra  dado  por 

n 

2 F{x k)  fax. 

k = 1 


(C) 


Se  aplica  la  regia  de  Barrow  o teorema  fundamental  del  calculo  integral  suponiendo  que  el 
ntimero  de  subintervalos  crece  indefinidamente  de  manera  que  Akx-+0]  en  estas  condi- 
ciones  tendremos 


W 


n 


lim  2 Fi**)  A*x 

n—K  k~l 


dx 


Problemas  resueltos 

1.  Entre  ciertos  Hmites,  la  fuerza  necesaria  para  estirar  (comprimir)  un  resorte  es  proporcional  al  alargamiento  (acorta- 
miento),  en  donde  la  constante  de  proporcional idad  se  denomina  constante  de  rigidez  del  resorte.  Suponiendo  que  para 
producir  en  un  resorte,  cuya  longitud  natural  es  de  10  centimetros,  un  alargamiento  de  2,5  milimetros  se  necesita  aplicar 
una  fuerza  de  25  kilopondios,  calcular  el  trabajo  realizado  para  alargarlo  desde  11  a 22  centimetros. 

Sea  x el  alargamiento:  en  estas  condiciones,  F(x)  = kx. 

Para  * = i,  F(x)  = 25;  luego  25  = JA:,  k = 100,  y F(x)  = 100a:. 

El  trabajo  correspond iente  a un  alargamiento  Ax  es  100*  * Ax,  y el  trabajo  pedido  sera 

lOOxdx  = 150kp  cm 

2.  La  constante  de  rigidez  de  un  resorte  vale  400000  kilopondios  por  metro.  Hallar  el  trabajo  necesario  para  compri- 
mirlo  1 centime  tro. 

Sea  * el  desplazamiento,  en  metros,  del  extremo  Iibre  del  muelle.  En  estas  condiciones,  F(x)  = 400  000*  y el  trabajo 
correspond  iente  al  desplazamiento  Ax  vale  400  000*  • Ax.  Por  consiguiente, 

r i/ioo 

1P=J  400  000*  dx  = 20  kpm 
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3*  De  un  tambor  cilfndrico  se  han  desenrollado  50  metros  de  un  cable  que  pesa  3 kilopondios  por  metro.  Hallar  el  trabajo 
realizado  por  la  fuerza  de  la  gravedad  para  desenrollar  250  metros  mas. 

Sea  x = longitud  desenrollada  en  un  instante  dado.  Entonces,  F(jc)  = 3x  y 

r 300 

W — 3jc  dx  — 131  250  kpm 
J 50 


4.  Un  cable  de  100  metros  y 5 kilopondios  por  metro  de  peso,  estd  unido  a un  cuerpo  de  500  kilopondios.  Hallar  el  trabajo 
realizado  al  enrollar  80  metros  de  cable  sobre  un  tambor. 

Sea  x la  longitud  de  cable  que  se  ha  enrollado  en  el  tambor. 

El  peso  total  (cable  y cuerpo)  es  500  4-  5(100  — *)  = 1 000  — 5x,  y el  trabajo  realizado  para  elevar  el  cuerpo  una 
distancia  Ax  es  (1  000  — 5x)  Ax.  Por  tanto,  el  trabajo  pedido  sera: 

r 80 

w=  (1  000  — 5x)dx  - 64  000kpm 
J o 


5.  Un  depbsito  cilindrico  circular,  de  2 metros  de  radio  y 8 metros  de  altura,  esta  lleno  de  agua.  Hallar  el  trabajo  realizado 
al  bombear  todo  el  agua  hasta  la  base  superior  del  depbsito.  El  peso  especifico  y del  agua  igual  a 1 000  kilopondios 
por  metro  cubico. 


I* 


Fig.  40-2  Fig.  40-3 


Primera  solution . Supongamos  (Fig.  40-2)  que  el  agua  es  impulsada  por  medio  de  un  pistbn  que  empuja  al  agua 
desde  el  fondo  del  depbsito.  En  la  figura,  se  representa  al  piston  situado  a una  distancia  y metros  del  fondo.  La  fuerza 
necesaria  para  elevar  el  agua  es  igual  al  peso  del  agua  que  gravita  sobre  el  pistbn,  es  decir,  F(y)  — nr%y( 8 — y)  = 4ny($ — y) 
con  lo  que  el  trabajo  correspondiente  a un  desplazamiento  Ay  del  pistbn  serd  4ny(8  — y)  • Ay,  El  trabajo  necesario  para 
vaciar  el  depbsito  es,  en  consecuencia, 

W = 4ny  \ 8 (8  —y)  dy  = 128  ny  = 128:*(1  000)  = 128  000jt  kpm 
J o 

Segunda  solution . Imaginamos  (Fig.  40-3)  que  el  agua  del  depbsito  se  divide  en  n discos  de  espesor  Ay;  para  vaciar 
el  depbsito,  habra  que  elevar  cada  uno  de  estos  discos  hasta  la  base  superior.  El  trabajo  necesario  para  elevar  el  disco 
genbrico  de  la  figura,  situado  a una  distancia  y de  la  superficie  libre  y cuyo  peso  es  de  4jt y • Ay , es  igual  a 4 nyy  • Ay. 
Teniendo  en  cuenta  el  teorema  fundamental,  cuando  el  numero  de  discos  crece  indefinidamente, 

W — 4ny  \ 8 y dy  = 128*y  - 128  OOOrc  kpm 
J o 


6.  La  dilatacibn  del  gas  contenido  en  un  depbsito  cilindrico  desplaza  un  bmbolo  de  forma  que  el  volume n del  gas  aumenta 
de  15  a 25  centimetros  cubicos.  Suponiendo  que  la  relacibn  entre  la  presion  (p  kilopondios  por  centimetro  cuadrado) 
y el  volume n (v  centimetros  cubicos)  viene  dada  por  pvlA  = 60,  hallar  el  trabajo  realizado  en  la  expansibn. 

Sea  A el  Area  de  la  seccibn  del  cilindro;  en  estas  condiciones,  la  fuerza  ejercida  por  el  gas  es  pA.  Un  aumento  de 
volumen  Ay  supone  una  elevacion  del  pistbn  de  Av/A,  y el  trabajo  correspondiente  a este  desplazamiento  es 


Ay 


60 


pA  • Ay  Luego, 


“ ir  -5-  — w -■•'T.  ■ _ i!°  (^ _ ■ 9’59  kp 


cm 
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7.  Un  dep6sito  c6nico  (Fig.  40-4)  cuya  base  tiene  un  diimetro 
de  4 metros  y cuya  altura  mide  5 metros,  contiene  un  liquido  de 
peso  especifico  y kilopondios  por  metro  cubico.  Sabiendo  que 
la  profundidad  del  liquido  del  deposito  es  de  3 metros,  hallar  el 
trabajo  necesario  para  bombear  todo  el  liquido  hasta  una  altura 
de  1 metro  por  encima  de  la  parte  superior  del  deposito. 

Consideremos  un  disco  generico  cuyo  radio  sea  x,  de  es- 
pesor  Ay  y distante  del  fondo  del  deposito  y.  El  peso  de  este 
disco  serd  n yx2  ■ Ay , y el  trabajo  necesario  para  elevarlo  hasta 
la  altura  indicada  seri  nyx2{b  — y)  Ay, 

De  los  triangulos  semejantes,  x/y  = 2/5  6 x = 2 /5y> 
Luego 

4 f 3 

W = -~rny  >'*(6  — y)  dy  = St4^y  kpm 
25  Jo 


V 


Desagile 


Fig.  40-4 


Problemas  propuestos 

8.  Sabiendo  que  para  producir  un  alargamiento  de  1 centimetro  en  un  resorte  de  1 2 centimetros  de  longitud  natural  hay 

que  aplicar  una  fuerza  de  80  kilopondios,  caJcular  el  trabajo  necesario  para  alargarlo  (a)  desde  12  a 15  centimetros, 
( b ) desde  15  a 16  centimetros.  Sol . (a)  360  kp  cm,  (b)  280  kp.  cm. 

9.  Dos  particulas  se  repelen  mutuamente  con  una  fuerza  inversamente  proporcional  a la  distancia  que  las  separa.  Supo- 
niendo  que  una  de  el  las  permanece  fija  en  un  punto  del  eje  x a 2 unidades  a la  derecha  del  origen,  hallar  el  trabajo 
necesario  para  desplazar  a la  otra  desde  un  punto  situado  3 unidades  a la  izquierda  del  origen  hasta  el  origen. 

Sol , 3A/10. 

10.  La  fuerza  con  que  la  tierra  atrae  a un  cuerpo  de  peso  y kilopondios  situado  a una  distancia  s kilometros  de  su  centro 
es  igual  a F --  (4  000)2y/2,2s2.  Suponiendo  que  el  radio  de  la  tierra  es  de  6 400  kilometros,  hallar  el  trabajo  realizado 
contra  la  fuerza  de  la  gravedad  para  mover  un  cuerpo  de  1 kilopondio  desde  la  superficie  de  la  tierra  hasta  un 
punto  situado  a 1 000  kilometros  de  dicha  superficie.  Sol,  15,4  x 103  kpm. 

11.  Hallar  el  trabajo^realizado  contra  la  fuerza  de  la  gravedad  para  elevar  un  cohete  de  8 toneladas  m6tricas  de  peso  hasta 
una  altura  de  200  kilometros  sobre  la  superficie  terrestre.  Sol . 34,5  x 106kpm. 

12.  Hallar  el  trabajo  realizado  en  una  mina  al  elevar  500  kilopondios  de  cal  una  altura  de  500  metros  por  medio  de  un  cable 
que  pesa  3 kilopondios  por  metro.  Sol,  6,25  x 105  kpm. 

13.  Un  deposito  tiene  una  base  cuadrada  de  3 metros  de  lado  y una  altura  de  2 metros,  Hallar  el  trabajo  realizado  para 
vaciarlo  por  su  parte  superior  (a)  si  esta  totalmente  lleno  de  agua,  (3)  si  el  agua  ocupa  las  3/4  partes  del  deposito. 
Sol,  (a)  18  000  kpm,  (b)  16  875  kpm. 

14.  Un  deposito  semiesferico  de  1 metro  de  radio  esta  totalmente  lleno  de  agua.  Hallar  (a)  el  trabajo  necesario  para  bombear 
el  agua  por  la  parte  superior  del  dep6sito,  (b)  para  vaciarlo  a traves  de  un  tubo  situado  a una  altura  de  60  centimetros 
con  respecto  a dicha  parte  superior.  Sol.  (a)  786  kpm,  (6)  2 040  kpm. 

15.  Hallar  el  trabajo  necesario  para  llenar  un  deposito  cilindrico  de  3 metros  de  radio  y 10  metros  de  altura  de  un  liquido 

de  peso  especifico  y kilopondios  por  metro  cubico  a traves  de  un  orificio  practicado  en  su  fondo.  Idem,  suponiendo  que 
el  deposito  esta  horizontal.  Sol . 450 Tty  kpm,  21§ny  kpm. 

16.  Demostrar  que  el  trabajo  necesario  para  bombear  el  agua  de  un  depdsito  a traves  de  su  parte  superior  es  igual  al  nece- 
sario para  elevar  su  contenido  desde  el  centro  geometrico  del  liquido  hasta  el  orificio  de  salida. 

17.  Un  peso  de  100  kilopondios  se  arrastra  hacia  arriba  por  un  piano  inclinado  de  20  metros  de  longitud  que  forma  un 
Angulo  de  30°  con  la  horizontal.  Sabiendo  que  la  fuerza  de  rozamiento  que  se  opone  al  movimiento  es  p Nt  siendo 
p — 1/a/3  el  coeficiente  de  rozamiento  yJV=  100  cos  30°  la  fuerza  normal  entre  el  peso  y la  raippa,  hallar  el  trabajo 
realizado,  Sol.  2 000  kpm. 

18.  Resolver  el  Problema*17  suponiendo  que  el  angulo  de  inclinaci6n  de  la  rampa  es  de  45°  y que  el  coeficiente  de  roza- 
miento vale  p = l/V 2.  Sol.  1 000(1  + \/2)  kpm. 

19.  Un  cilindro  contiene  un  volumen  de  aire  sobre  el  que  se  apoya  un  embolo.  Sabiendo  que  cuando  la  presion  es  de  20  kilo- 
pondios por  metro  cuadrado  el  volumen  es  de  100  metros  cubicos,  hallar  el  trabajo  realizado  por  el  Ambolo  para  com- 
primir  el  aire  hasta  2 metros  cubicos  (a)  suponiendo  pv  constante,  ( b ) suponiendo  pv1-4  = constante. 

Sol . (a)  1 824  kpm,  (b)  18  910  kpm. 


Capilulo  41 


Longitud  de  un  arco 


LA  LONGITUD  DE  UN  ARCO  AB  de  una  curva  es, 
por  definicidn,  el  limite  de  la  suma  de  las  longitudes 
de  las  distintas  cuerdas  APX,  PiP2>  . . Pn-iBt  que 
unen  los  distintos  puntos  del  arco,  cuando  el  nti- 
mero  de  estos  crece  indefinidamente,  de  manera 
que  la  longitud  de  cada  una  de  las  cuerdas  tiende 
a cero. 

Sean  A(a , c)  y B(b , d)  dos  puntos  de  una  curva 
y = f(x),  con  f(x)  y su  derivada,  /'(*),  continua  en 
el  intervalo  a < x < b;  en  estas  condiciones,  la  lon- 
gitud del  arco  AB  viene  dada  por 


0 


x 


Fig. 41-1 


Analogamente,  si  A(a,  c ) y B(b , d)  son  dos  puntos  de  la  curva  x = g(y\  siendo  g(y)  y su  deri- 
vada con  respecto  a y continua  en  el  intervalo  c < y < d,  la  longitud  del  arco  AB  viene  dada  por 


Si  A(u  = wj  y B(u  = u2 ) son  dos  puntos  de  una  curva  definida  por  las  ecuaciones  param^tricas 
x =/(w),  y y = g(w)  que  cumplen  las  condiciones  de  continuidad,  la  longitud  del  arco  AB  viene 
dada  por 


- s 

^ AB 


ds  = 


a 


+ ( dy 

du 


+ 


\du 


du 


(Vease  la  deduction  en  el  Problema  1.) 


Problemas  resueltos 


i. 


Deducir  la  fdrmula  de  la  longitud  de  un  arco 

■ = x'aMs)’* 

Dividamos  el  intervalo  a < x < b en  subintervalos  me- 
diante  los  puntos  f0  = a,  fi,  £2»  • • * » “ bf  y levantemos 

en  ellos  rectas  perpendiculares ; sobre  la  curva  se  determi- 
nan  los  puntos  P0  = A , Plf  P2t . . . , Pn- i,  Pn  = B como  indica 
la  Fig.  41-2.  En  una  cuerda  representativa  se  verifica, 

Py-tPt  = V(A„x)2  + (AkJ/)2  = ’\J1+(^)AkX 


Segun  el  teorema  del  valor  medio  (Capitulo  21)  existiri  al 
menos  un  punto,  jc  = xky  sobre  el  arco  Pk-X  Pk  en  la  que  la  pen- 


diente  de  la  tangente, /'(**)»  es  igual  a la  pendiente. 


Aky 


de  la 


cuerda  Pt Pk . A si,  pues, 


Fig. 41-2 
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Pu-iPu  = Vl  + {/7(Zk)}2  A**, 
y,  aplicando  el  teorema  fundamental, 

AB  = Hm  2 Vl  + {/'(xk)}8  A*r 

71  -*  +ao  k=l 


X‘Vi+ (£)'■" 


2.  Hallar  la  longitud  del  arco  de  la  curva  y = xzt%  desde  jc  = 0 e x = 5. 

*1  = lxl>2  y 

* * 2=  J‘aR Wd- - X^‘dx  - b(,+5')”I  - 

3A  Hallar  la  longitud  del  arco  de  la  curva  x = 3 ym  — 1 desde  y — 0 a y = 4. 

[ y 

= / V 1 + (Mj dy  = Jo  V1  + T*  dy  = 243(82v/“  " 1}  unidadcS 


— = tv"’  y 

dy  2 V y 


'4 


4^  Hallar  la  longitud  del  arco  de  24xy  = x*  4-  48  desde  x = 2 a x — 4, 
rfy  _ as4  - 16 


da?  8a?" 


y l + 


(sy = ^y™ = (*•+$)*  = ¥unidades 


5.  Hallar  la  longitud  del  arco  de  la  catenaria  y — 4-  e-*1*)  desde  x = 0 a x = a. 

- e~x/°)  y 1 + (j[^  = 1 + i(e,I,a  - 2 + e",Jr/”)  = £(«*'*  + «-*")*.  Por  tanto, 

a = \ § (e*rt+  e~x,°)  dx  — — e-*^  = ^ a unidades 


'■'-6,  Hallar  la  longitud  del  arco  de  la  par&bola  y*  — 12x  limitado  por  la  ordenada  correspondiente  a x = 3. 
La  longitud  pedida  es  el  doble  de  la  que  hay  desde  el  punto  (0, 0)  al  punto  (3,  6). 

36  4 y1 


dx  y 
dj=  6 y 


1 + 


/ dx  V _ 

\dy  ) 


36 


- . Por  tanto, 


= 2(i)  J Xtt  + lfdv  = |[|l/V36  + i/*  + 18  ln(i,  + a/36  + 1/*)] 

= 6{V2  + In  (1  + V2 )}  unidades 


7.  Hallar  la  longitud  del  arco  de  la  curva  x — f",  y = t*  desde  / = 0 a / = 4. 


g = 2«,f  = 3<",  » (a)‘  + (ff)‘ =«■  + »«>  = 4c(l+|c).  IW1M. 

• = rv 


f 1 + J t*  • 2#  dt  = ^ (37V37  - 1)  unidades 


8.  Hallar  la  longitud  de  un  arco  de  la  cicloide  x = 0 — sen  6,  y = 1 — cos  6. 
Se  describe  un  arco  cuando  0 varfa  desde  0 = 0 a 0 = 2nt 


dx  , dy 

~r~  = 1 — cos  9,  -f-  = sen  $, 

de  * de 


- 2 


■r 


(~yf)  ~ 2(1—  cos  0) 

\de  J \de  J 


= 4 sen"  £ 9 . Por  tanto 


sen  ~e  de  = —4  cos  ^ 


8 


8 unidades 
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Problemas  propuestos 


Hallar,  en  los  problemas  9-20,  la  longitud  de  la  curva  entera  6 del  arco  indicado. 

9.  y*  8**  desde  x = 1 a x = 8.  Sol.  (104VT3  — 125)/27  unidades. 


10.  6 xy  = jc4  4-  3 desde  x = 1 a x = 2. 

11.  y = In  x desde  x = 1 a x — 2\/2. 

12.  21y%  = 4(jc — 2)8  desde  (2, 0)  a (ll,6\/3). 

13.  y = In  (e*  — l)/(e*  4-  1)  desde  x = 2 a x = 4. 

14.  y = In  (1  — jc*)  desde  x = 1/4  a x = 3/4. 

15.  y = i*1  — J In  jc  desde  x = 1 a x = e. 

16.  y — In  cos  x desde  jc  = ji/6  ax  = J?i. 

17.  x = a cos  0,  y = a sen  0. 

18.  x — e*  cos  t,y  = e*  sen  / desde  t = 0 a t = 4. 

19.  x = In  V 1 4-  /*,  y = arc  tag  / desde  t — 0 a / = 1 . 

20.  x = 2 cos  9 4-  cos  26  4-  1,  y = 2 sen  0 4-  sen  20. 

21.  La  posici6n  de  un  punto  en  el  instante  t viene  dada  po 
punto  desde  t = 0 hasta  / = 4.  Sol.  20  unidades. 

22.  Sea  P(xt  y)  un  punto  fijo  y Q(x  4-  Ax,  y 4-  Ay)  un  pui 
Demostrar  que 


Sol.  17/12  unidades. 

Sol.  3 — \fl  4-  In  J{2  4-  's/I)  unidades. 

Sol.  14  unidades. 

Sol.  In  (e*  4-1)  — 2 unidades. 

Sol.  In  21/5  — 1/2  unidades. 

&>/.  ie1  — i unidades. 

So/.  ln(l  4-  V?)! a/T unidades. 

So/.  2ra?  unidades. 

So/.  \/2(e4 — 1)  unidades. 

Sol.  in  unidades. 

Sol.  16  unidades. 

x = y = ^{6/  4-  9)s/1.  Hallar  el  espacio  recorrido  por  el 
to  variable  de  la  curva  y = /(x)  (ver  Fig.  17-1,  Capftulo  17). 


..  arco  PQ 
lim  -= — 

q^p  cuerda  PQ 


lim 

q-*p 


As 

V(^*)»  + (Ay)* 


dsjdx 


23.  (a)  Demostrar  que  la  longitud  del  arco  en  el  primer  cuadrante  de  x = a cos1 9t  y = a sen1  0 es  3o/2. 

r*  dx 

( b ) Demostrar  que  la  longitud  del  arco  en  el  primer  cuadrante  de  x%i%  4-  y%l%  — a%{%  es  igual  a cP*  J “^/T  en  1*  Qw 

el  integrando  se  hace  infinito  para  el  limite  inferior  de  integracidn.  En  el  Capltulo  46  se  estudian  las  integrales  defi- 
nidas  de  este  tipo. 


24.  Un  perro  situado  en  el  punto  A(  1,  0),  ve  a su  duefto  en  el  origen  0(0,  0)  que  pasea  a lo  largo  del  eje  y y echa  a correr 
hacia  61.  Hallar  la  trayectoria  que  recorre  el  perro  suponiendo  que  se  dirige  constantemente  hacia  su  duefto  y que,  ambos, 
se  mueven  a una  velocidad  constante,  siendo  p la  del  duefto  y q > p la  del  perro.  El  problema  se  resuelve,  por  ejemplo, 
aplicando  la  teorla  expuesta  en  el  Capltulo  70.  Sin  embargo,  aqui  se  trata  de  demostrar  que  la  ecuacibn  y =/(x)  de  la 
trayectoria  se  puede  hallar  integrando 


yf  = - x~^) 


Ind.  Sea  P(a,  6),  0 < a < 1,  la  posicidn  del  perro  y sea  Q la  interseccidn  del  eje  y con  la  tangente  a y =/(x)  en  P.  Hay 
que  hallar  el  tiempo  que  tarda  el  perro  en  alcanzar  el  punto  P y demostrar  que,  en  ese  momento,  el  duefto  estft  en  Q. 


Capflulo  42 


Area  de  la  superficie  de  revolucion 


EL  AREA  DE  LA  SUPERFICIE  generada  en  la  rotation 
del  arco  AB  de  una  curva  continua  alrededor  de  una 
recta  situada  en  su  piano  es,  por  definition,  el  Hmite 
de  la  suma  de  las  areas  generadas  por  las  n cuerdas, 
APlt  PiP2,  . . Pn-iB , en  la  rotacion  en  torno  a dicha 
recta,  cuando  el  numero  de  cuerdas  crece  indefinida- 
mente  de  manera  que  la  longitud  de  cada  una  de  las 
cuerdas  tiende  a cero. 


Si  A(a,  c ) y B(b,  d)  son  dos  puntos  de  la  curva 
y = f(x\  siendo  f{x)  y /'(*)  continuas  y,  ademas,  f(x) 
no  cambia  de  signo  en  el  intervalo  a < x < 6,  el  area 
de  la  superficie  generada  en  la  rotacion  del  arco  AB 
alrededor  del  eje  x viene  dada  por 


Cuando,  ademas,  f\x)  ^ 0 en  el  citado  intervalo,  se  tiene 


Fig.  42-1 


dy 


Si  A(a , c)  y B(b , d)  son  dos  puntos  de  la  curva  x = g(y ),  siendo  g(y)  y su  derivada  con  respecto 
a y dos  funciones  que  satisfacen  las  condiciones  de  continuidad,  el  area  de  la  superficie  generada 
en  la  rotacion  del  arco  AB  con  respecto  al  eje  x viene  dada  por 


Si  A(u  = Wj)  y B(u  = u2)  son  dos  puntos  de  la  curva  definida  por  las  ecuaciones  paramtiricas 
x = /(w),  y = g(w),  funciones  que  satisfacen  las  ecuaciones  de  continuidad,  el  area  de  la  superficie 
generada  en  la  rotacion  del  arco  AB  alrededor  del  eje  x , viene  dada  por 


y el  area  generada  en  la  rotacidn  del  arco  AB  alrededor  del  eje  y viene  dada  por 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  drea  de  la  superficie  de  revolucion  generada  en  la  rotacidn  alrededor  del 
eje  x , del  arco  de  pardbola  y*  = 1 2jc  desde  x =■  0 hasta  x = 3. 


(a)  Aplicando  la  formula  Sx 


- 2*f 

i + ( ffo  V = y,+ 

\dxj  y' 


d*. 
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J'a  + 36  C*  i r- 

y dx  = 2ir  I vl2x  + 36d*  = 24(2y2  — l)ir  unidades  de  superficie 

. v J . 

(6)'  Aplicando  Iaf6rmula5t  - 2,f  y yj  1 + (g)  dy.  g = f,  1+  (g)  = y 

r X ^ ^^0  V dy  = § ^36  + “ 24(2^2  — l)ir  unidades  de  superficie 


Sx  = 2 w 


2.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  de  revoluci6n  generada  en  la  rotacidn  alrededor 
del  eje  yt  del  arco  de  la  curva  x = y*  desde  y = 0 hasta  y — 1. 


Sv  = xyj  1 dV  = 2 |/Vl  + V dy 

= ^ (1  4-  9y*)v*J  = (10VS  — !)  unidades  de  superficie 


3.  Hallar  el  4rea  de  la  superficie  de  revoluci6n  generada  en  la  rotaci6n,  alrededor  del  eje  x,  del  arco  de  curva  yx  + 4x  = 2 lny 
desde  y — 1 hasta  y — 3. 

S*  = 2.J  VXj*  + = 2xrJ^  y * dy  = rrj"  (l  + y2)dy  = unidades  de  superficie 


4.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  de  revoluci6n  generada  en  la  rotacidn  alrededor  del 
eje  x de  un  lazo  de  la  curva  8 a'y*  = a%x%  — x*. 


S* 


dy  = q*x  — 2x3  - , f dy  V _ 1 . (a1  ~ 2x*)2  _ (3a1  — 2x*)2 

dx  8a*y  y \dx ) 8a*(a*  — x*)  8a*(a*  — x*) 


- 2vf  1 +(t0 dx 

= (3a6 1  — 2x*)x  dx  = 


xy/a%  — x* 
2a\[2 


3a1  - 2x*  ; 

2a\/2  v/a1  — x* 


Jira*  unidades  de  superficie. 


5. 


Hallar  el  4rea  de 
x2  >>2 

16  +T=L 


la  superficie  de  revoluci6n  generada  en  la  rotaci6n  alrededor  del  eje  x de  la  elipse 


Sx  = 2wia  dx  = 2,rX/vlx+"da:  = ^x/64_3x,dx 

= — w—\ y/6 4 — 3x2  + 32  arc  sen  = 8*  tA  unidades  de  superficie. 

2y5jL  2 8 J_4  \ 9 / 


6.  Hallar  el  4rea  de  la  superficie  de  revoiuci6n  generada  en  la  rotaci6n,  alrededor  del  eje  x de  la  hipocicloide  x — a cos9  8, 

y = a sen*  6. 


La  superficie  pedida  se  genera  en  la  rotaci6n  del  arco  desde  8 = 0 hasta  8 = n. 

dx  dy 

— = —3a  cos*  6 sen  e,  ~r-  = 3a  sen*  e cos  0, 
a$  as 


(*£)'  + (&)'  = 9a' 
\ds  J \de/ 


Sx  — 2*2  irj*  d9  = (a  sen*  *)3a  cos  6 sen  $ d$  = 


cos*  e sen2  $. 

12  aV 


un. sup. 


Nota . Seria  16gico  escribir  In  (a  sen3  8)3a  cos  8 sen  8 d8 , pero  este  valor  es  ^al  a cero.  Debe  recordarse 

J o 

que  si  bien  un  Area,  un  volumen,  etc.,  se  pueden  expresar  por  medio  de  una  integral  definida,  no  toda  integral  definida 
representa  siempre  un  Area,  etc. 
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7.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  de  revolucion  generada  en  la  rotation,  alrededor 
del  eje  x,  de  la  cardioide  x ~ 2 cos  0 — cos  20,  y = 2 sen  6 — sen  26 T 

La  superficie  pedida  se  genera  en  la  rotaciOn  del  arco  desde  6 = 0 a 0 — n. 

dx/dff  = — 2 sen  0 + 2 sen  20,  dy/de  = 2 cos  0 — 2 cos  20,  y 
(dxfdeY  + (dy/def  = 8(1  - sen  $ sen  20  - cos  0 cos  20)  = 8(1-  cos  0). 


= 2tt  I (2  sen  0 — sen  20)  • 2^/2  y / 1 -^cos  0 d$ 

J o 

= 8\/2r  f sen  «(1  — cos  e)3'2  da  - r (1  - cos  8 )S/J  = unidades  de  superficie. 

J . 5 .5 


8.  Demostrar:  S , 


= 2rf  y\f 


Supongamos  dividido  el  arco  en  n cuerdas,  como  se  observa  en  la  Fig.  42-1.  En  la  rotaci6n  de  la  cuerda 
alrededor  del  eje  x se  genera  un  tronco  de  cono  cuyos  radios  de  las  bases  son  y*-i e respectivamente,  de  altura 

/V.Pk  = V(W  + (A.j /j2  = yj  1 + (f^)" A* * = Vl  +'  {f'(xk)V  AkX 
(ver  Problema  1,  Capitulo  41)  y cuya  drea  lateral  (circunferencia  de  la  secci6n  media  x altura)  es 

s.  = 2w  (Vt"2+Vk)  yi  + {m)}2 

Como/(x)  es  continua,  existird  al  menos  un  punto.  x't,  del  arco  Pt~iPk  tal  que 

/(*;)  = yy>-i  + v>)  = i</(€fc-,)  + 

Luego 

y,  por  el  teorema  de  Bliss, 


S„  = 2r  /(*')  \/r  + ]/W  AkX 


Sx  = lim  2 S.  = lim  2 2tt  /(x')  + {/'(xk)}1  AkX 

n + X k = 1 n -»  + oo  k - 1 

= 2ir  £ /(*)  Vl  + {/'W}2  d*  = 2.^ 

o a T 


Problemas  propuestos 


Hallar  en  los  problemas  9-18,  el  area  de  la  superficie  generada  en  la  rotacion  del  arco  dado  alrede- 
dor del  eje  que  se  indica. 


9.  y = mx  desde  x = 0 a x = 2;  eje  x. 

10.  y — Jx3  desde  x — 0 a x = 3;  eje  x. 

11.  y = ^x3  desde  x = 0 a x = 3 ; eje  y. 

12.  8y2  = x3(l  — x3),  un  lazo;  eje  x. 

13.  y = x3/6  + l/2x  desde  x = 1 a x — 2;  eje  y. 

14.  y — In  x desde  x = 1 a x = 7 ; eje  y 

15.  9y3  = x(3  — x)2  un  lazo;  eje  y. 

16.  y = a cosh  x/a  desde  x = — a a x = a;  eje  x. 

17.  Un  arco  de  x — a(0  — sen  0),  y — a(l  — cos  6);  eje  x. 

18.  x = e1  cos  /,  y — e* sen  / desde  / = 0 a / = in;  eje  x. 

19. 


Sol . 4mn\/  1 + unidades  de  superficie 
Sol.  n(S2\rS2  — l)/9  unidades  de  superficie. 

Sol.  bnl9\rS2  + In  (9  + V&9]  unidades  de  superficie. 
Sol.  in  unidades  de  superficie. 

SoL  (15/4  + In  2 )n  unidades  de  superficie. 

Sol.  [34\/r2  + In  (3  + 2 VH)]n  unidades  de  superficie. 
Sol . 28tt\/3/5  unidades  de  superficie. 

Sol.  ina*(e*  — e~2  + 4)  unidades  de  superficie. 

Sol.  (Analj3  unidades  de  superficie. 

Sol.  2n\/2(2en  + l)/5  unidades  de  superficie. 


20. 


Hallar  la  superficie  de  la  zona  determinada  en  una  esfera  de  radio  r por  dos  pianos  paralelos  cada  uno  de  ellos  distantc 
del  centro  ia.  Sol.  2nar. 

Hallar  la  superficie  de  esfera  de  radio  r cortada  por  un  cono  circular  de  dngulo  2a  con  el  virtice  en  el  centro  de  la  esfera. 
Sol.  2?rr*(l  — cos  a)  unidades  de  superficie. 


Capilulo  43 


Centro  geomdtrico  y momento  de  inercia 

Arcos  y superficies  de  revolution 

CENTRO  GEOMETRICO  DE  UN  ARCO.  Las  coordenadas  (x,  y)  del  centro  geom^trico  de  un  arco  AB 
de  una  curva  plana,  de  ecuacidn  F(x,  y)  = 0 o x = f{u),  y = g(u),  satisface  las  relaciones 


•S  a a 


y i ds  — ) yds 

Jab  **AB 


(Ver  Problemas  1-2) 

SEGUNDO  TEOREMA  DE  PAPPUS.  El  drea  de  una  superficie  generada  en  la  rotacidn  de  un  arco 
de  curva  alrededor  de  un  eje  situado  en  su  mismo  piano  y que  no  corta  el  arco  es  igual  al  producto 
de  la  longitud  de  dicho  arco  por  la  longitud  de  la  trayectoria  descrita  por  el  centro  geomdtrico 
del  mismo.  (Ver  Problemas  3) 

MOMENTOS  DE  INERCIA  DE  UN  ARCO.  Los  momentos  de  inercia  de  un  arco  AB  correspondiente 
a una  curva  dada  con  respecto  a los  ejes  coordenados  vienen  dados  por 

lx  — f y2  ds  e Iv  = J"  x2  ds 

AB  AB  (Ver  Problemas  4-5) 

CENTRO  GEOMETRICO  DE  UNA  SUPERFICIE  DE  REVOLUCION.  La  coordenada  x del  centro 
geomdtrico  de  una  superficie  generada  en  la  rotacidn  de  un  arco  AB  de  una  curva  alrededor  del 
eje  x satisface  la  relaci6n 

X'Sx  = 2tt  I x'yds 
Jab 

MOMENTO  DE  INERCIA  DE  UNA  SUPERFICIE  DE  REVOLUCION.  El  momento  de  inercia,  con 
respecto  al  eje  de  giro  de  la  superficie  generada  en  la  rotacidn  de  un  arco  AB  de  una  curva  alre- 
dedor del  eje  x viene  dado  por 


lx  = 2* 


Jy2,y  i 

A R 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  centro  geom6trico  del  arco  del  primer  cuadrante  de  la  circunferencia 
x*  + y*  = 25. 


dy  _ x 
dx  y y 

1+( 

< ' \ 

aja. 

^ w 

II 

i+4  = ^- 

V1  V 

Como 

e 

* = 2*’ 

i*9  = { M 

h 

(*)* 

= r 5 dx 

= 25 

o y — 10/tr 

Por  simetrfa,  x ~ yy  con  lo  que  las  coordenadas  del  centro  geomdtrico  son 
(10 In,  10/7t). 

2.  Determinar  el  centro  geom6trico  de  un  arco  circular  de  radio  r y Angulo  en  el  cen- 
tro 20. 

Tomando  el  arco,  como  se  representa  en  la  Fig.  43-2,  de  forma  que  x coincida 
con  la  abscisa  del  centro  geom&rico  de  su  mitad  superior  e y ~ 0,  tendremos; 


dx  __  _ j/ 
dy  x 


re  • £ = 


y 1 4-  • ^ara  *a 

= X * 4 1 +(l)’ * = rX 


. Para  la  mitad  superior  del  arco,  s — r6 f 


dy  = r*  sen  < 


y x — (r  sen  6)16.  Por  unto,  et  centro  geomStrico  esti  sobre  la  bisectriz  a una  dis- 
tancia  (r  sen  6)/ 6 del  centro  de  la  circunferencia. 


01  6 
Fig.  43-1 


Fig.  43-2 
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[CAP.  43 


3.  HalJar  el  area  de  la  superficie  generada  en  la  rotaciAn  del  rectdngulo  de  dimensioncs 
a por  h alrededor  del  eje  situado  a c unidades  (c  > a,  t>)  del  Centro  geometrico. 

El  perimetro  del  rectangulo  cs  2(a  41  b)  y su  centro  geometrico  describe  una 
circunferencia  dc  radio  c.  Por  tanto. 


S = 2 (a  4-  b)  ■ 2 nc  — 4 n(a  f b)c  unidades  de  superficie 


4.  Hallar  el  momento  de  inercia  de  un  arco  de  circunferencia  con  respecto  a un  dia- 
metro  fijo. 

Tomando  la  circunferencia,  como  se  representa  en  la  Fig.  43*4,  con  el  diametro 
fijo  sobre  el  eje  x,  el  momento  pedido  sera  4 veces  el  del  arco  del  primer  cuadrante. 


ft 


e 


Fig.  43-3 


Fig. 43-4 


5.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  al  eje  x,  del  arco  de  hipocicloide 
x = a sen3  6,  y = a cos3  6. 

El  momento  pedido  es  cuatro  veces  el  del  arco  del  primer  cuadrante. 

— 3a  sen2  $ cos  8 , — 7-  — — 3a  cos2  8 sen  8,  y 
d8  d8 

r c ™ 

8 = 4 | ds  = 4 I 3a  sen  8 cos  8 d8  = 6a 

Ix  = 4 J y2  ds  = 12a3 J"  cos6  8 sen  8 cos  8 ds  — Ja3  = £a*s 

0 

Problemas  propuestos 


Fig.  43-5 


6.  Determinar  el  centro  geometrico  de 

(a)  el  arco  del  primer  cuadrante  de  x2/a  4-  y2/3  = a2,a,  Aplicar  s — 3a/2. 

( b ) el  arco  del  primer  cuadrante  del  lazo  de  9 y2  ~ x(3  — x)2.  Aplicar  s = 2%/T. 

( c ) el  primer  arco  de  x = a(6  — sen  0),  y — a(l  — cos  0). 

( d ) el  arco  del  primer  cuadrante  de  x = a cos3  6,  y = a sen3  0. 


SoL  (2 a/5,  2a 1 5) 
Sol.  (7/5,  VJ/4) 
Sol.  (no,  4o/3) 
Sol.  Ver(o). 


7.  Hallar  el  momento  de  inercia  del  arco  dado  con  respecto  al  eje  indicado: 

(a)  un  lazo  9y2  = x(3  — x)2;  eje  x,  eje  y.  Aplicar  s = 4VX 

(b)  y = a cosh  x/a  desde  x = 0 a x = a;  eje  x. 

8.  Determinar  el  centro  geometrico  de  la  superficie  de  una  semiesfera. 

9.  Determinar  el  centro  geometrico  de  la  superficie  generada  al  girar: 

(а)  4y  4-  3x  = 8 desde  x^Oa  x = 2 alrededor  del  eje  x. 

(б)  un  arco  de  x = a(6  — sen  6),  y = a(l  — cos  0)  alrededor  del  eje  y. 


SoL  lx  - 85/35,  Iv  = 995/95 
Sol . (a8  4-  is2)* 

Sol.  y — \r 


Sol.  x = 4/5 
SoL  y = 4a/3 


10.  Aplicar  el  segundo  teorema  del  Pappus  para  determinar: 

(a)  el  centro  geometrico  del  arco  del  primer  cuadrante  de  una  circunferencia  de  radio  r.  SoL  (2/*/tt,  Trjn) 

{b)  el  drea  de  la. superficie  generada  en  la  rotacidn  de  un  tridngulo  equildtero  de  lado  a alrededor  de  un  eje  situado  a 
c unidades  de  su  centro  geometrico.  SoL  6nac  unidades  de  superficie. 


11.  Hallar  el  momento  de  inercia  con  respecto  al  eje  de  rotation  de: 

(a)  la  superficie  esferica  de  radio  r.  Sol.  §Sr2 

(b)  la  superficie  lateral  de  un  cono  generado  al  girar  la  recta  y = 2x  desde  x = 0 a x = 2 alrededor  del  eje  x.  SoL  85. 


12.  Deducir  las  formulas  de  este  capitulo. 


Capilulo  44 


Area  plana  y centro  geometrico  de  un  area 

Coordenadas  polares 


EL  AREA  PLANA  limitada  por  la  curva  t>  = f(0)  y los  radios  vectores  6 = 61  y 6 = 02  viene  dada  por 


A 


pz  dO 


A1  manejar  las  coordenadas  polares  se  debe  tener  sumo  cuidado  en  la  determination  correcta 
de  los  limites  de  integration.  Conviene  aprovechar  todo  tipo  de  simetria  para  tomar  estos  llmites 
tan  proximos  como  sea  posible. 

(Ver  Problemas  1-7.) 


CENTRO  GEOMETRICO  DE  UN  AREA  PLANA.  Las 
coordenadas  (x , y)  del  centro  geometrico  de  un  area 
plana  limitada  por  la  curva  g = f(9)  y los  radios  vec- 
tores 0 = fl1yO  = 02  vienen  dadas  por 


Fig.  44-1 

(Ver  Problemas  8-10) 


Problemas  resueltos 

1 f 

1.  Demostrar  que  A = -y  q*  dB. 

Dividamos  el  angulo  BOC  de  la  figura  superior  en  n partes  mediante  los  radios  OP 0 = OBt  OPu  OPit ....  OPn-lt 
OPH~OC . La  figura  muestra  una  franja  representativa,  Pk-iOPk,  de  dngulo  en  el  centro  Ak6,  asi  como  su  sector 
gen^rico,  Rk  -i  ORki  de  radio  gk,  Angulo  en  el  centro  Ak6  y (ver  Problems  15(r),  Capftulo  34)  4rea  £(?**d*0  = ${/(0*)}*d*0. 
En  estas  condiciones,  teniendo  en  cuenta  el  teorema  fundamental, 

A = lim  2 J (/(«*)}' Ak«  = \ f '{fieWde  = \Cp'd» 

n-»+oo|t  = !6  6 %/Qx  * 

2.  Hallar  el  £rea  limitada  por  la  curva  g 8 = a2  cos  20. 

En  la  Fig.  44-2  se  puede  observar  que  el  drea  pedida  consta  de  cuatro  partes  iguales,  cada  una  de  las  cuales  es  ba- 
rrida  por  el  radio  vector  al  variar  el  dngulo  0 desde  0 = 0 hasta  0 = Jtt.  Por  tanto, 

^ ^,7T/4  U74  -|7T/4 

A = 4*^  J p2  de  = 2a2  J cos  2 $ de  — a*  sen  20 J = a2  unidadcs  de  superficic 
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Como  cada  una  de  las  partes  estA  situada  en  un  cuadrante,  pare- 
ceria  )6gico  escribir: 

i r™  l r™  i 

p2  de  = — a*  I cos  2 e de  - -a*  sen  2*  - 

° V 0 /*V 

es  decir,  * 2»^J"  ~ cos2tfc^  — 0 


La  razon  de  este  resultado  incorrecto  estriba  en  lo  siguiente: 

p*  de 

' V (4  - - ~ SB-/4 

En  los  intervalos  [0,  njA]  y [3ji/4,ji],  p es  real;  asi  pues,  la  primera  y tercera  de  las  integrates  proporcionan  las  Areas 
barridas  a I variar  6 entre  dichos  intervalos.  En  el  intervalo  [ti/4,  3ti/4],  p*  < 0 y p es  imaginario.  Por  tanto,  aunque 

•*3«74 


Fig.  44-2 

+ |J  p’dtf  = i«‘  - *a*  + la1 


U = U + u 

valos  [0,  ji/4]  y [3ji/4,ji],  p es  real;  asi  pu 
variar  6 entre  dichos  intervalos.  En  el  ini 

- x*3ir/4 

- I a2  cos  26  dQ  es  una  integral  perfectamente  vAlida,  aqui  no  se  puede  interpretar  como  un  Area. 
2 


3.  Hallar  el  Area  limitada  por  los  tres  lazos  de  la  curva  q — a cos  36. 

El  Area  pedida  es  igual  a 6 veces  el  Area  rayada  en  la  Fig.  44-3,  es  decir,  el  Area  barrida  a I variar  el  Angulo  6 desde 
0 hasta  n/6,  Por  tanto, 

1 r6.  1 r Ji/6  r nft 

A = 6 * — p2  d&  = 6 * --  a2  cos*  36  dd  = 3aa  (i  + i cos  6 Q)  dd  = \na2  unidades  de  superficie. 

2 Jflj  2Jo  Jo 


Fig.  44-3  Fig.  44-4 


4.  Hallar  el  Area  limitada  por  la  curva  p = 2 + cos  6 (Fig.  44-4). 

El  Area  buscada  es  el  doble  del  Area  barrida  al  variar  6 desde  0 hasta  n. 


A = 2 • ^ J"  (2  + cos  $)*  de  = J"  (4  + 4 cos  $ + cos*  0)  de 

r i i -p 

= \ Ae  + 4 sen  e + — e H — sen  2*  = 9tt/2  unidades  de  superficie 

L 2 4 J0 


5.  Hallar  el  Area  interior  a la  cardioide  p = 1 + cos  6 y exterior  al  circulo  p = 1. 

En  la  Fig.  44,5,  Area  ABC  = Area  OBC  — Area  OAC  es  igual  a la  mitad  del  Area  que  se  pide.  Por  tanto. 


4 . s*1T/l 

A = 2-|J  (1  + cose)2de  - 2-|J  (1  )2de 


cos  e + cos*  0)  de 


2 + un.  sup. 


6.  Hallar  el  Area  de  cada  uno  de  los  lazos  de  p = J + cos  6. 

Lazo  mayor . El  Area  pedida  es  igual  al  doble  de  la  barrida  al  variar  el  Angulo  6 
desde  0 hasta  2jt/3.  Por  consiguiente, 


A 


- ^air/a 

2 • g J (£  + cos*)*<f0  = J (£  + cos  e + cos*  e ) de 
~ + — unidades  de  superficie 

A O 


Fig. 44-6 
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Lazo  menor.  El  Area  pedida  es  igual  al  doble  de  la  barrida  al  variar  0 desde  2#/3  hasta  n.  For  tanto, 

1 r n n 3a/3 

A = 2 * -zr  \ (J  + cos  0)2  dd  = — — unidades  de  superficie. 

2 J jft/a  4 s 


7.  Hallar  el  Area  comun  del  drculo  q = 3 cos  0 y la  cardioide  q — 1 + cos  0 . 

EL  Area  0/15  consta  de  dos  partes:  una  barrida  por  el  radio  vector 
q = 1 + cos  0 al  variar  0 desde  0 hasta  #/3,  y la  otra  barrida  por 
q — 3 cos  0 al  variar  8 desde  #/3  hasta  #/2. 

1 r n/i  1 r ni2 

A = 2-4  (1 +cos0)2rf0  + 2*--  9cos20rf0 

2 J o 2 J n/a 

= 5#/4  unidades  de  superficie 


1 fa«  1 r*i 

8.  Deducir  las  fdrmulas  A£  = cos  8 d8,  Ay  = — q*  sen  8 d8,  siendo  (£,  y)  las  coordenadas  del  centro  geo- 

3 J 0!  3 J 

mAtrico  del  Area  plana  BOC  de  la  Fig.  44-1. 

Consideremos  el  sector  genArico  Rk-i  0P*  y supongamos,  para  mayor  sencillez,  que  07*  es  la  bisectriz  del  Angulo 
P*  -j  OP*.  Para  hallar  el  centro  geomAtrico  de  este  sector,  supongamos  se  trata  de  un  triAngulo,  con  lo  cual,  dicho  centro 
geomAtrico  estarA  situado  sobre  07*  a una  distancia  $p*  desde  0.  Por  tanto,  aproximadamente,  podremos  escribir, 

X,  = te*  cos  ek  = §/(0*)  cos  et  y y„  = <r/(0t)  sen  0, 

Ahora  bien,  el  momento  del  sector  con  respecto  al  eje  es 

xt  • \e\Ate  = fgtcos  ok  • iei  Atd  = cos  dk  AtQ 

y,  por  el  teorema  fundamental, 

Ax  = lim  Y 4“  {/(to}f  cos  8k  Ak8  = faescos0</0 
"“*■ + c0  k-t  3 3 J 


Se  deja  como  ejercicio  para  el  alumno  el  cAlculo  de  Ay. 

Nota . En  el  Problema  8,  Capitulo  37,  vimos  que  el  centro  geomAtrico  del  sector  P*-,  0P*  estA  situado  sobre  07* 

a una  distancia  desde  0.  El  alumno  puede  deducir  las  fdrmulas  a partir  de  esta  relacidn. 

3 * 


9. 


Determinar  el  centro  geomAtrico  del  Area  del  lazo  del  primer  cuadrante  de  la  curva  g = sen  20. 

1 r n/2  1 r 1 ln/2  n 

A = tL  -»*2»*-T[»-T.en*]#  =y 

7i  l r n/2  1 r n/2 

x = — p3cos0d0  = — sen3  20  cos  0^0 
8 3 J o 3 J o 

C r?r/2  C r n/t  ig 

= — sen3  0 cos4  0 d8  = — (1  — cos2  0)  cos4  0 sen  8 d8  = y x — 

3 J o 3 J o 105 

Por  simetria,  y = 128/105#.  Las  coordenadas  del  centroide  son  (128/105#,  128/105#). 


105# 


10.  Determinar  el  centro  geomAtrico  del  Area  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  parAbola  q = 


1 + cos  0 


de  la  Fig.  44-9. 


1 r"/8  36  O r n & 

a = tL  (i+cose)«rfe=  2 Jo  "**** 

q r nt 2 r iji/2 

~ T J ^ + tafi*  ^ Se°:  4®  “ 9 I ta8  4^  + £ tag*  £0|  = 12 
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12* 


-rl 


*'»  216  cos  0 

o (1  4-  cos©)3 

Jt/5 


<0  = 


-I 


nli  2 cos8 1°  — * 

fins*  Lfl 


I" 

^ 9 (2  sec4  i©  — sec8  i©)  rf© 

J 0 

- 72/5,  y X = 6/5. 

1 r«/«  216  sen© 


18  j^tag  JS  — i tag* 


1 216  sene 

12y  3 J,  (1  + cos  8)*  ^ 21  ’ 6 V 9/4' 


+ COS  ©)3 
El  centro  geomdtrico  es  (6/5, 9/4). 


Fig . 44-9 


Problemas  propuestos 


11.  Hallar  el  Area  Kmitada  por  cada  una  de  las  curvas  siguientes: 


(a) 

0* 

= 1 + cos  20 

(« 

0* 

= a 2 sen  0 (1  — 

0 C ) 

0 

= 4 cos  0 

id) 

0 

= a cos  20 

(e) 

0 

— 4 sen2  0 

(/) 

0 

= 4(1  — sen  0) 

Sol , tt  un.  sup. 
So/.  a2  un.  sup. 
So/.  4ti  un.  sup. 
So/.  Jtui2  un.  sup, 
Sol . 6ti  un.  sup. 
So/.  24ti  un.  sup. 


12.  Hallar  el  Area 

(a)  interior  a q — cos  © y exterior  a p=l  — cos  0 

( b ) interior  q = sen  0 y exterior  a q — 1 — cos  0. 

(c)  entre  6valo$  interno  y externo  de  q2  = £**(1  + sen  0). 
{d)  entre  los  lazos  de  q = 2 — 4 sen  0. 


Sol.  (VT — 7i/3)un.sup. 
Sol.  (1  — 7i/4)  un.  sup. 
Sol . 4a*  un.  sup. 

Sol.  4 (n  + 3\/3)  un.  sup. 


13.  (a)  Dada  la  espiral  de  Arquimedes,  q = ad,  demostrar  que  el  Area  adicional  barrida  en  la  endsima  revolution,  n > 2, 
es  (n — 1)  veces  la  afiadida  en  la  segunda  revolution. 

(b)  Dada  la  espiral  equiangular  q = aed>  demostrar  que  el  area  adicional  barrida  en  la  enAsima  revolucion,  n > 2,  es 
ein  veces  la  anadida  en  el  barrido  anterior. 


14.  determinar  el  centro  geomAtrico  de  las  siguientes  Areas: 

(a)  Mitad  derecha  de  q = a{\  — sen  0). 

( b ) Area  del  primer  cuadrante  de  q = 4 sen2  0. 

(c)  Mitad  superior  de  q = 2 + cos  0. 

0 i ) Area  del  primer  cuadrante  de  q — 1 + cos  0. 

(e)  Area  del  primer  cuadrante  del  Problema  5. 


Sol. 
Sol. 
Sol . 

Sol. 

Sol. 


(16o/9ti,  —5  a/6) 

(128/6371,  2048/31571) 
(17/18,  80/27tt) 

/ 16  + 5tt  10  \ 

\ 16  + 6tt  ' 8 + 3?r  / 

/ 32  + 15ti  22  \ 

\ 48  + 6tt  * 24  + 3 n} 


15.  Aplicar  el  primer  teorema  de  Pappus  para  obtener  el  volumen  generado  en  la  rotation  de 
(a)  Q = a(  1 — sen  0)  alrededor  del  eje  y . Sol . 87ta3/3  un,  vol. 

0)  q — 2 + cos  0 alrededor  del  eje  polar.  Sol.  40ti/3  un.  vol. 


Capilulo  45 


Longitud  y centro  geometrico  de  un  arco.  Area  de  una 

superficie  de  revolucion 

Coordenadas  polares 


LA  LONGITUD  DE  UN  ARCO  de  la  curva  q = f(Q)  desde  6 = 0X  a 6 = 02  viene  dada  por 

'ds  = f 


s — 


1 tc 

\o  \2 

+ (-. 

1) 

de 


(Ver  Problemas  1-4.) 


CENTRO  GEOMETRICO  DE  UN  ARCO.  Las  coordenadas  (x,  y)  del  centro  geometrico  de  un  arco 
de  la  curva  g = /(0)  desde  0 = 01  a 6 = d2  satisface  las  relaciones 

x ds 


r»  i rh  ro* 

x * s = x ds  — I g cos  6 ds  — 

Ut  Jo,  J a, 

m0z  rot  re2 

ds  = I g sen  6 ds  = yds 
a.  J a,  J e. 


y s = y 


(Ver  Problemas  5-6.) 


(Ver  Problemas  7-10.) 
\V 


EL  AREA  DE  LA  SUPERFICIE  generada  en  la  rotation  del  arco  de  la  curva  g = /(0)  desde  6 = 0X 
a 6 = 02  alrededor  de 

f*«  re* 

el  eje  polar  es  Sx  = 2n  \ y ds  = In  p sen  6 ds 

J ot  J o, 

r 0*  pa* 

el  eje  transverso  es  Sy  = In  \ x ds  = 2rt  \ g cos  6 ds 

J a,  J a* 

Los  limites  de  integration  se  tomaran  tan  prtiximos  como  sea  posible. 

Problemas  resueltos 

1.  Hallar  la  longitud  de  la  espiral  g = e2®  desde  8 = 0 a d = 2n. 

dg/dO  = 2e*®  y g2  + (de/dOy  = 5e‘9. 

* = Ve‘  + (dg/dey de  = \/y  J***20^  = ivT  (e4*  — D unidades 

2.  Hallar  la  longitud  de  la  cardioide  g = a(\  — cos  6 ). 

La  cardioide  se  describe  cuando  0 varia  desde  0 a 2n. 
g2  + ( dg/dd )2  = a\  1 — cos  0)*  + (a  sen  0)a  = 4a2  sen2  J0 

s — [ vV  + (dg/dO)2  dO  = 2a  [ sen  £0  d0  = 8a  unidades 
Jo  Jo 

En  esta  solucidn  no  se  ha  podido  aplicar  el  criterio  de  tomar  los  limites  de 
integracidn  suficientemente  prdximos,  porque  la  longitud  a calcular  es  el  doble 
de  la  descrita  al  variar  el  dngulo  6 desde  0 hasta  n.  Sin  embargo,  el  Problema  3 
es  un  ejemplo  de  c6mo  se  aplica  dicho  criterio. 
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3.  Hallar  la  longitud  dc  la  cardioide  q = a(  1 — sen  0). 

q1  + - a2(  1 — sen  0)*  + (—  a cos  6)1  = 2a2($en  i B — cos  i0)a 

Segun  el  problema  2,  tendremos 

s = \ Ve2  + {dq/dB )2  dB  = \/2  a \ (sen  £0  — cos  £0)  dd 

Jo  ' Jo 

— 2 y/2  a( — cos  £0  — sen  £0)j  = 4 \^2 a unidades 


Fig.  45-3 


Como  podemos  observar,  las  cardioides  de  los  dos  problemas  solo  difieren  en  sus  posiciones  en  el  piano;  en  estas 
condiciones,  sus  longitudes  deberian  coincidir.  Para  explicar  la  diferencia  de  resultados  hemos  de  acudir  a los  dos  inte- 
grandos,  sen  £0  y sen  £0  — cos  £0.  El  prime ro  es  siempre  positivo,  mientras  que  el  segundo  es  negativo,  al  variar  el 
Angulo  0 desde  0 hasta  in,  y positivo  en  los  dem£s  casos.  Por  simetria,  la  longitud  pedida  seri  igual  al  doble  de  la  des- 
crita  al  variar  0 desde  n/2  hasta  3n/2.  Por  consiguiente, 


j—  r > I8*/* 

= 2 y2  a (sen  £0  — cos  £0)  dB  = 4y2  a( — cos  J 0 — sen  J 0)  I = &a  uni 
J nit  Jji/i 


Hallar  la  longitud  de  la  curva  q = a cos4  £ B . 

La  longitud  pedida  es  el  doble  de  la  descrita  cuando  0 varfa  desde  0 a 2n. 
dq/dB  = — a cos3  £0  sen  £0  y q*  + ( dq/dB )*  — a 3 cos4  £0. 


unidades 


s m 2 • a J cos3 £0  dB  - Sn  ^sen  £0  — 1 sen*  iflj 
= 16a/3  unidades. 


>.  Hallar  el  centro  geomdtrico  del  arco  de  la  cardioide  q = a(\  — cos  0).  (Ver  Problema  2.) 

Por  simetria,  y = 0,  y la  abscisa  del  centro  geomgtrico  de  todo  el  arco  serA  igual  a la  del  centro  geom£trico  de  la 
mitad  superior.  La  mitad  de  la  longitud  del  cardioide  es,  segtin  el  Problema  2,  igual  a 4a.  Por  tantoa 

4a  • £ — J q cos  0 vV  + ( dq/dB)2  dB  — 2 a%  J (1  — cos  0)  cos  0 sen  $0  dB 

= 4u*  J"  ( — 2 cos4  £0  + 3 cosa  £0  — 1)  sen  £0  dB  = 4a2  cos*  £0  — 2 cos*  £0  + 2 cos  £$| 

= — \6a2/5,  y x — — 4 a/5.  Las  coordenadas  del  centroide  son  ( — 4u/5,0). 

jtf.  Hallar  el  centro  geom6trico  del  arco  de  circunferencia  e = 2sen0  + 4cos0  desde 
0 = 0 a 0 = in. 

dq/dB  *=  2 cos  0 — 4 sen  By  q2  + {dq/dB)2  = 20.  Como  el  radio  es  %/$,  s = \/5  n. 

V$  7i  * x = f q cos  0 Vi?*  + (dq/dB)2  dB 
J o 

r n/t 

= 4 V 5 (sen  0 cos  0 + 2 cos*  0)  dB 

J o 


— 4 a/5"  [i* 


•I 


nit 

0 


f sen*  0 -j-  0 + J sen  20 
= 2v^(*  + l),y*=-^-^. 

n 

__  r nit  f nit 

\/Tn  • y = J q^nBy/^^ijdq/Wf  dB  = 4y5  ^ (sen*  0 + 2 sen  0 cos  0)  dB 
= 4VT  — i sen  20  + sen*0J’',’  = 4yT  (Jji  + 1),  e $ = ” + 4 . 


7.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  generada  en  la  rotacidn  de  la  mitad  superior  de  la  cardioide  q = a(l  — cos  0)  alrededor 

del  eje  polar. 
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Del  Problema  2,  9*  + (dQ/dO)*  =*  4aa  sen*  4©. 

S = 2ji  \ 9 sen  ©V  q*  + (dgldB)*  dB  = 4<?47i  I"  (1  — cos  0)  sen  6 sen  £0  dO 

J P Jo 

— \(M%n  [ sen4  4©  cos  4©  dB  — *2lta*7i  unidadcs  de  superficie. 

J 0 

8.  Ha  liar  eJ  Area  de  la  superficie  genera  da  en  la  rotaci6n  de  la  lemniscata 
9 * — a*  cos  20  alrededor  del  eje  polar. 

El  Area  pedida  es  igual  al  doble  de  la  generada  en  la  rotacibn  del  arco 
del  primer  cuadrante. 

. i / dq  \*  - I a*  sen  20  a* 

« +(*7  —■“»»+( — ) --JT 

r*i*  n * r*/4 

S — 2 • 2n  \ g sen  0 — dd  = 4a*n  sen  0 dB 
Jo  Q Jo 

= 2a9n(2  — \/2)  unidades  de  superficie 

9.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  generada  en  ia  rotaci6n,  alrededor  del  eje  transverso  de  un  lazo  de  la  lemniscata 
p*  = a*  cos  20. 

El  Area  pedida  es  el  doble  de  la  generada  en  la  rotaci6n  del  arco  del  primer  cuadrante. 

r »/4  at  r n/4 

£ — 2 • 2n  J 9 cos  0 — dB  = 4 a*n  J cos  0 dB  = 2y2  d*n  unidades  de  superficie. 

HI.  Aplicar  el  teorema  de  Pappus  para  determinar  el  centroide  del  arco  de  la  cardioide  9 = oil  — cos  0)  desde  0 = 0 a 0 = n. 
Si  el  arco  gira  alrededor  del  eje  polar,  S = 2nys,  o sea,  segiln  los  Problemas  2 y 7,  32 dhi/S  — 2 ny  ♦ 4a  e p = 4aj5. 
Segun  el  Problema  5,  las  coordenadas  del  centro  geomAtrico  son  ( — 4o/5,  4a/5). 


Problemas  propuestos 


11.  Hallar  la  longitud  de 


(o)  q = 6*  desde  B = 0 a 0 = 2\/3 

(b)  9 = e$ft  desde  0 = 0 a 0 — 8 

(c)  9 = cos*  J© 


Sol.  56/3  unidades 

Sol . V5(e* — 1)  unidades 

Sol . 4 unidades 


(d)  9 = sen*0/3  Sol.  3tt/2  unidades 

(e)  9 — cos40/4  Sol.  16/3  unidades 


(/)  Q = a/0  desde  (^,00  a ($„©,)  Sol.  's/a*  + 9*1  — 's/a*  + q*t  + a In  + e ^ unidades 

+ V«*  + e*i) 


(g)  9 — 2a  tag  0 sen  0 desde  B = 0 a 0 = n/3 


Sol.  2a  Vi 


+ ,n  2(2  + VI) 


V3 


VT+  VT\ 


unidades. 


12.  Hallar  el  centro  geomAtrico  de  la  mitad  superior  de  9 — 8 cos  0.  Sol.  (4, 8/n). 


13.  Siendo  9 = a sen  0 + b cos  0,  demostrar  que  s = n's/a*  + b*>  S9  = ans,  y S,  =>  tow. 

14.  Calcular  el  Area  de  la  superficie  generada  en  la  rotaci6n  de  9 = 4 cos  0 alrededor  del  eje  polar. 

Sol.  I671  un.  sup. 

15.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  generada  en  la  rotaci6n  de  cada  uno  de  los  lazos  de  9 = sen*0/3  alrededor  del  eje  transverso 
Sol.  te/256 un.  sup.;  513*/256  un.  sup. 

16.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  generada  en  la  rotaci6n  de  cada  uno  de  los  lazos  de  9*  = cos  20  alrededor  del  eje  transverso. 
Sol , 2VTtf  un.  sup. 

17.  Demostrar  que  cuando  los  dos  lazos  de  9 ~ cos40/4  giran  alrededor  del  eje  polar,  generan  superficies  de  igual  Area. 

18.  Determinar  el  centro  geomAtrico  de  la  superficie  generada  en  la  rotacidn  del  lazo  de  la  derechade  9*  — a*  cos  20  alrededor 
del  eje  polar.  Sol.  £ — y/2ai VT  + l)/6. 

19.  Hallarel  Area  de  la  superficie  generada  en  la  rotacibn  de  9 = sen*0/2  alrededor  de  la  recta  9 — esc  0.  Sol.  8*un.  sup. 

20.  Deducir  las  formulas  de  este  capftulo. 


Capilulo  46 


Integrates  impropias 

UNA  INTEGRAL  DEFINIDA,  J f(x)  dx,  se  denomina  integral  impropia  si 

(a)  el  integrando,  fix),  tiene  uno  o mis  puntos  de  discontinuidad  en  el  intervalo  a x <>  b; 

( b ) por  lo  menos  uno  de  los  limites  de  integracibn  es  infinito. 

INTEGRANDO  DISCONTINUO.  Si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  a <>x  <>b,  pero  es  discontinua 
en  jc  = b9 

rb  rb-< 

fix)  dx  = lim  f{x)  dx  siempre  que  exista  el  limite 
J a J a 

Si  f{x)  es  continua  en  el  intervalo  a < x <;  fe,  pero  es  discontinua  en  x = a, 

f fix)  dx  = lim  f fix)  dx  siempre  que  exista  el  limite 

J a J a + c 

Si  fix)  es  continua  para  todos  los  valores  de  x del  intervalo  a <;  jc  <>b  excepto  para  jc  = c, 
siendo  a <c  <b, 

P fix)  dx  = lim  H fix)  dx+ Mm  f fix)  dx 

J a c-»0+  J a c'-o-O*  J c + c' 

siempre  que  existan  ambos  limites.  (Ver  Problemas  1-6.) 

LIMITES  DE  INTEGRACION  INFINITOS.  Si  /(jc)  es  continua  en  el  intervalo  a <,x  <,u, 
r + « r* 

fix)  dx  = lim  fix)  dx  siempre  que  exista  el  limite 

* J a «-*  + » J « 

Si  f{x)  es  continua  en  el  intervalo  u'  < x < b, 

\ n fix)  dx  — lim  j"  fix)  dx  siempre  que  exista  el  limite 
Si  fix)  es  continua  en  el  intervalo  u'  < x < u, 

' + 00 


f f(x)  dx  — lim  ["  fix)dx  + lim  f fix)dx 
J-00  u-»  + 00  J a «'->  + «>  J u' 


siempre  que  existan  ambos  limites. 


(Ver  Problemas  7-13.) 


Problemas  resueltos 

r*  dx 

1.  Calcular  , El  integrando  presenta  una  discontinuidad  en  x — 3.  Consideremos 

Jo  V9-X* 

r>-«  dx  xV~€ 

lim  — - = lim  arc  sen  — I = li: 

c-^o+Jo  yj 9 — x2  c-*o+  3 Jo  e-*> 

T r3  dx  1 

Luego,  — ==r—  = -=-n 

Jo  2 
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r 3 — c 1 1 

lim  arc  sen  — - — = arc  sen  1 = — n 
0+  3 Z, 


CAP.  46] 


INTEGRALES  IMPROPIAS 


215 


r*  dx 

2.  Demostrar  que  . carcce  de  sentido.  El  integrando  prcscnta  una  discontinuidad  en  x = 2.  Consideremos 
Jo  2 — x 

r*-«  l i*-t  /i  i \ 

hm  = lim  In— 1 = lim  (in In  —I 

€-►0+  Jo  2 X c-M)*  2 X Jo  C_M,+  \ t 2/ 


No  existe  limite  y la  integral  carece  de  sentido. 
r*  f/x 

3.  Demostrar  que  — carece  de  sentido, 

Jo  (x  — 1)* 

El  integrando  presenta  una  discontinuidad  en  jc  = 1 , valor  comprendido  entre  los  limites 
de  integracidn  0 y 4.  Consideremos 

dx  r4  dx 

< ™*  J . <*  - 1)‘  + J“.  J (*  — !)• 

- Ita  ^Vl-+  Urn  . Ita  (i_,)  + lim  (--U-M 

€-►0'*’  X 1 Jo  C'-M>+  X 1 Jl+€'  €->0+  \*  / C'-K0+  \ 3 £/ 


No  existe  limite. 


Si  no  se  tiene  en  cuenta  el  punto  de  discontinuidad  J 


(jc-l)* 


lo  cual  es  un  absurdo. 


112  8 4 

Fig.  46-1 


r4  dx 

4.  Hallar  a,  . El  integrando  presenta  una  discontinuidad  enr  = 1.  Consideremos 

J 0 vx  — 1 

r1-€  dx  r4  dx  3 l1  -€  3 l4 

lim  [ _ + lim  [ ^ = lim  4-  C*  — 1),/9 1 + lim ,4  (*  - lH 

€-^0+  Jo  x — 1 c ->-o+  J 1+c'  X 1 C-^0+  2 Jo  € -►0+  2 Jl  + €* 

= lim  1 ((-O9'’  - l)  + lim  4-  (^  - e'*9)  = -J  (4^  ■ - D 

€-*-0+  2 \ / C-*>0+  2 2 

Luego,  [ * = -5-  (^9  — 1). 

J»  V*—  1 2 

rn/« 

5.  Demostrar  que  J sec  jc  carece  de  sentido.  El  integrando  presenta  una  discontinuidad  en  x = £rc.  Consideremos 

|“  1/231  ~f  "11/231  — C 

lim  sec  x dx  = lim  In  (sec  x + tag  jc)  = lim  In  {sec  (£n:  — c)  + tag  (£n:  — c)} 

C-*-0  + J 0 C-*0+  Jo  C-»-0+ 

No  existe  limite  y la  integral  carece  de  sentido. 


rW2  COS  X 

6.  Hallar  , = dx,  El  integrando  presenta  una  discontinuidad  x = Jtt,  Consideremos 

Jo  V 1 — sen  jc 

(■1/271—  C COS  X "11/231—  € 

lim  — — dx  = lim  — 2(1 — sen  x)m  I = 2 lim  { — [1  — sen  (£?t  — c)]  + 1} 

€-*0+  J o \/ 1 — sen  X €-*•  0+  Jo  €->-0+ 


yfl  — sen  x «-►<*+  Jo  c-^o 

(“j*/*  c 

- 2(0  + 1)  = 2.  Luego,  — = 

Jo  vT 


dx  = 2. 


r+°°  dx 

7.  Hallar  J ^ ^ . El  limite  superior  de  integracidn  es  infinito.  Consideremos 

r«  dx  1 1 ly  1 f +<J0  dx  1 

lim  — r — j = lim  — arc  tag  — x + — n,  Luego,  — — - = —n, 

y_,+oo  J o JC*  + 4 «->+«  2 2 J0  T 4 Jo  *a— 4 4 

8.  Hallar  f e**  dx,  El  limite  inferior  de  integracidn  es  infinito.  Consideremos 

J -oo 

lim  I*  e**  dx  = lim  \ =^-(1) — lim  e2u  = -i- — 0.  Luego,  f e1*  dx  = J. 

■-♦-oo  J v ■-,-*  2 J u 2 u^-oo  2 2 J —oo 
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r+  dx 

P,  Pemostrar  que  carece  de  semido,  El  limite  superior  de  intcgraci6n  es  infinito.  Consideremos 

J i V x 


lim  f 

•-►+00  J 

• V* 

dx 

r +oo 

«“  + «-•  “ 

J -00 

e‘  dx  , 
€u  + 1 + 

lim  1 

lim  (arc  tag  em  — in)  + lim  (fcr  — arc  tag  emf) 

•— ► +co  ■'-►—00 

fat  — in  + \n  — 0 =*  in 


r +fl0 

11.  Hallar  J sen  x dx,  El  limite  superior  de  integracidn  es  infinito.  Consideremos 

lim  f e—scnxdx  — lim — ie~* (sen x + cos x)\  = lim  ( — Je"*(sen u + cos «)}  + £ 

■-►+00  J 0 w-*+CO  Jo 

f+® 

Cuando  u -►  + «>,  e-*  -►  0 mientras  que  sen  u y cos  u varlan  de  1 a — 1.  Luego,  J e-*senxdx  = J. 


x 

12,  Hallar  el  Area  limitada  por  la  curva  y*  = __  % y sus  asintotas.  Ver  Fig.  46-2. 

ri  ^xdx 

A = 4 J -===-.  El  integrando  presenta  una  discontinuidad  en  x =*  1.  Consideremos 

lim  f1-c  xdx  _ _ ,im  — (!  — = lim  (1  — V2t  — c*)  = 1 
€-►0+  J o v/1 — X*  c-*>o+  Jo  c->o+ 


El  drea  pedida  es  4(1)  = 4 unidades  de  superficie. 


Fig. 46-2  Fig.  46-3 
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14.  Hallar: 

w r*  * 

J 0 


Vx 


(b) 


f * _d*_ 
Jo  4-; 


(Carece  de  sentido) 


(C)  f * — y==-  = 4 
Jo  V4  — x 


Problemas  propuestos 


W I!  (4-V  (Care0e  de  “n,ido)  (g)  I! 

(h)  J (Carece  de  sentido) 

(0  fin; 

J 0 


t \ \ dx 

to  = 7i 

J -a  v4  — x 2 

dx 


* L 


xm 


= 9/2 


= — 1 


(7) 


J * In  ;c*6r  = — 1/4 


15.  Hallar  el  drea  limitada  por  la  curva  dada  y sus  asintotas. 


(a)  y2  = 


r,  (b)y'  = 


4 — x 


. (0>2 


1 


4 — ’ a:  * w ' x(\  —x) 

Sol.  ( a ) 4te  un.  sup.,  ( b ) 4tt  un.  sup.,  (c)  2ji  un.  sup. 


16.  Hallar: 


# v r+a° 

dx 

„ r+a° 

IN 

> 

l 

(a>  J, 

1?  = 1 

w j. 

— —dx  — Ife 
Vx 

r° 

dx 

\ 

r + oo 

0) 

J -CO 

(4-xy 

~ ~4 

( g ) r 

J -oo 

xe*'dx  = 0 

r + oo 

r+oo 

dx 

(c) 

J 0 

ezdx  = 

1 

W | 

J -oo 

r* 

dx 

r° 

W) 

J -OO 

(4  — *)" 

(Carece  de  sentido) 

V)  \ 

J -oo 

xe*dx  = —1 

r +ac 

dx 

1 

f +00 

x In2  x 

= TnY 

» J. 

x*e~xdx  = 6 

17.  Hallar  el  Area  limitada  por  la  curva  dada  y su  asfntota: 

(fl>  y = • (b)  y = WTW’  (c)  y = ^ 

Sol . (o)  471  un.  sup.,  fl)  i un.  sup.,  (c)  2 un.  sup. 

18.  Hallar  el  drea: 

(a)  limitada  por  y = ^ * 4 y a la  derecha  de  x = 3. 

(b)  limitada  por  y = y a la  derecha  de  x — 2 

19.  Demostrar  que  las  siguientes  dreas  carecen  de  sentido: 

(a)  drea  limitada  por  y = -r— ! — r desde  x = 2 hasta  x = — 2. 

4 — x% 

( b ) drea  limitada  por  xy  ~ 9 a la  derecha  de  x = 1. 

20.  Demostrar  que  el  drea  del  primer  cuadrante  limitada  por  y = e-2*  e s igual  a J (unidades  de  superficie)  y que  el  volu- 
men  generado  en  la  rotaci6n  de  dicha  drea  alrededor  del  eje  x es  fat  (unidades  de  volumen). 


Sol.  i In  5 un.  sup. 
Sol . 1 — In  2 un.  sup. 


21.  Demostrar  que  en  la  rotaci6n  de  la  regi6n  R del  piano  limitada  por  xy  = 9 y a la  derecha  de  x ~ 1 alrededor  del  eje  x, 
el  volumen  generado  es  igual  a 81^c  (unidades  de  volumen)  y que,  sin  embargo,  el  drea  de  la  superficie  es  infinita. 
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22.  Hallar  la  longitud  del  arco  indicado: 

(a)  9y*  = x(3  — x)2,  un  lazo.  ib)  x212  + y21*  = am , arco  entero. 

Sol . (a)  4 V3  unidades  ( b ) 6a  unidades  (c)  2\/T  unidades 


(c)  9ya  = x*(2x  + 3),  un  lazo. 


23.  Hallar  el  momento  de  inercia  de  un  circulo  de  radio  r con  respecto  a una  tangente. 

r +0°  dx 

24.  Demostrar  que  — — diverge  para  todos  los  valores  de  p. 

Jo 

r6  N dx 

25.  (a)  Demostrar  que  J existe  para  p < 1 y carece  de  sentido  para  p > 1. 

+0°  Ndx 


Sol.  3rty2. 


ib)  Demostrar  que 


i, 


existe  para  p > 1 y carece  de  sentido  para  p < 1. 


26.  Sea  la  funcion  fix)  < gix)  que  estd  definida  y es  positiva  en  el  intervalo  a < x < b,  siendo  lim/(x)  = -hoo 
y lim^(x)  = +oo.  Segun  la  Fig.  46-4,  parece  logico  suponer: 

(1)  Si  J gix)  dx  esta  definida,  tambidn  estard  J fix)  dx. 

(2)  Si  J fix ) dx  no  estd  definida,  tampoco  lo  estard  J"  ^(x)  dx. 

Determinar  si  estdn  o no  definidas  las  siguientes  integrates: 

(a)  Para  0 ^ 1 — **  = 0 -*)d  + *)(1  + x*)  < 4(1  - x)  y 

Luego  -J-  f — no  estd  definida,  ni  tampoco  la  integral  dada. 

4 J © 1 — x 

ri  dx  11  ri  dx 

ib)  1=.  Para  0 < x < 1,  7=  < — 7= . Luego  —7=  estd  definida  igualmente  que  la  integral 

J 0 x*  + VX  xa  + Vx  Vx  J 0 V x 

dada. 

r1  ex  dx  r™/*  cos  x r*/*  cos  x 

(c)  — Ti esta  definida.  id)  dx  no  estd  definida.  (e)  — 7=-  dx  estd  definida. 

J 0 x1'*  J 0 x Jo  Vx 


Fig.  46-5 

27.  Sea  la  funci6n  fix)  < ^(x)  que  estd  definida  y es  positiva  en  el  intervalo  x > a,  siendo  lim  fix)  ~ lim  gix)  = 0. 
Segun  la  Fig.  46-5,  parece  16gico  suponer:  z^+fl0  *_►+«> 


p+oo  r+oo 

(3)  Si  J ^(x)  dx  estd  definida,  tambidn  estard  J fix)dx. 

r+co  |-+oo 

(4)  Si  J fix)  dx  no  estd  definida,  tampoco  lo  estard  J gix)  dx. 


« f 


Determinar  si  estan  definidas  o no  las  siguientes  integrates. 
dx  1 


Vx*  + 2x  + 6 
integral  dada. 

r+®  dx 
ib)  , 

j»  v**  + 2* 


Para  x > 1, 


estd  definida 


1 r+®  dx 

= < — r • Luego  — r-  estd  definida  igualmente  que  La 

Vx*  + 2x  + 6 X*  ° J,  x“ 

|-  +00  p +00  dx 

. (c)  e~*  dx  estd  definida.  (d)  > — 

J 1 Jo  Vx  + x4 


estd  definida. 


Capitulo  47 


Sucesiones  y series 

UNA  SUCESION,  {sn}  — sl9  si9  sZ9  . . .,  snt  . . .,  es  una  funcion  de  n cuyo  dominio  de  definici6n  lo  cons- 
tituye  cl  conjunto  de  los  ntimeros  positivos.  (Ver  Capitulo  1.) 

Se  dice  que  una  sucesidn  {jrt}  esta  acotada , si  existen  dos  ntimeros,  P y Q9  de  manera  que 

2/j  -j-  1 

P <sn<Q  para  todos  los  valores  de  n.  Por  ejemplo,  la  sucesion  3/2,  5/4,  7/6, . . .,  — = . . .,  est£ 

2/2 

acotada,  ya  que  1 < sH  < 2 para  todos  los  valores  de  n9  sin  embargo,  la  sucesi6n  2,  4,  6,  . . .,  2 n9 
no  lo  est&. 

Una  sucesidn  {j*}  es  creciente  si  sx  < s2  < < • * * < s„  < • * *,  y decrecienie  cuando 

( /j2  ) 

Si  sz  ;>  ;>  * * * ^ • • * Por  ejemplo,  las  sucesiones  < — r->  = 1/2,  4/3,  9/4,  16/5,  ... 

( w + 1 ) 

y {2n  — ( — 1)"}  = 3,  3,  7,  7,  . . . son  crecientes  y las  sucesiones  {1  /«}  = 1,  1/2,  1/3,  1/4, 
y — {/*}  = — 1,  — 2,  — 3,  —4,  . . .,  son  decrecientes. 

Una  sucesidn  {$,}  converge  hacia  un  limite  finito  s9 1 lim  sn  = s I,  cuando,  dado  un  n6mero  c 

L«  -►  + °o  J 

tan  pequeiio  como  queramos,  se  puede  encontrar  un  entero  positivo  m de  manera  que  a partir 
de  un  n dado  y para  todos  los  siguientes,  n >/w,  se  verifica  la  desigualdad  | s — < c.  Si  una 

sucesi6n  tiene  limite  es  convergente , y si  no  lo  tiene  recibe  el  nombre  de  divergente . 

(Ver  Problemas  1-2.) 

Una  sucesidn  {sH}  diverge  o tiende  a oo,  lim  sn  = oo  , cuando,  dado  un  niimero  positivo  M 

In  — ► + oo  J 

tan  grande  como  queramos,  existe  un  entero  positivo  m de  manera  que  a partir  de  un  n dado  y para 
todos  los  siguientes,  n>m9  se  verifica  la  desigualdad  \sn\  > M . Si  s»>M9  lim  sn=  +oo; 

n — * "I-  oo 

si  Sn  < — M9  lim  Sn  = — oo. 

«—►  + «> 


TEOREMA  DE  LAS  SUCESIONES, 

I,  Toda  sucesidn  acotada,  creciente  o decreciente,  es  convergente.  La  demostracion  cae  fuera 
del  propdsito  y alcance  de  este  libro. 

II.  Toda  sucesidn  no  acotada  es  divergente.  Vease  la  demostracion  en  el  Problema  3. 
Muchos  de  los  teoremas  restantes  son  consecuencia  inmediata  de  los  teoremas  expuestos 
en  el  Capitulo  2. 

ID,  Una  sucesidn  convergente  (divergente)  no  modifica  su  caracter  al  cambiar  de  lugar  uno 
o todos  de  sus  n primeros  terminos. 

IV.  El  limite  de  una  sucesidn  convergente  es  unico. 

(Vease  la  demostracion  en  el  Problema  4.) 

Si  lim  sn  — s y lim  tn  — t: 

n -+  + oc  n — » + m 

V.  lim  (k*Sn)  = k lim  sn  — ks9  k siendo  k una  constante  cualquiera. 

n-*+*>  n — * + » 

VI.  lim  (s„  ± tn)  — lim  sn  ± lim  tn  — s ± t. 

n-^+oo  Ti-»+oo  n-*  + =c 

VII.  lim  (s„  • tn)  = lim  sn  * lim  tn  — s • f. 

n -tx  n—*1  ri-+  + 3o 
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VIII.  lim  ($„//„)  = lim  sn  / lim  tn  = s/t,  siempre  que  t ^ 0 y tn  ^ 0 para  todos  los  va- 

*—*  + 00  n-*4-co  /i-v-4-00 

lores  de  n . 

IX.  Sea  {j„}  una  sucesidn  de  terminos  no  nulos;  si  lim  sn  = oo,  severifica  lim  l/j„  = 0. 

« -*  4-  oo  /i-t-4-00 

(V6ase  demostraci6n  en  el  Problema  5.) 

X.  Si  a > 1,  lim  a"  = + oo. 

/!  -*•  4-  OO 

(Vease  la  demostracidn  en  el  Problema  6.) 

XI.  Si  \r\  < 1,  se  verifica  lim  r"  = 0. 

n -*>  + oo 


LA  SUMA  INDICADA 

4-  oo 

2 = S = + J3  4 • • • 4 Sn  4 • • • (/) 

n = 1 

de  los  terminos  de  una  sucesion  {$,,}  recibe  el  nombre  de  serie.  A toda  serie  se  le  asocia 
una  sucesion  de  sumas  parciales : Sx  = sv  S2  = sx  + s2 , £3  = + s2  + * * *,  Sn  = 

+ -$2  + £3  + * ' * + * * ** 

Si  lim  S',*  = S',  siendo  S un  numero  finito,  la  serie  (/)  se  denomina  de  convergente 

n -*  +-  00 

y S es  su  suwa.  Si  no  existe  lim  Sn,  la  serie  (/)  se  denomina  divergente.  Una  serie  tambien 

n -*■  4-  00 

es  divergente  bien  porque  lim  S„  — o 0,0  bien  porque  a medida  que  crece  ny  S„  va  aumen- 

n — ► 4-  00 

tando  y disminuyendo  sin  aproximarse  a un  limite;  en  este  ultimo  caso  la  serie  recibe  el 
nombre  de  oscilante . Por  ejemplo,  en  la  serie  1 — 1+1  — 1 + * * , Sx=  \,  S2  — Q> 
Sz=l,SA  = 0,... 

(Ver  Problemas  7-8.) 

De  los  teoremas  anteriores  se  deducen  las  consecuencias  siguientes : 

XII.  Una  serie  convergente  (divergente)  sigue  siendo  convergente  (divergente)  si  se  cambia  el 

orden  de  uno  o de  todos  sus  n primeros  terminos.  (Ver  Problema  9.) 

XIII.  La  suma  de  una  serie  convergente  es  tinica. 

XIV.  Si  Esn  converge  hacia  S , la  serie  Eks„y  siendo  k una  constante,  converge  hacia  kS.  Si  Es* 
es  divergente,  tambiSn  lo  es  Eks„ . 

XV.  Si  Esn  es  convergente,  se  verifica:  lim  s„  — 0. 

ft  — ► 4-  00 

(Vease  la  demostraci6n  en  el  Problema  10.) 

El  reciproco  no  es  cierto.  La  serie  armonica  [Problema  7(c)]  es  divergente  y,  sin  em- 
bargo, lim  sn  = 0. 

« -*■  4-00 

XVI.  Si  lim  sn  + 0,  la  serie  Esn  es  divergente. 

« — *■  4-  oo 

El  reciproco  no  es  cierto;  v6ase  el  Problema  7(c).  (Ver  Problema  11.) 


Problemas  resueltos 

1.  Sea  la  sucesi6n  {j*}  cuyo  limite  es  s>  Situemos  sobre  una  e sea  la  numerica  (Fig.  47-1)  los  puntos  sy  s — c,  s + €,  siendo  t 
un  niimero  positivo  tan  pequefio  como  queramos  (infinit6simo)  y vayamos  colocando,  ordenadamente,  los  puntos 

$1  8m  im  + 1 

I 1 1 • I 1 1 • 

8 e $ g + * 

Fig.  47-1 
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sus2,sit..,  Segun  la  definition  dc  conyergencia,  los  m 
primeros  puntos  estdn  situados  fuera  del  intervalo  conside- 
rado,  pero  a partir  del  jm+|t  el  y todos  los  siguientes  estan 
situados  dentro  de  61. 

En  la  Fig.  47-2  se  puede  observar  una  representation 
en  un  sistema  de  coordcnadas  rectangulares.  En  primer 
lugar,  hemos  trazado  las  rectas  y = s,  y = s — c e 
y — s + €,  determinando  de  esta  forma,  una  banda  de  am- 
plitud  2*.  Situandoahora  los  puntos (1,  sj,  (2,  sa),(3,  sa) ..., 
el  punto  (m  + 1,  sm+i)  y todos  los  siguientes  caeran  dentro 
de  la  banda. 

Es  importante  observar  que  fuera  del  intervalo  o banda 
de  amplitud  2«,  solamente  habra  un  numero  fin i to  de  puntos 
de  una  sucesion  convergente. 


2.  Aplicar  el  teorema  1 para  demostrar  que  las  sucesiones  (a) 


1 


y (M 


1 *3*5’  7...  (2/i — 1), 

sonconvergentes' 


(<j)  La  sucesion  esta  acotada,  ya  que  0 < sn  < 1,  para  todos  los  valorcs  de  n. 

1 


Como  sn+1  = 1 


— ! — = i — L + 1 

n 4-  1 n n(n  + 1) 


— Sn  + 


n{n  + 1) 


, es  decir  sn  +j  > snt  la  sucesion  es  cre- 


ciente.  Por  tanto  la  sucesion  converge  hacia  s < 1. 


(b)  La  sucesion  esta  acotada,  ya  que  0 < sn  < 1,  para  todos  los  valores  de  rt.  Como  $„+!  = 


1 -3-5*7„.(2#i+  I) 
2*4*6-  8...(2n  + 2)  = 


2/i  + 1 
2/i  + 2 


sn , la  sucesion  es  decreciente.  Por  tanto,  la  sucesion  converge  hacia  s > o. 


3.  Demostrar  que  toda  sucesion  no  acotada  {$„}  es  divergente. 

Supongamos  que  {s„}  es  convergente  (demostracion  por  reducci6n  al  absurdo).  Dado  un  numero  positivo  tan 
pequeno  como  qucramos,  existira  un  entero  positivo  m de  manera  que  a partir  de  £1  y para  todos  los  siguientes,  n > m, 
se  verificara  la  desigualdad  |^n  — s\  < «.  Luego  en  este  intervalo  estaran  todos  los  terminos  de  la  sucesion  menosun 
numero  finito  de  el  los  con  lo  cual  dicha  sucesion  debera  estar  acotada.  Como  esto  es  contrario  a la  hip6tesis,  la  suce- 
si6n  sera  divergente. 


4.  Demostrar  que  el  Iimite  de  una  sucesion  convergente  es  unico. 

Supongamos  que  la  sucesion  admitiese  dos  limites  distintos,  es  decir,  lim  sn  = s y lim  sn  — t , siendo  — 1\  > 2c  > 0 

/»  ->  + oo  rt-^+oo 

En  estas  condiciones,  en  los  intervalos,  de  amplitud  2e,  de  s y / tendremos  propiedades  contradictorias:  (i)  por  una  parte 
no  pueden  tener  puntos  comunes,  y (ii)  cada  uno  contiene  tedos  los  terminos  de  la  sucesi6n  menos  un  ntimero  finito  de 
ellos.  Asi,  pues,  deberA  ser  s = t y el  Iimite  sera  unico. 


5.  Demostrar  que  si  {j*}  es  una  sucesion  de  terminos  no  nulos  y lim  sn  = oo,  se  verifica:  lim  1 fsn  = 0. 

#i  ~>  + oo  n~y  + oo 

Elegido  un  numero  muy  pequeno  € > 0,  de  lim  sn  = oo  se  deduce  que  para  todo  M > 1/e,  existird  un  entero 

rt->  + oo 

positivo  rn  de  manera  que  a partir  de  61  y para  todos  los  siguientes,  n > m,  se  verificard  la  desigualdad  \sH\  > M > 1/e. 
Para  este  valor  de  m,  \l/s„\  < \/M  < e siempre  que  n > m;  por  tanto,  lim  l/^«  = 0. 

rt  ->  + OO 


6.  Demostrar  que  lim  a*  = + oo  para  a > 1. 

rt  — > + at 

Sea  M numero  muy  grande,  M > 0;  supongamos  a = 1 + b con  b > 0;  entonces 
o»  = (1  + by  = 1 + nb  + b*  + •••>  1 + nb  > M 

para  n > M/b.  Es  decir  que  m es  el  entero  superior  a Mjb . 


7.  Demostrar  que: 

(a)  La  serie  aritmdtica  a + (a  + d)  + (a  + 2d)  + * * • + [a  + (/i  — 1 )d]  + * * ■ es  divergente  cuando  a*  + ef*>  0. 
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(b)  La  serie  geomfrrica  a + ar  + ar*  + • • • + arn~l  4-  ■ ■ siendo  a / 0,  converge  hacia  si  |r|  < 1 y diverge 

si  | r | > 1. 

(c)  La  serie  armdniea  1 + 1/2  + 1/3  + 1/4  + ■ ■ - + 1 //*  + ••  • es  divergente. 

(a)  Aqul  Sn  = in[2a  + (n  — \)d]  y lim  Sn  = co  excepto  para  a — d ~ 0. 

n —►  + oo 


Por  tanto  es  divergente  cuando  a2  + rf2  > 0. 


(b)  En  este  caso  Sn  = 


a — arH 


1 — r 

Si  |r|  < 1,  lim  r"  = 0,  y lim  Sn  = 


1 — r 1 — r 
a 

1 — r * 


r"  , r 1. 


Si  |r|  > 1,  lim  r"  = oo,  y S^es  divergente. 

ft  — ► + oo 

Si  (r|  = 1,  la  serie  es  o a + a + a + • • • o a — a + a — a + • • • yes  divergente. 
(c)  Formando  las  sumas  parciales,  obtenemos 

*^4  > 2,  S&  > 2,5  5k  > 3,  tSga  > 3,5,  >4,  ... 

Como  la  sucesi6n  de  sumas  parciales  no  estd  acotada,  la  serie  seri  divergente. 

8.  (a)  Sumar  la  serie  y + ^ ^ + • • - : 

*• -7  (*-?)• 

(5)  Sumar  la  serie  +3^-  + -^+  • • •: 

5,  = — L.  = i — i,  s,  = -j-L-  + = i — i + i — i = i — i. 


1-2  * 1-2  2-3 

1 


5,  =5,  + 3^- = 1 -i  + i-i  = 1 -i, 

y s ('-tttt)-1- 


% 5.-1- 


n + 1 


9.  Sabiendo  que  la  suma  de  la  serie  l + i + i + i + ik  + ,,*es  igual  a 2,  hallar  la  suraa  de  la  serie  que  resulta  cuando 
(a)  se  suprimen  Ios  cuatro  primeros  t6rminos,  (b)  cuando  se  afladen  a la  dada  los  t&rninos  8 + 4 + 2. 

(a)  La  serie  A + 3V  + ' ‘ * es  una  serie  geom&rica  de  raz6n  r = £.  Converge  hacia 

5 = 2 — (1  + J + i + i)  = i 

(b)  La  serie  8 + 4 + 2+  l+  £ + £ + -**  es  una  serie  geom&rica  de  raz6n  r = £.  Converge  hacia 

2 + (8  + 4 + 2)  = 16 

10.  Demos trar  que  si  £sn  — S,  se  verifica  lim  $„  = 0. 

«-►  + 0Q 

Como  = 5,  lim  Sn  = S y lim  = 5.  Ahora  bien  ~ S„  — S*-i;  Juego, 

« — ► + 00  « — ► + 00 

lim  sn  — lim  (S'* — £»-i)  = lim  £„ — lim  Sn-j  = 5 — 5 = 0 

ft  — ► 00  /i  — ► + oo  «—►  + <»  n-*+oo 


11.  Demostrar  que  las  series  (a)  1/3  + 2/5  + 3/7  + 4/9  + • * * y (b)  1/2  + 3/4  + 7/8  + 15/16  + 
n 


(a)  sn  = 

(A)  s* 


y lim  s*  = lim 

2/1  + 1 n -►  + 00 


« r 1 1 , A 

...  — __  = lim  — , , . = — - 7^  0. 

+ 00  +1  fi  — ► + 00  ^ + 1 /a  2 


2" — 1 2* — 1 1 \ 

~~zr-  y lim  — 1™  i-2=-  =1  ^0. 

^ « -►  + 00  * « — + 00  \ ^ f 


son  divergentes. 


CAP.  47] 


SUCESIONES  Y SERIES 


m 


12.  Una  serie  Esn  converge  hacia  S>  si  la  sucesidn  {jm}  de  las  sumas  parciaks  converge  tambkn  hacia  5,  es  decir,  si  dado  un 
e > 0 tan  pequeflo  como  queramos,  existe  un  entero  m de  manera  que  a panir  dc  £1  y para  todos  lOS  siguientes.  n>  mt 
se  vcrifica  la  desiguaJdad  | S — 5*1  < e.  Demostrar  que  las  series  del  Probkma  8 son  convergentes. 


(a)  Si  |5  — 5*|  - 


1 

4 ■ 5“ 


< «, 


tendremos  5"  > 


n In  5 > — In  (4e),  y n > 


In  4* 
In  5 


Por  tanto,  basta  con  que  m sea  mayor  que 


In  4* 
In  5 


(b)  Si  | 5 — 5*| 


n + 1 


1 

n + 1 


< e,  tendremos  n + 1 


1 1 

> — y n > 1. 

C € 


Por  tanto,  basta  con 


1 

que  m sea  mayor  que  — — 


1. 


Problemas  propuestos 


13.  Determinar  si  las  sucesiones  siguientes  est£n  o no  acotadas,  son  decrecientes,  crecientes  o convergentes,  divergentes 
u oscilantes. 

(0){n  + |}  (6)|^j  (e)  {KBjito}  (d)  {ft?>  (/) 


14.  Demostrar  que  lim  yi/nf  « l,  p > 0.  Ind  tP!n  = 

ft-*  + 00 


15.  Dada  la' sucesidn  | ^ • demostrar  que:  (a)  en  el  intervalo  |1  — sn\  < 0,01  estdn  contenidos  todos  los  tdrminos 

de  la  sucesidn  menos  los  99  primeros,  (6)  la  sucesidn  estd  acotada,  (c)  lim  $*  = 1. 

«-►+<» 

16.  Demostrar  que  si:  |r|  < 1,  se  verifica  lim  r*  = 0. 

*-►  + oo 


17.  Hallar  el  cardcter  de  las  siguientes  series  geonktricas.  Calcular  la  suma  de  las  que  sean  convergentes. 
(a)  1 + 1/2  + 1/4  + 1/8  + • • • (b)  4 — 1 + 1/4  — 1/16+  • • * (c)  1 + 3/2  + 9/4  + 27/8  + * * * 

SoL  (a)  5 = 2,  (b)  S=  16/5  (c)  Divergente 


18.  Hallar  la  suma  de  las  series  siguientes: 

(0)  23-  « S^T2) 

(6)  £(2i»  — l)(2n+  1)  (e)  £ n(n  + 3) 

(c)  S(^—  (n  + ty),p>  0 ^ £ (n  + 1)  ! 

Sol.  (a)  1/2,  (b)  1/2,  (c)  1,  (d)  3/4,  (e)  11/18,  (/)  1,  (g)  1/4,  (A)  1/4 


^ £(4n  — 3)(4n  + 1) 
(A)  £ n(n  + l)(n  + 2) 


19.  Demostrar  que  son  divergentes,  las  series. 

(a)  3 + 5/2  + 7/3  + 9/4  + • * * (c) 

(b)  2 + V2  + ^2  + #2  + ■ • ■ (d) 

20.  Demostrar  que  si  lim  sn  ^ 0,  la  serie  £sn  es  divergente. 

«-►  + 00 

21.  Demostrar  que  las  series  del  Problema  1 8(a)-(d)  son  convergentes  por  existir  un  entero  positivo  m tal  que  para 
e > 0,  |5  — 5W|  < € siempre  que  n > m, 

Sol.  m = un  entero  mayor  queen  (o)  — ^y.  y*  <c>  VlA  — 1,  (<0  la  rafe  positiva  de  2 tm* — 

2(1  — 3e)m— (3  — 4c)  = 0. 


e + e*/8  + c*/27  + e*/M  + • • • 


Capftulo  48 

Criterios  de  convergencia  y divergencia  de  las 
series  de  tdrminos  positivos 

SERIES  DE  TERMINOS  POSITIVOS.  Son  series  Esn  cuyos  terminos  son  todos  positivos. 

I.  Una  serie  de  terminos  positivos  Esn  es  convergente,  si  la  sucesion  de  sumas  parciales  { S *} 
esta  acotada. 

Este  teorema  es  consecuencia  de  que  la  sucesion  de  sumas  parciales  de  una  serie  de  ter- 
minos positivos  es  siempre  creciente. 

II.  CRITERIO  DE  LA  INTEGRAL.  Sea  /(«)  el  termino  general  sn  de  la  serie  Es„  de  terminos 
positivos.  Si  f(x)  > 0 y es  decreciente  en  el  intervalo  x > f , siendo  f un  entero  positivo, 

r +o° 

la  serie  Es„  converge  o diverge  segtin  que  exista  o no  la  integral  f(x)  dx. 

J £ 

(Ver  Problemas  1-5.) 

DI.  CRITERIO  DE  LA  SERIE  MAYORANTE.  Una  serie  de  terminos  positivos  Es„  es  con- 
vergente, si  a partir  de  un  determinado  valor  de  n , y para  todos  los  siguientes  cada  termino 
es  menor  o igual  que  el  correspondiente  de  una  serie  Ec„  convergente  conocida  de  terminos 
positivos. 

IV.  CRITERIO  DE  LA  SERIE  MINORANTE.  Una  serie  de  terminos  positivos  Esn  es  diver- 

gente,  si  a partir  de  un  determinado  valor  de  n y para  todos  los  siguientes,  cada  termino 
es  igual  o mayor  que  el  correspondiente  de  una  serie  Ed„  divergente  conocida  de  terminos 
positivos.  (Ver  Problemas  6-11.) 

V.  CRITERIO  DEL  COCIENTE.  Una  serie  de  terminos  positivos  Es„  es  convergente  si 

lim  Sa  + 1 < 1,  y divergente  si  lim  -S”  + 1 >1,  Si  lim  Sn  + 1 — \9  este  criterio 

#i— ►+oo  Sn  it— ►+oo  Si i *— ►+oo  S§ i 

nada  dice  sobre  la  convergencia  o divergencia.  (Ver  Problemas  12-18.) 


Problemas  resueltos 


1.  Demostrar  el  criterio  de  la  integral:  Sea  /(«)  el  termino  general  sn  de  la  serie  de  terminos  positivos  £sH.  Si  f(x)  > 0 
y es  decreciente  en  el  intervalo  x > f , siendo  £ un  entero  positivo,  la  serie  Esn  es  convergente  o divergente  segun  que 

r +°° 

exista  o no  la  integralj  ^ f(x)  dx . 

En  la  figura,  el  drea  limitada  por  la  curva  y = f(x)  desde  x — £ hasta  x = n,  se  ha  aproximado  por  medio  de  dos 
sistemas  de  rectdngulos  de  base  unidad.  Expresando  que  el  drea  limitada  por  la  curva  estd  comprendida  entre  la  suma 
de  las  dreas  de  las  series  de  rectdngulos, 

+ ^f+«  + • • • + *»  < |f"  /(■*)  dx  < s(  + st+1  + • • • + J.-! 


224 


CAP.  48]  CRITERIOS  DE  CONVERGENCIA  Y DIVERGENCIA  DE  LOS  TERMINOS  POSITIVOS 


225 


i'f+i  4-  Sf+i  4-  * * • 4-  sn  < A 

y — s£  + $f+l  + + * * * + sn 

esti  acotada  y es  creciente  cuando  n crece.  Por  tanto,  por  el  Teorema  I,  Esn  es  convergente 

P n P +co 

(2)  Supongamos  que  el  lim  fix)  dx  = fix)  dx  no  existe.  Tendremos  que 
»-►+*>  J £ J £ 

+ j£+1  + * * * 4-  sn  no  estd  acotada  y Esn  es  divergente 


Determinar  el  caracter  de  las  series  de  los  Problemas  2-5  por  medio  del  criterio  de  la  integral 

1 


2.  _l  + * + * + » + 

VJ  VJ  V i VJ 


fin)  = sn  = 


V2n  + 1 


; hacemos / (jc)  = 


V2xTl' 


En  el  intervalo  x > 1 ,f(x)>  0 y decrece  cuando  x aumenta.  Tomamos  £ = 1 y consideramos 

dx 


P +oo  Pi# 

fix)  dx  = lim 
J 1 **-►  +W  J 1 


= lim 
«-» 


V2x+7 

Como  la  integral  no  esti  definida,  la  serie  es  divergente. 


m V2x  4-  ll  = lim  V2u  4-  1 — VJ  = 
+ flO  Jl  W-K+OO 


, 1 , 1 , 1 , 1 , 
3*  T+l6  + 36  + 64  + 


fin)  = sn  = hacemos  fix)  = — 


En  el  intervalo  x > 1 ,/(*)  > 0 y decrece  cuando  jc  aumenta.  Tomamos  £ = 1 y consideramos 

f + fix)  dx  = i lim  f*  lim  [ -jl  = ~ lim  / L + i j = _L 

Ji  4 »4+«o  Ji  x*  4 »4  + ® \ ■*  / J i 4 «-► + « \ u ) 4 

Como  la  integral  esti  definida,  la  serie  es  convergente. 

4.  sen  ji  4-  J sen  Jji  + 4-  sen  |ji  4-  sen  Jji  4-  * ■ • fin)  = sn  = J=-  sen  — n;  hacemos  fix)  = — sen  — jt. 

^ n*  n x x 

En  el  intervalo  x > 2,  fix)  > 0 y decrece  cuando  jc  aumenta.  Tomamos  £ = 2 y consideramos 

r+°°  p«  l l 1 1 1*  l 

fix)  dx  = lim  — r sen  — ji  t& c = — lim  cos  — ji  = — 

Jt  u^+co  ii  x*  X n ,_►  + «>  x Ji  JT 

La  serie  es  convergente. 


>■  i+^+i+i+ 


/(»)  = Sn  = L;  hacemos /(*)  = L. 


(p>0).  (La  serie  p.) 

En  el  intervalo  x > 1,/(jc)  > 0 y decrece  cuando  jc  aumenta.  Tomamos  £ = 1 y consideramos 

[+  fix)  dx  = lim  \U  -j  = lim  (-i- 1*  - « 1 1 lim  h1"*  — 1 L (P  # 1) 

Ji  «-►  + * J ! xp  «-*  + co  \ 1 —p  Ji  !—/)(•,-  + » ) 
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Si  />  > I , -j — - — I iim  «>-»  — lj  = -j— ! | lim  — L- 

1 />  rjr.  1 1 — p + to  1 


1 = 


P ~ 1 


la  serie  es  convergente. 


Si 


r fw 

i p = 1,  fix)  dx  ■=  lim  In  //  = + c©  la  serie  es  divergente. 

J i «->  + *> 


Si  p < I, 


. j lim  ul~p  — l [ = + go  la  serie  es  divergente. 

1 P ( W V + CO 


Obs^rvcse  en  el  segundo  caso  que  la  serie  armonica  es  divergente. 


CRITERIOS  DE  LAS  SERIES  MAYORANTE  Y MINORANTE 


Para  aplicar  estos  criterios  hay  que  comparar  el  termino  general  de  la  serie  cuyo  caracter  se  quiere 
averiguar  con  el  de  una  serie  conocida,  convergente  o divergente.  Entre  estas,  las  mis  utilizadas  son: 

(а)  La  serie  geometrica  a + ar  + ar2  + * • ■ + arn  + * * *,  a ^ 0,  que  es  convergente  cuando 
la  razon  esta  comprendida  entre  cero  y uno,  0 < r < 1 y divergente  cuando  la  razon  es  r > 1. 

(б)  La  serie  1 + + ~ + + • • * + -^-  + * * '»  <lue  es  convergente  cuando  p > 1 y di- 

vergente cuando  p < 1. 

(c)  Cada  una  de  las  nuevas  series  de  caracter  conocido. 


Determinar  el  caracter  de  las  series  de  los  Problemas  6-11,  aplicando  los  criterios  de  las  series  mayorante 
y minorante. 


«.  1 + .I+_L+.L+  ...  +-_L_+  ... 

251017  n2  + 1 

El  termino  general  de  la  serie  es  sn  = ^ ^ luego  la  serie  dada  es  termino  a termino  menor  que  la 

serie  p 1 + ~ + L + • • • + -L  + • • • 

La  serie  p es  convergente  por  ser  p = 2,  por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente.  Aqui  tambidn  se  puede  aplicar 
el  criterio  de  la  integral. 


_L  + _L  + _L  + _L+... 

vT  V2  VT  V4 

El  termino  general  de  la  serie  es  Como  — — ^ , la  serie  dada  es  termino  a termino  mayor  que  o igual 

yn  V*  n 

a la  serie  armonica,  por  tanto  es  divergente.  Tambten  se  puede  aplicar  el  criterio  de  la  integral. 


8.  1 + yr  + -3V  + 4V  + 


El  termino  general  de  la  serie  es-!-.  Como  n I > 2n~l  ^ * . . 

n ! ” n ! 2*_1 

La  serie  dada  es  termino  a termino  menor  que  o igual  a la  serie  geomdtrica  convergente  1 + y + ■—  + + 

por  tanto,  es  convergente.  (El  criterio  de  la  integral  no  se  puede  aplicar  en  este  caso.) 


y 


9.  2 + ~ + • • * El  termino  general  de  la  serie  es  —^5—* 


Como  n g la  serie  dada  es  termino  a termino  menor  que  o igual  al  doble  de  la  serie  p convergente 


1 + -L  + -L  + L.+ 

1 22  r 32  ' 42  f 


por  tanto,  es  convergente. 
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10. 


4-  ■ - * 


El  termino  general  de  la  seric  es  — . Como  — < — — r»  la  serie  dada  es  termino  a termino  menor  que  o igual  a la 

nn  rT  — 2 1 

serie  geom&rica  convergente  1 + — 4-  — + — + - ■ ■ 

Tambi6n,  la  serie  dada  es  termino  a termino  menor  que  o igual  a la  serie  p convergente,  con  p — 2. 


11. 


2a  + 1 3*  4-  1 42  + 1 

23  + 1 + 33  + 1 + 43  + 1 + 


El  termino  general  es  ”,  ^ Luego  la  serie  dada  es  termino  a termino  mayor  que  o igual  a la  serie  armdnica 

y,  por  tanto,  es  divergente. 


CRITERIO  DEL  COCIENTE 


12.  Demostrar  el  criterio  del  cociente: 

Una  serie  de  terminos  positivos  Esn  es  convergente  si  lim  5”+1  < 1 y divergente  si  lim  Sn+1  > 1. 

n-v  + oo  SH  + oo  Sn 

Supongamos  lim  ^H+1-  = L < L Dado  un  r cualquiera,  siendo  L < r < 1,  existira  un  entero  positivo  m ta 
n-*  + oo  sn 

que  siempre  que  n > m se  verificara  — < r,  es  dccir, 


+ 2 

Jm  + 1 

^m  + 3 


< f 6 5«+2  < f * ^m+1 


< r 6 sm+d  < r • sm+t  < r 2 • sm+l 


Sm  + 3 


< r6  sm¥i  < r-sm+t  < r3 


*Wl 


Asi  pues,  cada  termino  de  la  serie  sm+.±  + sm  + i -f  sm+3  4-  * * * es  < que  el  correspondiente  termino  de  la  serie  geo- 
m^trica  sm+1  4-  r • sm+l  4-  r2  * sm+1  + * * * que  es  convergente,  ya  que  r < 1.  Luego  Esn  es  convergente  segun  el 
Teorema  III. 


Supongamos  lim  - ”+1  — L > 1 (o  bien  = 4-  oo).  Entonces,  existira  un  entero  positivo  m tal  que  siempre  que 


n-*>-Hoo  Sn 


*S*+i 


n > m, 
(Capitulo  47). 


Supongamos  lim 


> 1.  Ahora  bien,  sn+1  > sn , con  lo  que  {j*}  no  tiende  a 0.  Luego  ZsH  es  divergente  segun  el  Teorema  XVI 


!*—►  + <»  Sn 


1.  Un  ejemplo  es  la  serie  p , p > 0,  para  la  cual 

lim  — — = lim  " = lim  ( 1 ) = 1 

n — ► ~t“Oo  Sn  n-+-\-oo  (rt  4“  l)p  n->-+oo  \ 1 4“  1/W  / 


Como  la  serie  es  convergente  cuando  p > 1 y divergente  cuando  p < 1,  el  criterio  no  sirve  para  dilucidar  sobre  la  con- 
vergencia  o divergencia. 


Determinar  el  caracter  de  las  series  de  los  Problemas  13-23,  aplicando  el  criterio  de  la  raiz. 

n " n 4-  1 sn  + 1 /*4-l  3W  /i4-l 

3^  ’ 5"+I  = 3"+I  ’ ' ~n  3 n~' 


Luego  lim  ‘?"+1 

n->-+ao  Sn 


lim  — = — y la  serie  es  convergente. 

n— ►+<»  3 rt  3 
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14. 


1 2 ! 3 ! 4 ! 

T + 3r  + 3T  + 37 


n\ 


(»  + 1)  ! j„+, 

3"+*  ' s. 


Por  tanto,  Jim 

+ X 


+ 1 


Jim  n ^ = co  y la  serie  c$  divcrgentc. 

n->  + X 3 


n 4 1 


15.  1 4 


1 *2 
1*3 


1-2*3  1*2*34 

1*3*5  + 1*3*5* 1 + 

n\  («  + 1) ! sn+l 

Sn  1 *3*5. ..(2/i  — 1)’  Sn+l  1*3*5...  (2n  + 1)  * 


Como 


lim 

«_».  + 00 


« 4 1 
2n  + 1 


£ 

2 


la  serie  es  convergente. 


« 4 1 
2/i4  1’ 


16.  4^  + 1 


1-2  1 2-2*  + 3-23  + 4-2‘  + 


Sm~  n • 2"  ’ ,,+1  “ 


1 


J»+l 


(n  4 1)2*+1 ' sn  2 {n  4 D ’ 


Como  Jim 


1 


*-►  + a>  2(n  4 1)  2 


= Ja  serie  es  convergente. 


17.  2 + T’T  + T'i  +T’i-  + 


= 


/1  4 1 a 1 n + 2 t 1 sn+ 1 _ /?(/i  4 2) 

n ' 4^’  'S"+1  " n + 1 * 4*  ’ ~Tn  4(n  + 1)» 1 


- ..  /i(n  4 2)  1 t 

Como  lim  -4 = -r-  la  serie  es  convergente. 

*_>  + oo  4(/i  4 l)a  4 


18  1.  2>  + 1 + y+l  | 42  + 1 + 

* • -»a  i i • -is  i i • ah  i i i 


23  4 1 33  4 1 43  4 1 

n2  4 1 


ns  4 I’ 


■S»+i  — 


(n  4 l)2  4 1 *B+1  (n  4 l)2  4 1 *a  4 1 


(n  + l)s  + 1 ’ J.  (n  + 1)J  + 1 n*  + 1 


Como  lim  5,+1  = 1 es  un  caso  de  duda.  Ver  Problema  11. 

»-».  + 00  Sn 


Problemas  propuestos 

19.  Demostrar  que  se  puede  aplicar  el  criterio  de  la  integral  en  las  series  siguientes  y aplicarlo  para  determinar  su  cardcter. 

(а)  Et  (c)  E n Inn  (e)  E n*  + 1 ^ E (n  + l)(n  + 2)(n  + 3) 

(б)  E n(n  + 1)  (d)  E (n  + 1)  (n  + 2)  (j^  E e*  W E (2n  + 1)» 

SoL  (a),  (c),  (d),  (e)  divergente. 


20.  Determinar  el  car&cter  de  las  series  aplicando  los  criterios  de  las  series  mayorante  y minorante. 


(°)  £ 

w E 


w 2-^=7 

< r>  2j.  + i 
to  2-^- 


(0 

(/) 

(*) 

(/) 


E 3*+  1 

VI  w 

^ Vn 


(m) 

(«) 

(o) 

0») 


E 

E 

E 

E 


zi 

3«a  — 4 
1 

1 4 ln/i 

/i4  — 5 
*5 

i»4  1 

nV*n  — 2 


Jo/,  (o),  (/>),(</),(/),  (/),(*),(/)  para  /»>  2 convergente. 
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21.  Determinar  el  caracter  de  las  series,  aplicando  el  criterio  del  cociente. 
(«+!)(/«  + 2) 


(■>  2- 


{d)  2^, 


(n  + 1)2" 


Sol.  (a),  (6),  (c),  (e),(/),  (h)  convergentei 


w s 

(/>  2"(t) 


« £ 


(In  2)’ 


(A)  2 (In  3)" 
CO  £ 2* 


n(n  + 2) 


<'•>  2 £ 
(/)  2$ 


22.  Determinar  el  cardcter  de  las  series. 

(°)  4^+71’+  Toi-  + ^3T  + ' - ' 

(fc)  3 H + . — H r^=  + ' • ‘ 

#2  V T -^T 

w 1+T  + T+-iT  + ••• 

(</)  T + 3^4  + + 1^7-8 


+ • 


(e)  3 + T + Tf  + Tz  + ‘ " 

T + + 3 • 33  + 4 • 34  + ' ' ' 

So/,  (a),  (</),(/),  (#),  (/),  (/),  (0  convergente. 


/ 3 1 l 1 I 1 

w 2 ' 2 • 22  ' 3 • 2J 


4-  24 


+ 


,t,  2 , 3 , 4 , 5 , 

(*)  jtj  + j74  + TT  + + " ‘ 

12  14 

(0  y+  * + «*+*+■■• 

(0  1 + y + 3^1-  + js  + • • ' 

(k)  2 + y + -jo+T7+''' 

(0  2 2-4-6  2 • 4 • 6 • 8 

v'  5 5*8  5*8-11  5-8-11*14 


23.  Demostrar  el  criterio  de  la  serie  mayorante.  Ind.  Si  27c*  = C,  tendremos  que  {S'*}  estd  acotada. 

■*  n 

24.  Demostrar  el  criterio  de  la  serie  minorante.  Ind . j,  > ^ d{  > M para  n > m. 

i i 

P(n\ 

25.  Demostrar  que  si  P(n)  y Q(n ) son  polinomios  de  grados  p y q,  respectivamente,  la  serie  V , . es  convergente  si 

^ slip) 

q>  p + \ y divergente  si  q <p  + 1.  Ind.  Compdrese  con  l//i*~p. 


26.  Determinar  el  car&cter  de  las  series  aplicando  el  criterio  del  problema  anterior. 


(a) 


i +JL+  i +JL  + 


1 '2  2-3  3 *4  4 *5 


(b)  Y + Y + j2+jf+-‘- 

(c)  i + To+i  + i + " 

3 5 7 9 

(d)  T + 24  + 108  + T20  + 


(e) 


(/) 


(ff) 


1 + . 4 
1 O ^ 1 A9  ^ 1 


22  — 1 1 32 — 2 4*  — 3 52  — 4 


+ 


"l-  At  19  "l”  r ■»  A 9 


2®  — 1 2 3®  — 22  4®  — 32  5®  — 42 

2 + 3 + 4 + 3 +... 


1-3  ' 2*4  3*5  4*6 

Sol . (a),  (c),  (d)f(f)  convergente. 


27.  Demostrar  el  Criterio  de  la  Rafz:  Una  serie  de  t6rminos  positivos  27j*  es  convergente  si  lim  < 1 y divergente 

_ «-*+oo 

si  lim  tfTn  > 1.  El  criterio  nada  nos  dice  cuarido  lim  — 1.  Ind . Si  lim  < 1>  tendremos  ip's*  < r < 1, 

«->+oo  n->+oo  n->-|-oo 

para  n > mt  y sn  < r \ 


28.  Determinar  el  cardcter  de  las  series  aplicando  el  criterio  de  la  raiz. 

<“>  S >-•  <»EieV-  wE^- 


Sol . Todas  convergentes. 


Capitulo  49 


Series  de  terminos  negativos 

UNA  SERIE  cuyos  terminos  son  negativos  se  puede  considerar  como  opuesta  a una  de  terminos  positivos. 


SERIES  ALTERNADAS.  Una  serie  cuyos  terminos  son  alternativamente  positivos  y negativos, 

2 (— O'1”1  S«  = Sl  — + S»  ~ S*  + ■ ' ‘ + (— 1)”_1  + • • • (/) 

en  la  que  cad  a $ es  positivo  se  denomina  serie  alter  nada. 

I.  IJna  serie  alternada  (/)  es  convergente  si  (i)  s„  >$,+  i,  para  todos  los  valores  de  /?,  y fii) 
lim  s»  = 0. 

(Ver  Problemas  1-2.) 


CONVERGENCIA  ABSOLUTA.  Una  serie  £s„  = st  + s2  + • * * + $,  + * * • de  terminos  arbitraria- 
mente  positivos  y negativos  se  denomina  absolutamente  convergente  si  la  serie  de  valores  absolutos 
271$, | = |ji|  + \s2\  + |j3|  + * * ■ + |$,|  + • * • es  convergente. 

Toda  serie  de  terminos  positivos  es  absolutamente  convergente. 

Toda  serie  absolutamente  convergente  es  convergente.  (Vease  la  demostracion  en  el  Problema  3.) 

CONVERGENCIA  CONDICIONAL,  Si  la  serie  27$,  es  convergente,  siendo  divergente  la  de  valores 
absolutos  27|$,|,  recibe  el  nombre  de  conclicionalmente  convergente. 

Por  ejemplo,  la  serie  1 — £ + £ — £ + • * *,  es  condicionalmente  convergente,  ya  que  ella  es 
convergente  pero  la  serie  de  valores  absolutos  1 + £ + £ + i + ‘ * es  divergente. 


CRITERIO  DEL  COCIENTE  PARA  LA  CONVERGENCIA  ABSOLUTA.  Una  serie  de  terminos  ar- 

S/t-Yl  I 


bitrariamente  positivos  y negativos  es  absolutamente  convergente  si  lim 

rt— M oo 


< 1,  y divergen- 


te si  lim 

fl— ► ■ |-  oo 


$i  + l 


S„ 


> I.  Si  el  Hmite  es  igual  a 1,  nada  podemos  \aber  sobre  el  caracter  de  la  serie. 

(Ver  Problemas  4-12.) 


Problemas  resueltos 

1.  Demostrar  que  una  serie  alternada  s3  — s2  + s3  — sA  4-  * * * es  convergente  si  (i)  sH  > $,+1,  para  todos  los  valores  de  //, 
y (ii)  lim  sH  = 0. 

«— * f oo 

Consideremos  la  suma  parcial 

S2m  “ $ $ 2 * 'f-  *$2m-l  *^2m 

que  la  podemos  ordenar  como  sigue: 

(a)  S2m  (j,  — s2)  + (s3  — sA)  + • * • + — O 

(b)  S2m  = Jj  (J2  S3)  * (^2m-2  -Sam-l)  
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Por  hip6tesis,  sH  > sH+1  y sn  — sn+1  > 0;  luego,  por  (a),  S2m  > 0,  y por  (b),  S2m  < slt  Asi  pues,  la  sucesion  {5im}  estd 
acotada  y converge  hacia  el  lfmite  L < s,. 

Consideremos  ahora  la  suma  parcial  52m+i  = S2m  + s2m+i;  tendremos 

lim  5*m+i  = lim  S2m  + lim  s2m+i  “1  + 0 = 1 

m-* 4oo  m-»  + oo  m-H  oo 

Por  tanto,  lim  Sn  = L y la  serie  es  convergente. 

rt-».  + 00 


2,  Demostrar  que  las  siguientes  series  alternadas  son  convergentes: 

(a)  1 — + -i-  — -i-  + 


1 


1 


Sn~  n'  y 5*+1  “ (n  + 1) 


Por  tanto,  sn  > lim  j*  = 0,  y la  serie  es  convergente. 

' /!-►-(  OO 


(b)  1/2— 1/5  + 1/10—1/17+  • 
1 1 


n*  + Iy,t"+1  '(n+l)‘+l 

, , 1 2 3 4 

(c)  T“  e7  +e»'“7I  + ’ ‘ ’ 


; por  tanto,  sH  > sn+ly  lim 


oo  n2  + 


0,  y la  serie  es  convergente. 


La  serie  es  convergente,  ya  que  > jg+i  y lim  — = lim  — =0. 

-(  oo  e"  n-H-oo  e " 


3.  Demostrar  que  toda  serie  absolutamente  convergente  es  convergente. 

Sea  (a)  £sn  = sx  + s2  + s%  + st  + * * * + sn  + 

cuyos  terminos  son  positivos  y negativos  y supongamos  que  la  correspondiente  serie  de  terminos  positivos 

(*)  2 |r.|  = M + ksl  + k,|  + • • • + |*„|  + • • • 

converge  hacia  S'. 

Supongamos  que  la  enesima  suma  parcial  Sn  — $i  + s2  + s2  + • • - + sn  de  {a)  consta  de  r terminos  positivos 
cuya  suma  es  Pr  y t = n = r terminos  negativos  cuya  suma  es  — Qt . Es  evidente  que  Sn  = Pr  — Qtf  mientras  que  la 
correspondiente  suma  parcial  de  (b)  es  Si  = Pr  + Qt.  Como  lim  Si  = S',  las  sumas  parciales  Si  estan  acotadas. 

«-►+  OO 

Por  consiguiente,  las  sucesiones  {PT}  y { Q, } esUn  acotadas  y son  crecientes  a medida  que  aumenta  n.  Si  lim  Pr  = P 

«-►  j-OO 

y lim  Q{  — Q,  tendremos: 

lim  5*  = lim  Pr  — lim  Qt=P  — Q 

^ n-^  + oo  n-^  + oo  /j  ^ - oo 

y,  por  tanto,  la  serie  £sn  es  convergente. 


CONVERGENCE  ABSOLUTA  Y CONDICIONAL 

Determinar  si  las  series  siguientes  son  absoluta  o condicionalmente  convergentes. 

4-  1 ~ T + T “ ¥ + ' 


— . . , 1 1 1( 

La  serie  1 + y + y + y + 


5.  1 


obtenida  tomando  todos  los  terminos  positivos,  es  convergente,  por  ser  una 
serie  geometrica  de  r = £.  Por  tanto,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente. 

4 


2 3 

y + 37 


+ ■ 


.,23  4 

La  serie  1 + y + ^ + 


*,  obtenida  tomando  todos  los  terminos  positivos,  es  convergente,  por  el  criterio 
del  cociente.  Asi  pues,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente. 


6.  1 


1 1 

+ 


+ 


V2  Vi  V4 

La  serie  1 H H H \_z  + • • • es  divergente,  por  ser  una  serie  p con  p 1 • 1 . Asi  pues,  la  serie 

V2  -v/T  V* 
dada  es  condicionalmente  convergente. 
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_ 2_ . J_  3_  . J 4_  , 1 

7’  2 3 * 23  + 4 ' 33  5 * 43  h 


i ■ i , 2 1 , 3 1 , 4 1 

La  sene  I 


* es  convergent,  ya  que  es  trmino  a trmino  me  nor  o igual 
a la  serie  p con  p — 3.  Asf  pues,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergent* 


t.  2 4.1  + 4.'  4. i + 

3 4 2 5 3 6 4 


La  serie  y + T ‘ T + T ‘ T + 6 ’ T h 


es  divergente,  ya  que  es  termino  a trmino  mayor  que  J(serie 
arm6nica).  Por  tanto,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente. 


„ . 2s  25  V 

9 ■ 2_3T  + TT_  7T  + 

23  2s  27 

La  serie  2 + yj  + 5l  + 7l  + 
absolutamente  convergente. 

1 4.9  16 


10. 


+ 


2 2*  + 1 3»  + I 4s  + I 

4 9 


+ 


22n 


(2/i-  1)! 


La  serie  -y  4-  v + , 


4-  ■ 


4-  ■ 


16 


33  + 1 ' 43  + 1 
serie  dada  es  condicionalmente  convergente. 


es  convergente  (criterio  del  cociente)  y la  serie  dada  es 


+ 


n 3 4-  1 


es  divergente  (criterio  de  la  integral)  y la 


11. 


2s  + 


■ + 


33+l  4s  4-  I 


+ 


I 1 2 

La  serie  — + 


4-  ■ 


3s  + I 4s  4-  1 


+ 


/i3  + 1 


es  convergente,  ya  que  es  trmino  a t6r- 


12. 


mino  menor  que  la  serie  p para  p — 2.  Por  tanto,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente. 

1 


1 +.  1 


La  serie 


2 * 23  3 * 23 

1 


4 • 2* 


+ 


1*2 


1 1 


2*2* 


4-  • 


es  convergente,  ya  que  es  tdrmino  a tdrmino  menor  que  o igual 


3 * 23  ’ 4 * 24 

a la  serie  convergente  geometrical  -h  4-  -4-  + 4-  * * *.  Por  tanto,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente. 

2 4 a 16 


Problemas  propuestos 


13.  Determinar  si  las  series  alternadas  siguientes  son  convergentes  o divergentes. 


SoL  {a\  {b)y  (d)y  (e)  convergente. 


*•> 

« E'-'^irnr 


14.  Determinar  si  las  series  siguientes  son  condicional  o absolutamente  convergentes. 


w 2 


(— D-1 

\/ft(n  4-  1) 


</>  Stt 


« S^TTT 

<*> 


5b/.  (a),  (c),  {d)t  (/),  (A)  absolutamente  convergente. 


Capitulo  50 


Algebra  de  las  series 

OPERACIONES  CON  SERIES.  Sea 

Esn  = Si  52  + $3  + * * * + Sn  + * ' ' {1) 

una  serie  y Et„  la  serie  obtenida  a partir  de  la  anterior  agrupando  sus  terminos  mediante  parentesis 

(asociacion  de  terminos).  Por  ejemplo, 

Etn  = (5!  + $2)  + ($3  + $4  + $5)  + ($6  + 57)  + ($®  + $»  + $10  + $ll)  + * * ‘ 

I.  La  suma  de  una  serie  convergente  no  varia  al  agrupar  sus  terminos  mediante  parentesis 

(propiedad  asociativa). 

II.  El  caracter  de  una  serie  divergente  de  terminos  positivos  no  se  modifica  al  agrupar  sus 

tdrminos  mediante  pardntesis  (propiedad  asociativa).  Sin  embargo,  la  serie  obtenida  al 
agrupar  los  terminos  en  una  serie  divergente  cuyos  elementos  sean  arbitrariamente  posi- 
tivos y negativos  puede  ser  o no  divergente.  (Ver  Problema  1-2.) 

Sea  Eu„  una  serie  obtenida  a partir  de  (/)  por  reordenacion  de  sus  terminos.  Por  ejemplo, 
Eun  = Si  -\-  $3  $2  $4  $6  $5  * * * 

III.  Toda  serie  obtenida  por  reordenacion  de  los  terminos  de  una  absolutamente  convergente 
converge  absolutamente  hacia  la  misma  suma. 

IV.  ^ Ordenando  convenientemente  los  terminos  de  una  serie  condicionalmente  convergente  se 

puede  obtener,  o bien  una  serie  divergente,  o una  serie  convergente  cuya  suma  sea  un 
ntimero  prefijado.  (Ver  Problema  3.) 


ADICION,  SUSTRACCION  Y MULTIPLICACION.  Dadas  las  series  Esn  y Etn,  las  series  suma  Eun 
diferencia  Evn  y producto  Ewn  vienen  dadas  por 

Eun  = E(s„  + t„) 

Ev„  = E(s„  — t„) 

Ewn  = s + (sxt2  f $**i)  + (Va  + stfz  + $s'i)  + * * * 

V.  Si  Esn  converge  hacia  S y Etn  converge  hacia  r,  E(sn  + tn ) converge  hacia  S + T y 
E(sn  — t„ ) converge  hacia  S — T.  Si  Es„  y Et»  son  absolutamente  convergentes,  tambien 
lo  son  E(sn  ± tn )• 

VI.  Si  Esn  y Etn  son  convergentes,  su  serie  producto  Ewn  puede  ser  o no  convergente.  Si  Es„ 

y Etn  son  convergentes  y por  lo  menos  una  de  ellas  es  absolutamente  convergente,  la 
serie  Ewn  converge  hacia  ST.  Si  Es„  y Etn  son  absolutamente  convergentes,  tambien 
lo  es  Ew„.  (Ver  Problemas  4-5.) 


CALCULOS  CON  SERIES.  La  suma  de  una  serie  convergente  se  puede  obtener  facilmente  siempre 
que  la  enesima  suma  parcial  se  pueda  expresar  en  funcion  de  n como  ocurre,  por  ejemplo,  con  una 
serie  geometrica  convergente.  Cualquier  suma  parcial  de  una  serie  convergente  es  un  valor  aproxi- 
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2M 


mado  de  la  suma  de  la  serie.  Si  se  va  a utilizar  como  valor  de  S su  aproximado  Sn  es  necesario  co- 
nocer  un  Hmite  o cota  dc  error  de  la  difcrencia  |S„ — S |. 

Si  la  suma  tic  una  scnc  convcrgcntc  Es„  cs  S7  tcndrcmos 

S = Sn  + R* 

en  donde  Rn  se  denomina  «resto  de  la  serie»  y representa  el  error  que  se  comete  al  quedarnos  con 
la  suma  parcial  enesima  s„  en  lugar  de  con  la  verdadera  suma  S.  En  los  problemas  siguientes  se 
da  una  cota  de  este  error  en  la  forma  Rn  < a para  las  series  de  tdrminos  positivos,  y en  la  forma 
\Rn\  < a para  las  series  de  terminos  arbitrariamente  positivos  y negativos. 

Para  una  serie  alternada  convergente  sx  — s2  + sz  — sA  + * • •, 

Rzm  = 1 S^m  + 2 + S&n  + Z — ^2mH  4 + * ' * < S2m  + 1 

y 1 = J 2m  + 2 H“  -S2m  + 3 4 S*m  ] 5 * * * ]> $2m+2 

ver  Problema  1,  Capitulo  49.  Por  tanto, 


VII. 


VIII. 


IX. 


X. 


En  una  serie  alternada  convergente,  \Rn\  < sn+il  ademas,  Rn  es  positivo  cuando  n es 
par  y negativo  cuando  n es  impar.  (Ver  Problema  6.) 


En  la  serie  geometrica  convergente  Ear*'1, 


\R. 


arn 

1^7 


Si  la  serie  de  terminos  positivos  Esn  converge  por  el  Criterio  de  la  Integral,  se  tiene 


Rn  <C 


f(x)  dx  para  n > f 


(Ver  Problemas  7-9.) 


Si  Ecn  es  una  serie  de  terminos  positivos  convergente  y para  las  series  Esn  se  verifica  que 
Sn  < c»  para  todo  valor  de  n > nu  se  tiene 

+ oo 

Rn  < ^ Para  n > ni  (Ver  Problemas  10-12.) 

n + 1 


Problemas  resueltos 


1.  Dada  la  serie  Zsn  = sx  + s2  + + * * • + sn  + • * * de  terminos  positivos,  a partir  de  ella  se  obtiene  la  serie 

Ztn  = (jj  + j2)  + sz  + (j4  + J5)  + + * * *»  agrupando  media nte  patentesis  los  terminos  de  la  primera  siguiendo  el 

criterio  2,  1,  2,  1,  2,  1,  . . . Las  sumas  parciales  de  ZrH  son  Tx  — S2,  T2  = £a,  Tz  = S5,  Tx  = 5,  • * * . Si  Zsn  converge 
hacia  S,  tambten  convergera  hacia  este  valor  Ztn7  ya  que  lim  Tn  = lim  Sn.  Si  Zsn  es  divergente,  la  sucesi6n  {£*} 

«-►  l-oo  n-H  oo 

no  estar&  acotada  y tampoco  lo  esta  { Tn };  por  tanto,  ZtH  es  divergente. 


2. 


La  serie  Z ( — l)"-1  - \ es  divergente.(^Por  qu6?)  Cuando  la  agrupamos  de  la  forma 


(3_A) 

+ /1_ 

l\  + i 

1 11 

_»\  + . 

Mm-l  _ 

4 m + 1 \ 

l 2J 

+ U 

4)  + ! 

i 5 

*)  + 

+ \ 2m  — 1 

2m  ) 

la  serie  es  convergente,  ya  que  el  termino 


general 


' 4 m — 1 

4m  + 1 \ 

i 2m  — 1 

2m  j 

1 J_ 

4m2 — 2m  < m a* 


3.  La  serie  (a)  1 j 4-  * + 


■ 4- 


In  — 1 


■ -=—  + * * • es  convergente,  ya  que  se  puede  agrupar  de  la  forma 
In 


|l Lj  + . • • + |-~—j + • • -que  conduce  a la  serie  convergente  4-  + ^2  + Jb  + * = 

Cuando  (a)  se  agrupa  segun  la  norma  H 1 • ■ te nemos  1 1 — j — i-J  + i.  — g")  + • • ■ + 

L2 J ±U 

\ 2/1  — 1 4/1  — 2 An] 


oseaT  + i + i + 


= ~2A' 
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. _ , 3+1  3s  + 23  3"  + 33 

4.  Demostrar  que  — . + ,,  _ + — , ,,  + 


Como 


3 * I -3* -2 

3-  + /Is  I 


33.33 


3"  +/13 
^ 3n  * «3  ^ 


• es  convergente. 


+ la  serie  dada  es  igual  a la  suma  de  las  series  ^ ^ y ^ Como  6stas  son  con- 


3"  ■ /i3  n 

vergentes,  segun  el  teorema  V,  la  serie  dada  es  convergente. 


3"  4-  n 

5*  Demostrar  que  la  serie  ^ es  divergente. 

3-_h/l  /11\  1 

Supongamos  que  ^ ^ I—  + 3" ) es  conver8ente-  Luego,  como  ^ — es  convergente  (ver  teore- 

ma  AO  tambi6n  lo  serd  ^ Como  esto  es  falso,  la  serie  dada  es  divergente. 

6*  Hallar  el  error  cometido  cuando  275*  = 1 — i + i — A + '**  se  aproxima  por  sus  10  primeros  tdrminos. 

(b)  cCudntos  tdrminos  se  deben  {Je  tomar  para  hallar  el  valor  de  la  serie  con  un  error  menor  que  0,05  ? 

(a)  Esta  es  una  serie  alternada  convergente.  El  error  Rl0  < sn  — 1/11*  = 0,0083. 


(b)  Como  |^*|  < sn+ 1,  haciendo  sn+1  = 
hay  que  tomar  cuatro  tdrminos. 


1 


(n  + 1 y 


— 0,05,  tendremos  (n  + 1)®  = 20  y n — 3,5.  Por  consiguiente. 


I*  +00 

7.  Demostrar  que  Rn  < f(x)dx.  Ver  el  teorema  IX. 

En  la  figura  del  Problema  1,  Capitulo  48,  supongamos  que  la  aproximacidn  del  drea  limitada  por  la  curva  por 
medio  de  la  de  rectdngulos  menores,  se  extiende  a la  derecha  de  jc  = /i.  Tendremos 

r +00 

Rn  = sn+1  + sH+i  + sn+ 3 + * * ■ < J f(x ) dx 

8.  Hallar  el  error  cometido  cuando  ^ se  aproxima  por  sus  10  primeros  tdrminos. 

Aplicando  el  criterio  de  la  integral,  la  serie  es  convergente  (Problema  3,  Capitulo  48).  Por  consiguiente, 

„ 1 f+co  dx  1 r » dx  1 _.  / 1,1.  1 

Rio  < -r  -7  = 7 lim  — = — lim  ( h 77 r = 777  = 0,025 

4 J10  x * 4 «-P+ooJ10  xz  4 w-P+oo  \ u 10  f 40 

9.  Calcular  el  ntimero  de  t^rminos  que  hay  que  tomar  para  calcular  ^ ^ ^ con  un  error  menor  que  0,00001. 

Esta  serie  es  convergente  por  comparacidn  con  la  ^ la  cual,  a su  vez,  es  convergente  por  el  criterio  de  la  integral. 

>*.<  J 


Por  tanto 
mar  13  tdrminos. 


+°°  dx  1 1 

— = — _ . Tomando  = 0,00001,  serd  n*  = 25.000  y u = 12,6.  Asi  pues,  hay  que  to* 
N x 4/r  4/1* 


10.  Calcular  el  error  cometido  cuando  ^ — j-  se  aproxima  por  sus  12  primeros  tdrminos. 

Segiin  vimos,  esta  serie  es  convergente  (Problema  8,  Capitulo  48)  por  comparacidn  con  la  serie  geomdtrica  ^ 

(t)11 


Por  tanto,  el  error  Ru  en  la  serie  dada  es  menor  que  el  error  R{t  en  la  serie  geomdtrica,  es  decir,  Rlt  < Ri%  = 
1 


1-t 


= 2il  =0.«»5. 

1 1 (i)1*  1 

Podemos  hacerlo  mejor.  Para  n > 6,  — ; < ; luego,  R12  < -7-- — =-  = -■= — 7 n-  = 0,00000008. 

n ! 4 A 1 — £ j * 4 

11.  Hallar  el  error  cometido  cuando  275*  = $ 4*  i(f)*  4-  Kf)3  + i(f)4  + • • * se  aproxima  por  sus  10  primeros  tdrminos. 

j«+i  __ 

3. 


Aplicando  el  criterio  del  cociente,  la  serie  es  convergente,  ya  que  -n+1  = \ [ — ~—r\  y r = lim 

Sn  j \/I  T 1 / n-p+i 


+00  st 


serie 


s 2 

Como  "+1  < — , para  todo  valor  de  /i,  tendremos  que  la  serie  dada  es  t6rmino  a tdrmino  menor  que  o igual  a la 
5*  3 

(2  V11  / 2 l12  / 2 \13  (2/3V1  2U 

t)  + (t)  + (t)  + ■ ■ ■ = ] 2/3  = 310  = O’04- 
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Se  puede  obtener  mejor  aproximacion  observando  quc  despues  del  decimo  termino  la  serie  dada  es  termino  a ter- 
mine  menor  que  la  £ (|p  = £ ~ ({)"  (j)'"  = = 0,004. 

12  3 4 

12.  Hallar  el  error  cometido  cuando  ^‘y’*==y^^+33+y4+'*‘sc  aproxima  por  sus  10  primeros  terminos. 

Apiicando  el  criterio  del  cociente,  la  serie  es  convergente,  ya  que  ^"~1  = ~ / n + M y r = Como 

3 \ n / 3 3 


para  todo  valor  de  n,  no  podemos  utilizar  la  serie  geontetrica  ^'(1/3)’'  como  serie  de  comparacion.  Ahora  bien, 


■ *■+!  I 


s 4 

es  una  sucesidn  creciente  y — = — ; luego  a partir  del  d6cimo  termino  la  serie  dada  es  termino  a termino  menor 

Jii  11 

^ / 4 V1*-1  11/4  V"*1  ^11/4  I"-1  121 

que  o igual  a la  serie  geom&rica  2,  *11(77)  = 3“  ( 71 ) ‘ Luego  *10  < 2j  311(71  ) = 7 • y = O-00009758 

< 0,0001. 


Problemas  propuestos 


13.  Ordenar  los  terminos  de  1 — b + i — i + * • * para  obtener  una  serie  convergente  cuya  suma  sea  (a)  1,  ( b ) — 2* 

Ind.  (a)  Se  pueden  tomar  los  nx  primeros  t6rminos  positivos  hasta  que  su  suma  sea  mayor  que  1 ; a continuacidn, 
los  n%  primeros  terminos  negativos  hasta  que  su  suma  resulte  inferior  a 1,  y asi  sucesivamente. 


14.  iSe  puede  obtener  una  serie  convergente  sumando  dos  divergentes?  Poner  un  ejemplo. 

✓ l)"-1 

15.  (a)  Hallar  el  error  cometido  cuando  la  serie  ^ — — se  aproxima  por  sus  50  primeros  terminos. 

(i b ) Hallar  el  ntimero  de  terminos  que  hay  que  tomar  para  que  el  error  sea  menor  que  0,000005* 

SoL  (a)  0,01,  (b)  100.000 

/ iy*~j 

16.  (a)  Hallar  el  error  cometido  cuando  ^ ^ — se  aproxima  por  sus  8 primeros  terminos. 

(b)  Hallar  el  numero  de  terminos  que  hay  que  tomar  para  que  el  error  sea  menor  que  0,00005. 

SoL  (a)  0,0002,  (b)  11 

17.  (a)  Hallar  el  error  que  se  comete  cuando  la  serie  geometries  ^ — se  aproxima  por  sus  6 primeros  terminos. 

(b)  Hallar  ©1  numero  de  terminos  que  hay  que  tomar  para  que  el  error  sea  menor  que  0,00005.  Sol . (a)  0,05,  ( b ) 16 

18.  Demostrar  que  si  la  serie  de  terminos  positivos  Esn  es  convergente  por  comparaci6n  con  la  serie  geometries  2>n, 

r»+i 

0 < r < 1,  se  verifies  R*  < — . 


19.  Hallar  el  error  que  se  comete  cuando: 

(a)  ^ ||_  i |<  2 yr)  sc  aProx*ma  P°r  sus  6 primeros  terminos. 

(b)  ^ 3 + 4*  S ) 86  aProx*ma  Por  sus  primeros  terminos. 

SoL  (a)  0,0007,  (b)  0,00009 

20.  Las  series  (a)  ^ ^ y ( b ) ^ ^ +”1)3*  SOn  conver8entcs  Se8un  el  criterio  del  cociente.  Hallar  el  error  que  se 

comete  cuando  ambas  se  aproximan  por  sus  8 primeros  terminos.  SoL  (a)  0,00009,  (b)  0,00007 


21.  En  una  serie  p cpnvergente,  demostrar  que  Rn  < 


1 

(/?_l)/lP=r* 


Ind . Ver  Problema  9. 


22.  Las  series  (a)  y,--3—  y (b)  ^ son  convergentes  por  comparaci6n  con  una  serie  p apropiada.  Hallar  el. 

error  que  se  comete  cuando  ambas  se  aproximan  por  sus  6 primeros  terminos  y determinar  el  numero  de  terminos  que 
hay  que  tomar  para  que  el  error  sea  menor  que  0,005.  SoL  (a)  0,014;  10  terminos  ( b ) 0,002  ; 5 terminos. 
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Serie  de  potencias 

UNA  SERIE  de  la  forma 

+ °o 

2 ox'  = = co  + Cix  + CtX*  + • • • + cHxn  + • • • (7) 

i=  0 

en  la  que  los  coeficientes  son  constantes,  recibe  el  nombre  de  serie  de  potencias  de  x . Analogamente 
una  serie  de  la  forma 

+ 0° 

y/i(x  — a)‘  = 2 o(x  — a)1  = c0  + o(x  — a)  + c2(x  — a)*  + ■ • ■ + c„(x  — a)"  + • • • (2) 

t - 0 

se  denomina  serie  de  potencias  de  (x  — a ). 

Para  cada  valor  de  jc,  las  series  (7)  y (2)  se  transforman  en  series  numericas  convergentes  o di- 
vergentes  (ver  Capitulos  48  y 49). 

CAMPO  DE  CONVERGENCES.  Es  el  conjunto  de  los  valores  de  x para  los  cuales  una  serie  de  po- 
tencias es  convergente.  Evidentemente,  (7)  es  convergente  para  x = 0,  y (2)  lo  es  para  x = a.  Cuando 
existan  otros  valores  de  jc  para  los  cuales  las  series  (7)  6 (2)  sean  convergentes,  estas  lo  seran,  o bien 
para  todos  los  valores  de  „r,  o bien  para  todos  los  valores  de  x pertenecientes  a un  intervalo  finito 
(abierto,  cerrado  o semiabierto)  cuyo  punto  medio  es  x = 0 para  (7)  y x = a para  (2). 

El  campo  de  convergencia  se  determina  por  medio  del  criterio  del  cociente  de  la  convergencia 
absoluta,  junto  con  otros  criterios  de  los  Capitulos  48  y 49  aplicados  a los  extremos. 

(Ver  Problem  as  1-9.) 

CONVERGENCIA  Y CONVERGENCIA  UNIFORME.  Los  teoremas  que  figuran  a continuacion  se 
refieren  a las  series  del  tipo  (7)  que  son  igualmente  validos  para  las  del  tipo  (2),  una  vez  efectuadas 
en  estas  ciertas  transformaciones. 

Consideramos  la  serie  de  potencias  (7)  y representemos  por 

n-1 

S„(x)  = ^CjX1  = C0  + Cx*  + C2X 2 + * * * + C„- 1 X*-1 
i = 0 

la  suma  parcial  m-sima,  y sea 

-I-  oo 

R„(x)  = ^CkXk  = C„Xn  + Cn+l  X"+1  + C„  + 2 X"+*  + • 1 1 

k—n 

el  resto  de  la  serie . En  estas  condiciones, 

2 ex1  = S„(x)  + R„(x)  (5) 

Si  para  x = x0,  Zctx*  converge  hacia  5(x0),  un  niimero  finito,  tendremos  lim  S„Or0)  = S(-v0)- 

/I-v  + OO 

Como  |S(xc)  — ^(.Vq)  I = 7?b(x0)  I,  lim  I S(x0)  — S„(x0)  | = lim  7?„(x0)  = 0. 

n->  -go  + 

Asi,  pues,  Zctx*  es  convergente  para  x = .v0  si,  dado  un  numero  positivo  e tan  pequeno  como 
queramos,  existe  un  entero  positivo  m tal,  que  para  todo  n>m  se  verifica:  |7?„(x0)|  < e. 

Observese  que  m depende  no  solo  de  e (ver  Problema  12,  Capitulo  47)  sino  tambien  del  valor  x0 
de  jc.  (Ver  Problema  10.) 

En  el  Problema  11  se  demuestra  que: 

I.  Si  ZciX 1 es  convergente  para  jc  = x1  y si  |x2|  < \*i\,  la  serie  es  absolutamente  convergente 

para  x = x2. 


237 


238 


SERIE  DE  POTENCIAS 


[CAP.  51 


Supongamos  ahora  que  (7)  es  absolutamente  convergente,  esto  es  E\ciX*\  es  convergente 
para  todos  los  valores  de  x de  manera  que  |x|  < P.  Eligiendo  un  valor  de  x,  X = p 6 x = — p , 
siendo  |x|  = p < P,  como  (7)  es  convergente  para  \x\  = />,  se  deduce  que,  dado  un  t >0 
tan  pequeno  como  queramos,  existira  un  entero  positivo  m tal,  que  para  todo  n > m se  ve- 

+ oo 

rifica  ^ \CkPk\  < €*  Haciendo  variar  a x dentro  del  intervalo  \x\  < p,  cualquier 

k=  n 

-f  oo 

termino  de  |/?*(x)|  = ^ |c*x*|  tiene  su  valor  maximo  para  \x\  = p;  por  tanto,  |/?„(x)|  al- 

k=  n 

canza  su  valor  m&ximo  en  el  intervalo  \x\  < p para  |x|  = p. 

Por  consiguiente,  con  estos  e y m se  verifica  que  |/?„(x)|  < c para  todos  los  valores  de  x 
que  cumplan  la  desigualdad  \x\  < p,  es  decir,  m depende  de  c y de  p pero  no  del  valor  x0 
de  x perteneciente  al  |x|  < />,  como  ocurre  en  la  convergencia  ordinaria.  En  estas  condicio- 
nes,  (7)  es  uniformemente  convergente  en  el  intervalo  |xj  < p.  En  resumen,  hemos  demostra- 
do  que: 

II.  Si  EciX 1 es  absolutamente  convergente  para  |x|  < P lo  sigue  siendo  para  \x\<p<  7>. 

Por  ejemplo,  la  serie  E{ — lyx'  es  convergente  para  |x|  < 1.  Segun  el  Teorema  I,  es  abso- 
lutamente convergente  para  |x|  < 0,99,  y segun  el  Teorema  II,  es  uniformemente  conver- 
gente para  |x|  < 0,9. 

III.  Una  serie  de  potencias  representa  una  funcion  continua  en  el  campo  de  convergencia  de  la 

serie.  (Vease  la  demostracion  en  el  Problema  12.) 


IV.  Si  Ectx*  converge  hacia  la  funcion  /(x)  en  un  intervalo  I,  y si  a y b pertenecen  a dicho  inter- 
valo, se  verifica 


r b 


f(x)  dx  = 2 


Cix1  dx 


r b 


c0  dx 


CiX  dx  + 


c2x2  dx  + 


r b 


+ 


Cn- 1 X"-1  dx  + 


V.  Si  Ecix*  converge  hacia  /(x)  en  un  intervalo  I,  la  integral  definida  2 


(Vease  la  demostracion  en  el  Problema  13.) 

+ 00  r* 

CtX 1 dx  converge 


/=  o ' 


hacia  g(x)  = 


/(x)  dx  para  todo  valor  de  x perteneciente  a dicho  intervalo. 


VI.  Si  Ectx1  converge  hacia  la  funcion  /(x)  en  el  intervalo  I,  la  derivada  de  la  serie  ^ ^ (C/;c/)  con’ 
verge  hacia  f\x)  para  todo  valor  de  x perteneciente  a dicho  intervalo. 


VII.  La  representacion  de  una  funcion  f(x)  en  serie  de  potencias  de  x es  tinica. 


Problemas  resueltos 


1.  Determinar  el  campo  de:  convergencia  de  x — Jx2  + Jx3  — Jx4  + • * * + ( — l)"-1  \ jn  x"  + • ■ \ 
Aplicando  el  criterio  del  cociente, 


x 


lim 


n — ► -4*  oo 


lim 

oo 


X”+1 

iTT 


n 

x" 


|x|  lim 


-f  oo  ft  ~ hi 


La  serie  es  absolutamente  convergente  para  |x|  < 1,  y divergente  para  |x|  > 1.  En  los  extremos  x = 1 y 
— 1,  hemos  de  ver  el  cardcter  de  la  serie  por  separado. 

Para  x = 1,  la  serie  es  1 — £ + £ — J + • • • que  es  condicionalmente  convergente. 

Para  x = — 1,  la  serie  es  — (1  + £ + £ + • • 0 que  es  divergente. 

Por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente  en  el  intervalo  — 1 < x < 1 . 
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2.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  1 

2 ! 3 ! n ! 


lim 


= lim 

n— > + 00 


(n  + 1)  ! xH 


La  serie  dada  es  convergente  para  todos  los  valores  de  x. 


3.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  x 2 + — — — — h — — — — \- 


lim 

»-►  + °0 


(Jt  — 2)" 


n+.l  {x  — lY 


2 ' 3 

= iJt  — 2|  lim 


/i  + 1 


!im  — J— 

»— ► + 00  ft  ~f-  I 


+ <±=21  + 


= \x  — 2 1 


La  serie  es  absolutamente  convergente  para  |jc  — 2|  < 1 6 1 < * < 3 y divergente  para  |jc  — 2 1 > 1 o para  x < 1 
y x > 3. 

Para  x — 1,  la  serie  es  — I + £ — i + i — * * * y para  x — 3,  es  la  1 -f  i 4-  £ 4-  i 4-  * * \ La  primera  es  conver- 
gente y la  segunda  divergente.  Por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente  en  el  intervalo  1 < x < 3,  y divergente  fuera  de  61. 


4.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  1 + X + — — — — \-  — — + 


lim 


(x  — 3)"  (n  — iy 


(x  — 3)"’1 


2? 


= Ijc  — 3|  lim 


32 


+ t»~3>L-L  + 


(«  — l)2 


T-m  - 


La  serie  es  absolutamente  convergente  para  Ix-r  3|  < 1 o sea  2 < x < 4,  y divergente  para  \x  — 3|  > 1 o para 
x < 2 y x > 4, 

Para  x = 2,  la  serie  es  1 — 1 + J J + * - •;  y para  jr  = 4feslal  + l+  ± + J+  --  - Como  ambas  son 
absolutamente  converge ntes,  la  serie  dada  es  absolutamente  convergente  en  el  intervalo  2 < x < 4,  y divergente  fuera 
de  61.  Obs6rvese  que  el  primer  t6rmino  de  la  serie  no  corresponde  al  valor  que  toma  el  termino  general  para  n — 0. 


5.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  X — h — — h 


lim 

\,  n->  + go 


VT 

(jt  + i)"+1 


+ ^±^L  + 


V2  ' vT  yfh 


\x  + 1 1 lim 

»— > + 00 


Vn+  1 (*  + D" 

La  serie  es  absolutamente  convergente  para  \x  -4-  1 1 < 1 o sea  - — 2 < x < 0 y divergente  para  x ■<  — 2 y jc  > 0. 


Para  x = — 2,  la  serie  es  — 1 4- 


1 +.  1 


A/2  A/3  a/4 


y para  * = 0,  es  la  1 4-  — ^ 4-  4-  — ^ 4- 

V2  V3  V4 


La  primera  es  convergente  y la  segunda  divergente  Upor  qu6?).  Por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente  en  el  intervalo 
— 2 < x < 0 y divergente  fuera  de  61. 


6.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  1 4-  -x  + 2 ^jrg  4-  ^ — 


x3  4- 


Este  es  la  serie  bin6mica.  Para  valores  enteros  y positivos  de  m es  un  desarrollo  finito;  para  los  dem&s  valores  de  m es 
una  serie. 


lim 

»-*  + «> 


m{m  — 1 )(m  — 2)  • • * (m  — n 4-  1)jc* 

— 


= 1*1 


lim 

»— > + 00 


m — n 4-  1 
n 


. (/»  — 1) ! 

m(m  — l)(m  — 2)  * * ■ (m  — n 4-  2)xn~1 

- 1*1 


La  serie  es  absolutamente  convergente  para  |jc|  < 1 y divergente  para  |jc|  > 1. 


En  los  extremos,  x = ± 1,  la  serie  es  convergente  si  m > 0,  y divergente  si  m < — 1.  Cuando  — 1 < m < 0,  la 
serie  es  convergente  para  x = 1 y divergente  para  x = — 1.  Para  demostrar  estas  conclusiones,  se  debe  recurrir  a teo- 
remas  que  no  se  han  incluido  en  el  Capitulo  48. 


j^7 

7*  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  x — + 1 T + 


lim 

»-►  + 00 


2/1—1 


2/i  + 1 


+ (-l)"-1 
2/1  — 1 


2/i  — l 


+ 


iim  - . 1 

n->  + 0D  Ln  1 


La  serie  es  absolutamente  convergente  en  el  intervalo  x2  < 1 o sea  — 1 < x < 1. 

Para  x = — 1,  la  serie  es  — 1 + J — i + ! ■ y para  * = 1,  es  la  1 — | + *•*.  Ambas  series  son 

convergentes ; por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente  para  — 1 < x < 1 y divergente  fuera  de  61. 
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8.  Determinar  el  campo  de  convergencia  de  (x  — 1)  + 2 ! (x  — l)2  + 3 ! (x  — l)3  + * * + n!  (x  — 1)*  4- 


lim 

n -♦  + oo 


(n  + 1)!  (x-l)"+1 
nl  (x  — l)” 


La  serie  es  convergente  solo  para  x = 1, 


|x  — 1|  lim  (n  4-  1)  = « 

n -►  + oo 


12  3 

Determinar  el  campo  de  convergencia  de  - — | + + 

2x  4x*  8x5 


2*x* 


Esta  es  una  serie  en  potencias  de  1/x. 


lim 

X -+  + 00 


n ~h  1 
2H+1  xH+i 


2"x" 

n 


1 

2|x| 


lim 

n -►  + ao 


to  + 1 
n 


1 

2|*| 


La  serie  es  absolutamente  convergente  para  — - — - < 1 o sea  |x|  > J. 

Z \X  | 


Para  x ~ £,  la  serie  esl  + 2 + 3 + 4+  • • y para  x ~ — i,  es  — 1 +2  — 3+4  — * * *.  Ambas  series  son  diver- 
gentes.  Por  tanto,  la  serie  dada  es  convergente  en  los  intervalos  x < — \ y x > y divergente  en  el  intervalo 
— h < x < }. 


10.  La  serie  1 — x + x* — x3+  * * * + ( — I)*x*  + * * • es  convergente  para  |x|  < 1.  Dado  « = 0,000001,  calcular  m 
cuando  (a)  x = \ y (b)  x = \ de  tal  forma  que  l/f^x)  | < € para  n > m. 

+ Op 

R.(x)  = 2 (— por  tanto, 


!*-(*)!  = 


2 (-i)k(4)‘ 

k = n 


*(*)-*  y 


2 (-Dk(i)‘ 

k~n  3 


W1 


(a)  Tenemos  que  encontrar  m de  forma  que  para  n > m se  verifique  i(£)"-1  < 0,000001  o sea  1/2"-1  < 0,000003. 
Como  l/2»  = 0,000004  y 1/21#  = 0,000002,  m - 19. 

iff)  Tenemos  que  encontrar  m de  forma  que  para  n > m se  verifique  Ki)"-1  < 0,000001  o sea  1/4"-1  < 0,000005. 
Resulta  m = 9. 


11.  Demostrar  que  si  una  serie  Zcfx*  es  convergente  para  x = xx  y que  si  |x2|  < Ixd,  Ja  serie  es  absolutamente  convergente 
para  x = x2. 

Como  Zdx{  es  convergente,  lim  cHxl  = 0,  ver  Teorema  XV,  Capitulo  47,  y { Ic^xf  1}  estara  acotada  por  ser 

tt — ►-t'OO 

convergente,  luego  0 < |c,x7l  < K para  todos  los  valores  de  n.  Supongamos  \x2lx,  | = r,  0 < r < 1;  tendremos 

lc»**l  = \c.x'\  ’ \x'Jx'i\  = |e,*rl  ' |*j/xi|"  < Kr * 

y Z |c»xj|,  por  ser  termino  a termino  menor  que  la  serie  geomdtrica  convergente  ZKrny  es  convergente.  Asi  pues,  la 
serie  Zcfx\  es  absolutamente  convergente. 


12.  Demostrar  que  una  serie  de  potencias  representa  una  funcion  continua  fix)  en  el  campo  de  convergencia  de  Ja  serie. 

Sea  /(x)  = 27c,x*  = S„(x)  + /?B(x).  Para  un  valor  cualquiera,  x = x0,  del  campo  de  convergencia  de  ZV,x'  existe, 
segun  el  teorema  I,  un  intervalo  / de  x0  en  el  cual  la  serie  es  uniformemente  convergente.  Para  probar  que  fix)  es  continua 
enx  = x0,  es  necesario  demostrar  que  lim  |/(x0  + Ax)  — /(x0)  | = 0 con  x0  + Ax  perteneciente  a /;  es  decir,  ten- 

dremos  que  demostrar  que,  dado  un  € tan  pequeflo  como  queramos,  existe  un  Ax  de  manera  que  x0  + Ax  pertenece  a / 
y | fix0  + Ax)—fix0)  | < €. 

Ahora  bien,  si  Ax  es  tal  que  x0  + Ax  pertenece  a /, 

(i)  | f(Xo  + Ax)  — f{x o)  | = | Sn{x o + Ax)  + Rnix 0 + Ax)  — Sn(Xo)  — Rn(xo)  I 

— | 5»(xo  + Ax)  — 5«(xo)  | + |/?»(xo  + x)|  + | R*(xo)  | 

Dado  un  «,  como  x0  + Ax  pertenece  al  campo  de  convergencia  de  la  serie,  se  podra  encontrar  en  m > 0 tal  que, 
siempre  que  n > m,  se  verifique  | /?„(x0  + Zlx)  I < c/3  y | /?n(x0)  | < e/3.  Por  otra  parte,  como  S*(x)  es  un  polinomio, 
se  podrd  tomar  Zlx,  todo  lo  pequeflo  que  se  desee  para  que  | S*(x0  + Ax)  — 5w(x0)  | < e/3.  Elegido  de  esta  forma 
Axy  | /?„(x0  + Ax)  | se  mantendra  menor  que  e/3,  con  lo  cual  la  serie  es  uniformemente  convergente  en  /,  ya  que  el  valor 
de  | Rnix0)  | no  se  altera.  Asi  pues,  por  (i) 

| /(xo  + Ax)  — f{x o)  | < e/3  + e/3  + e/3  = e 

Por  consiguiente,  fix)  es  continua  para  todos  los  valores  de  x pertenecientes  al  campo  de  convergencia  de  la  serie. 


13.  Demostrar  que  si  Z^x*  converge  hacia  la  funcion  fix)  en  un  intervalo  dado,  y que  six  = ayx  = 6 son  dos  valores 
pertenecientes  a 61,  se  verifica 


cb 

cb 

/*b 

j /(*)  dx  = 

1 Co  dx  + 

1 ci  x dx  + 

1 Ct  x3  dx  + * ■ 

-■  + 

| Cn-lXn~1dx  + 
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Supongamos  b > a y pongamos  /( x)  = Zc, x ' = Sn(x  ) + /?„(*).  Tendremos 


f f(x)dx  = f ^{x)  dx  4“  ^ /?»(x)  dx 

a a “ 

|J  /<*)«*»-/  S*(x)da:j  = /2»(x)dx 


Como  Zc(jc<  es  convergente  en  un  intervalo,  \x\  < P y la  serie  $er£  uniformemente  convergente  en  \x\  < p < P que  con- 
tiene  ax  = ayx  = b.  Asf  pues,  dado  un  e > 0 tan  pequefto  como  queramos,  se  puede  tomar  n lo  suficientemente  grande 

para  que  | Rn(x)  \ < 


b b — a 
f /(*)  dx 


para  todos  los  va lores  de  \x\  < p.  Por  tanto, 

- j S.(x)dx  < f-^dx  = = ,, 


lim  I f f(x)dx  — f S«(*)<iac 
« -*  + « \%7  %/ 

I a a 

como  queremos  demostrar. 


= 0, 


f(x)  dx  = 1 


S e<x' 


dx 


Problemas  propuestos 


14.  Determinar  el  campo  de  convergence  de  las  siguientes  series: 
(a)  x + 2x%  4-  3ac3  + 4a?4  + 

ti 

X*  . x*  . / . 1 


/ J\  ® I 

w 5 2*5*  3-6* 


4 • 54 


lh,  _x_  , x‘  , j?_  , x* 

(6)  l*2  + 2*3  + 3*4  + 4*6  + 

. , x*  xa  x* 

(c)  *~2r+3i'-4i'  + 


(e) 


(f) 


+ 


1*2«32*3»43*4*54*S*6 


(In  2)*  + (In  3)«  T (In  4)*  " (In  5) 


aT  + 


1 + 


(g)  La  serie  obtenida  derivando  (a)  t6rmino  a t^rmino. 
(A)  La  serie  obtenida  derivando  (b)  t6rmino  a tlrmino. 

vl  V1  . v4 

(0  x + 


1 + 23  ' 1 + 33  ' 1 + 4* 

(j)  La  serie  obtenida  derivando  (/)  t6rmino  a t£rmino. 
(A)  La  serie  obtenida  derivando  0‘)  t^rmino  a t6rmino. 
(0  La  serie  obtenida  integrando  (a)  tgrmino  a t6rmino. 
(m)  La  serie  obtenida  integrando  (c)  t£rmino  a t6rmino. 

(«)  (x  — 2)  + + ••• 

<0)  + (x-3)< 

w 1-3  2 • 31  3 -3s  4 • 34 

(q)  La  serie  obtenida  derivando  (ft)  t6rmino  a t£rmino. 

(r)  La  serie  obtenida  integrando  (ft)  t£rmino  a tgrmino. 


(p) 


, _ 3x  - 2 , (3x  — 2)*  (3x  - 2)*  , 


5* 


5* 


M 


'+ih+(jh)‘+(jhy+ 


(0  t-7  + ?-F  + 


, x 1 , x*  + 6x  + 7 , (x*  + 6x  + 7)‘  , (x*  + 6x  + 7)’  , 

W 2 + 2*  + 2*  + 2*  + ••• 


Sol.  (a)  — 1 < x < 1 
(ft)  — 1 < x < 1 

(c)  todos  los  valores  de  x 

(d)  —5<x<5 

(e)  — 1 < x < 1 

(/)  todos  los  valores  de  x 


( g ) — 1 < x < 1 
(ft)  — 1 < x < 1 
(/)  — 1 < x < 1 
U)  — 1 < x < 1 
(ft)  — 1 < x < 1 
(/)  — 1 < x < 1 


(m)  todos  los  valores  de  x 
(it)  1 < x < 3 

(o)  0 < x < 6 

(p)  — 1 < x < 7/3 
(4)  1 < x < 3 

(r)  1 < x < 3 


0)  x < —1, 

X > 1 

(u)  — 5 < x < —3, 
— 3 < x < — 1 


15.  Demostrar  que  una  serie  de  potencias  se  puede  derivar  tftrmino  a tdrmino  dentro  de  su  campo  de  convergencia. 


Ind.  f(x)  = 5 #i*‘  y 2 -^-(cix‘)  = 2 lci X>1  es  convergente  para  |x|  < lim 
<=•  t“o  dx  j- 1 «-♦  + 


e. 


C»  + l 


. Aplicando  los 


teoremas  I,  II  y V demostrar 


C f'(x)dx  = 


/(*). 


16.  Demostrar  que  la  representacidn  de  una  funcidn  f{x)  en  potencias  de  x es  unica. 

f f(x)  = Etnx?  en  |jc|  < a # 0.  Hac 
y obtener  S)  = titj  = 0,  1,  2,  3. 


Ind.  Sea  fix)  = Zy**"  y fix)  = ZV***  en  \x\  < a # 0.  Hacer  x = 0 en  Z(j„  — tH)x*  — 0,  — Z(5*  — u)x*  = 0, 


d * 


^ £•(*.  - rjx-  = 0. 
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Desarrollo  en  serie  de  potencias 

UNA  FUNCION  se  puede  desarrollar  en  serie  de  potencias  de  x siguiendo  varios  procedimientos,  por 
ejemplo,  prolongando  indefinidamente  la  division 

i ( 1 ) 

= 1 + JC  + JC2  + JC3  + + x"~ 1 + • * * 

1 — X 

(Observese  que,  por  ejemplo,  para  x = 5 la  expresion  anterior  conduce  a un  resultado  absurdo, 
En  el  Problema  1 se  demuestra  que  la  serie  (1)  solo  equivale  a ^ en  el  intervalo  |jc|  < 1,  es 
decir, 

-r— ! = 1+  X+X2  + X3  + ■■■  + X—1  + ■ ■,  — 1 < JC  < 1 

1 — X 

En  los  Problemas  2-3  se  indican  otros  metodos  para  desarrollar  una  funcion  en  serie  de  potencias. 


METODO  GENERAL  para  obtener  el  desarrollo  ds  una  funcion  en  serie  de  potencias  de  x y de  (x  — a). 
Para  ello  es  necesario  que  tanto  la  funcion  como  todas  sus  derivadas  esten  definidas  para  x = 0 
o jc  = a.  Por  ejemplo,  las  funciones  1/jc,  In  jc,  y cot  jc,  no  admiten  un  desarrollo  en  serie  de  poten- 
cias de  jc. 

Serie  de  Maclaurin.  Si  una  funcion  se  puede  representar  por  medio  de  una  serie  de  potencias 
de  jc,  esta  es  necesariamente  de  la  forma,  serie  de  Maclaurin , 


/w 


.m  + rmx  + m* 


1! 


2! 


+ 


/'"(O) 

3! 


x3  + 


+ 


(n — 1)! 


X"-1  + 


(2) 


Serie  de  Taylor.  Si  una  funci6n  se  puede  representar  por  medio  de  una  serie  de  potencias  de 
(x  — a),  6sta  es  necesariamente  de  la  forma,  serie  de  Taylor, 


/to  = f(a)  + ^(x  - a)  + (x  - a)3  + ~ «)3 


+ 


2! 

/»-»(«) 

+ («—!)!  ' ’ 


3! 


to 

(Ver  Problema  4.) 


En  el  pr6ximo  capitulo  trataremos  del  intervalo  en  el  que  una  funci6n  /(jc)  se  puede  representar 
por  una  serie  de  Maclaurin  o una  de  Taylor.  En  las  funciones  consideradas  en  este  libro,  el  inter- 
valo en  el  que  se  pueden  representar  mediante  un  desarrollo  en  serie  coincide  con  su  campo  de  con- 
vergence. (Ver  Problemas  5-11.) 

Otra  expresion  muy  empleada  en  la  serie  de  Taylor  es 

f(a  + h)  =/(a)  + -L fid ) + -£/"(«)  + -£/"'(«)  + • • ■ + (/_~|);/0,-1>  («)  + -••  (4) 

que  se  obtiene  de  (3)  sin  mas  que  sustituir  x por  a + h. 
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Problemas  resueltos 

L La  serie  de  potencias  1 + x 4-  xa  + x3  + ■ * * + x*”1  -f  • ■ • es  una  serie  geomdtrica  con  a = 1 y r — x. 
Para  \r\  = \x\  < 1,  la  serie  converge  hacia  ^ ~\  l-x  ' para  ^ ^ I*!  - ^ Ia  serie  es  divergente. 


2.  Derivando  repetidamente  la  serie  del  Problema  1,  obtener  otras  series  de  potencias 

(i)  1 4-  2x  4-  3x2  + 4x3  + • • • + rtxn~1  + ■ • * 

(ii)  2 4-  6x  4-  12x2  4-  20x3  + • * * + /?(/»  4-  IJx""1  + • • • 


Integrando  repetidamente  entre  los  I unites  0 y x la  serie  del  Problema  1,  obtenemos 


(Hi) 

(iv) 


x + X 2 + ~JC3  + ~ X 4 + 

2 3 4 

— + — x3  + — -x*  + —~x5  + 
26  12  20 


4-  — x*  + 

n 

1 


n{n  + 1) 


; - x>,+1  + 


3.  Determinar  la  serie  de  potencias  y — £cnx*  que  satisfaga  las  condicioncs; 
i\)  y = 2 para  x ~ 0,  (ii)  y'  = 1 para  x ~ 0,  y (iii)  y"  + 2y'  = 0. 

Consideremos 

ia)  y = c0  4-  cxx  4-  c2x 2 4-  c;,x3  4-  * * * 

(6)  y'  =- cL  + 2c*x  4-  3rax2  + 4c4x3  + • * ■ 

(c)  y"  ~ 2 ca  + 6c3x  4-  \2cAxl  4-  20c5x3  + • ■ • 

De  (a)  con  x = 0,  y = 2 obtenemos  c0  = 2;  de  (6)  con  x = 0,  = 1 obtenemos  c,  = 1.  Como  >>"  = — 2>>',  tendremos 

2c2  + 6c3x  4-  12c4x2  4-  20c5x3  4-  • • • = — 2cx  — 4c2x  — 6c3x2  — 8c4x3  — 

de  donde  se  deduce  que  c2  = — C\  ~ — 1,  c3  = — ?c2  = §,  c4  = — Jc3  = — * * *.  Por  tanto,  .y  = 2 + x — x9  4~  fxa 

— ix4  + * * * es  la  serie  pedida. 


4.  Suponiendo  que  (i)  f(x)  y todas  sus  derivadas  esUn  definidas  para  x 
serie  de  potencias  de  ( x — a),  demostrar  que  esta  serie  es 


a y que  (ii)  se  puede  representar  mediante  una 


/'(*) 


f”{a)  t 


fix)  = fid)  + i^'ix^a)  4-  -^p-(x-<i)*  + 


iQ\ 

+ J- -(jt  — a)* 

in  — 1)  ! 1 ' 


+ 


Sea  la  serie 

ia)  fix)  = c„  + cfa  — a)  + c2ix  — a)2  4-  c3(x  — a)3  4-  • • ■ 4-  c,.,  (x  — a)*1  4-  • • * 


Derivando  sucesivamente,  tenemos 

ib)  f'ix)  = c4  + 2ca(x  — <?)  + 3ca(x  — <?)2  -b  4c4(x  — a)3  + • • • + ncnix  — a)n~ 1 + • ■ * 

(c)  /"(x)  = 2c2  H-  6c3(x  — a)  + 12c4(x  — u)2  + 20c5(x  — a )3  + * * + in  + l)/icM  + i(x  — ^)*~1  + ■ * ■ 

(rf)  /'  'W  = 6c3  + 24c4(x  — a)  + 60c5(x  — a)2  + • • • + (n  4-  2)(n  + l)/ic„  +a(x  — a)**1  + * * * 


Haciendo  x = a en  (a),  (A),  (c),  * * * se  deduce 

Co  -/(«).  C,  = /'(e),  c,  = 2_/"(a),  . . 1y,/<-1>(«),  ■ ■ • 


Efectuando  estas  sustituciones  en  (a),  obtenemos  el  desarrollo  en  serie  de  Taylor. 
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En  los  Problemas  5-10,  obtener  el  desarrollo  de  la  funcion  en  potencia  de  x o de  (x  — a),  segun  se  indica, 
en  las  hipotesis  de  este  Capitulo  y determinar  asimismo  el  campo  de  convergencia  de  las  series. 


5,  e~2x;  en  potencias  de  x. 


fix)  = 
f {x)  = -2e 

f"(x)  = 2*e~** 
f"\x ) = — 23e-** 


m = 1 
r(0)  — — 2 
/"( 0)  = 2* 
f'{0)  = — 2* 


De  donde 


p-**  = 1 — 2x  + —x1  — 


3 ! * 


2* 

+ — x4  — 

^ 4 i 


+ <-l)"-T  X-  + 


Como  lim 

M-f  +00 

la  serie  es  convergente  para  todos  los  valores  de  x. 


2*+1  x"+1  n\ 
<n+  1)  ! ' 2^ 


1*1 


lim 

*-►  +ao 


2 

ft  + 1 


0 


6.  sen  x:  en  potencias  de  x. 

/(x)  = sen  x 

f'(x)  = cos  x 
f'  (x)  = —sen  x 
f"'(x ) = — cos  x 


/( 0)  = 0 
/#(0)  = 1 
/"< 0)  =0 
/'"( 0)  = -1 


Los  valores  de  las  derivadas  para  x = 0 forman  ciclos  de  0,  1, 0,  — 1 ; por  tan  to, 

+ 


0 — 10  1 

sen  x = 0 + lx  + —x%  + TV**  JT*4  + 


3! 


X®  X7 

+ u 

5!  7!  ^ 


Como 


lim 


*«*+!  (2n  — 1) ! 


•H.+*  I (2ft  + 1) ! x*1 

la  serie  es  convergente  para  todos  los  valores  de  x. 


+ (-1)*-1 


lim 


(2/r  — 1) ! 
1 


+ 


*-*+co  2n(2n  + 1) 


- 0 


7.  In  (1  + x);  en  potencias  de  x. 


fix)  = In  (1  + x) 

S 

II 

o 

'«  - 1 l , 

/'(0)  = 1 

<!+,)■ 

/"( 0)  =-1 

1 • 2 

7 W (1  + x)3 

/'"( 0)  = 2 ! 

1-2*3 

fir(x)  — 

7 w (1  + X)4 

/■'( 0)  = -3  ! 

Por  tanto  ln(l+x)  = x — 4T+2!T7  — 3 ! + • • • + <— 1 |)"_l  0»  — 1) ! -^7  + • • ■ 

2 ! 3 ! 4 ! ft ! 

= X — 4-ArI+4-x3  — !*•+■••+  (— l)--*  -*"  + ••• 

2 j 4 n 


Segun  el  Problema  1,  Capitulo  51,  la  serie  es  convergente  en  el  intervalo  — 1 < x < 1. 
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8.  arc  tag  x;  en  potencias  de  x. 


f{x)  = arc  tag  x 

/'(*)  = y^T  = 1 — *’  + **  — **+••• 


/(0)  = 0 
/(O)  = 1 


/"(*)  = —lx  + 4**  — 6*‘  + • • • 

/"'(*)  = — 2 + 12**  — 30**  + • • • 

/*'(*)  = 24*  — 120*’  + • • • 

/’(*)  = 24  — 360**  + • • • 

/*(*)  = —720*  + • • • 

/*«(*)  = —720  + • • • 

2 ! 4 ! 6 ! 

arc  tag  x — x — yy  x*  + — x*  — yr  *T  + *■* 


/"(0)  = 0 
f"'i 0)  = —2! 
/‘■TO  =0 

r(0)  -4! 

/■W)  =0 
fwlK0)  - — 6 ! 


•♦(-ly-1 


X*-1 

2n  — J 


+ * • * 


Segtin  el  Problema  7,  Capftulo  51,  el  campo  de  convergence  es  — 1 < x < 1. 


9. 


eWt;  en  potencias  de  x — 2. 


= e 1+1 


fix)  =e’*' 
fix)  = *€*/• 
/"(*>  - i*"’ 

1 (x  — 2)* 


<x-2)  + 


lim 

»-*+<*> 


4 2! 

(x  — 2 r 2n~l(n — 1)  ! 


+ 


2 •«!  (x  — 2y*“* 

La  serie  es  convergente  para  todos  los  valores  de  x. 


/( 2)  = * 

/'(2) 

/"<*)  = \e 

. . t « . 

2—  (* — 1)  I 

1 |* -2|  lim  1 = 0 

L «~».+ao  ft 


10.  In  x;  en  potencias  de  x — 2. 

fix)  = In  x 
fix)  = x~1 
f"ix)  = — x* 
/'"(x)  - 2x  * 
/lT(x)  = — 6x4 


/(2)  = In  2 

/'( 2)  = * 

/"(2)  =-* 
/'"(2)  = J 
/,T(2)  =-| 


In  * = In  2 + y (*  — 2)  - 


1 (*  — 2)*  + I (*  — 2)* 


3 (*  — 2)* 


2! 


3! 


8 4! 


= In2  + i(*_2)-i(*-2)*+  ±(*-2)*-^(*-2)*  + 


Como 


lim 

»-►+<*> 


(x  — 2y+1 


2"/i 


1 2"+1(/i  + 1)  (x  — 2r 
la  serie  es  convergente  para  |x  — 2|  < 2 o sea  0 < x < 4. 


= •—  I*  — 2|  lim  ” 

x »-►  +ao  a + l 


= y |x  — 2| 


Parax  = 0,  la  serie  es  In  2 — (serie  arm6nica)queesdivergente;  para  x = 4,  la  serie  es  In  2 +1  — t + $ — J + 
que  es  convergente.  Por  tanto,  la  serie  es  convergente  en  el  intervalo  0 < x < 4. 


11.  Desarrollar  en  serie  de  Maclaurin  la  funci6n  VT  + senx  — sen  Jx  + cos  Jx. 
Sustituyendo  x por  Jx  en  el  desarrollo  de  sen  x (Problema  6)  obtenemos 

xs  x4  xT 


1 1 

sen  y X = y X - 


23  * 3 ! 2®  * 5 ! 27  * 5 ! 
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Derivando  este  desarrollo,  obtenemos 


1 . 1 x2  x4  x 9 

COS  y OC  - 2 y — -2TVjj  + y-jj  — 


2* -2!  2* -4!  2* • 6 ! 


Por  tanto. 


VI  + sen*  =seny*+cosy*  = 1 + J ~ jiryr  ~ ^TT  + 2^TT  + 2^TT 
todos  los  valores  de  x. 


12.  Obtener  el  desarrollo  de  Maclaurin  de  e 008  * = e • eica*  *_1). 


Aplicando  e“  = l+  u+  -^-  + -^y  + ’**  y h = cos  x — 1—  — y[~("‘4T  — ^7  + ' * *>  llegamos 

— -•|>'+(-S  + S-fi  + ")  + ^(w-^  + ••■) 

+ TT  ("  W+  ’ ")  + ••'! 


1 X . * 
e P-T  + T 


13.  En  el  supuesto  de  que  todas  las  operaciones  necesarias  sean  vdlidas,  demostrar  que  (a)  — cos  x + / sen  x,  (b)  e-** 

— cos  x — i sen  x,  (c)  sen  jc  = (eix  — e ~ix)j2iy  ( d ) cos  x — {eix  + e“te)/2»  siendo  / = V — 1. 


«*=l+Z+yy  + yf  + yy  + yy  + --  ' 

, v (,  - , 7.  x , ( ix )2  , (/x)3  , (/x)4  , (jx)6  , . , . jc2  . x3  x*  , . x*  . 

(a)  e*  = 1 + <«)  + - ji-  + -yy  + ~^T  + ~yT  + ‘ ’ = 1 + «“  Jl  IT  + 4!  + * 5T  + ' ‘ ' 


= [l  — — -f  — 

1 2!  ^ 4! 


X 9 X° 

x ~ 37  -37 


= cos  x 4-  i sen  x 


( b ) e~u  ~ cos  ( — x)  4-  i sen  ( — x)  — cos  x — i sen  x. 

(c)  e**  — e-**  = 2/  sen  x;  luego,  sen  x = (ete  — e_<*)/2/. 
0 d ) e**  4-  e~ix  = 2 cos  x;  luego,  cos  x = (efa  + e~**)/2t 


Problemas  propuestos 

14.  Demostrar  que  (a)  Las  series  (i)  y (ii)  del  Problema  2 son  convergentes  para  |x|  < 1;  (A)  (iii)  convergentes  para  — 1 
< x < 1;  (c)  (iv)  convergentes  para  — 1 < x < 1. 


15.  Demostrar  que  (a)  La  serie  obtenida  sumando  las  (i)  y (ii)  del  Problema  2 son  eonvergentes  para  |x|  < 1 ; (6)  la  obtenida 
sumando  las  (iii)  y (iv)  son  convergentes  para  — 1 < x < 1. 


16.  Determinar  la  serie  de  potencias  y = £cnxn  que  satisface  las  condiciones  (i)  y = 2 para  x = 0,  (ii)  y*  = 0 para  x = 0, 

x*  2x2n 

y (iii)  y"  — y = 0.  S<?/.  y = 2 + x2  +—+•*•  + , + * * \ 


17.  Determinar  la  serie  de  potencias  y = Zcnx*  que  satisface  las  condiciones  (i)  y = 1 para  x = 0,  (ii)  y'  = 1 para  x = 0, 

«...  . « „ . . X2  X3  „ X4  , X5 

y (ul)  y + y = o.  Sol.  y = 1 + X — yy  — yy  + yf  + yy  — • • • 


CAP.  52] 


DESARROLLO  EN  SERIE  DE  POTENCIAS 


247 


18.  Obtener  los  desarrollos  cn  serie  de  Maclaurin: 


(0) 

COS*  x = 

1 

2 , , 2s  , 

~2!X  +9!X 

(6) 

sec  x — 

1 

+ Ix.  + 

2 24  + 720 

<«> 

tag  x = 

X 

+ 3 + 15  315 

(d) 

arc  sen  x 

= 

L li1  , 1 • 3 x5 
* + 23  + 2-45 

(e) 

sen2  x = 

2 

2! 

. 2s  2s  , 

X 4!*  +6TX 

(2n) ! 


+ • * \ -1  < x < 1 

Qin-  1 

■ x2n  + * * • , para  todos  los  valores  de  x 


(2n) ! 


19.  Obtener  los  desarrollos  en  serie  de  Taylor: 
(a)  e 


= e“ 


1 + (x  _ o)  + (*-«)*.  + («  ~ <0*  + . . . + + 

1 + { + 2!  + 3!  + + (n  — 1) ! + 


para  todos  los  valores  de  jc 


toe  — a)*  (%  — a)3 

(6)  sen  x = sen  a + (x  - a)  cos  a — , ; sen  a — - — jfj"  cos  a + * ■ * , para  todos  los  valores  de  x 


(c)  cos 


1 

' ■ A- 


1 -(*-!->  + 


I 


para  todos  los  valores  de  x 


20.  Obtener  el  desarrollo  en  serie*  de  cos  jc  derivando  el  correspondiente  a sen  jc  (Problema  6).  Identificar  la  solucibn  del 
Problema  17  con  la  funcibn  y ~ sen  x + cos  x. 


21.  Obtener  el  desarrollo  en  serie  de  e~x,  sustituyendo  x por  Jjc  en  ej  correspondiente  a e~2*  (Problema  5).  Sustituir,  luego 
jc  por  — jc  para  obtener  el  desarrollo  de  e * e identificar  la  solucibn  del  Problema  16  con  la  funcibn  y — ex  + e *. 


22. 


Obtener  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  sen2  jc  = (sen  jc)2  = jc2  — 
los  valores  de  jc. 


2x* 

3! 


+ 


32jc* 
3 ! 5 ! 


96jc8 


317! 


+ ■ * *,  para  todos 


23.  Demostrar  que 


JC3  jc6 

x 3TJT  ^5  I'll  + ‘ para  todos  los  valores  de  jc. 


24.  Obtener  por  division  el  desarrollo  en  serie  de 


1 + jc1 


arc  tag  jc  = J'  - 
y comparar  con  el  Problema  8. 


dx 
+ JC2 


- ; con  lo  cual 

1 *1  _ 1 , , 
JC  — y JC3  + — JC6  — --  JC7  + 


25.  Aplicando  el  binomio-de  Newton  obtener  * 

\/l  — x 
dx 


A . 1 2 , 1 * 3 4 1 • 3 • 5 6 

= 1 +2*  + 2^4  X + 2^6 X + 


arc  sen 


* = f 

•So 


, 1 • xs  1 • 3 • X*  , 1 • 3 • 5 • X7  , 
— ac  + « . o + « ^ — 1"  « ^ « .+ 


- ■ 2-3  2-4-5  2 • 4 • 6 • 7 

26.  Obtener  por  multiplicacibn  de  los  correspondientes  desarrollos  en  serie:  I 


con  lo  cual 


(a)  e*  sen*  = * + **  + §-  - § - ffr  + 


27.  Obtener  seeje  = 


/ 1 \ x 11  X X X . 

(6)  «‘cosx  = l + x - Y-T-  -+  ... 

= c0  + Cjjc  + c2 jc2  + c3jc3  + ■ ■ \ Quitar  denominadores  en  la 


cos  jc  1 — jc2/2  ! + x4/4  ! — 

Ultima  igualdad  e identificar  los  coeficientes  de  igual  potencia  de  jc  para  obtener  el  desarrollo  de  sec  jc. 


Capitulo  53 


Formulas  de  Maclaurin  y Taylor  con  restos 

FORMULA  DE  MACLAURIN.  Si  f(x)  y sus  n primeras  derivadas  son  continuas  en  un  intervalo  que  con- 
tiene  al  punto  x = 0,  existen  dos  numeros,  x0  y xj  comprendidos  entre  0 y x,  de  manera  que 


/(*)  = /(0)  + + ^2fx!!  + ■••  + 1 + *»(*) 


siendo 


o bien 


Rn(x)  = - (Resto  de  Lagrange) 


f(n)  (a:*) 

Rn(x)  = jyj (x  — x*)n~'x,  (Resto  de  Cauchy) 


FORMULA  DE  TAYLOR.  Si  /(x)  y sus  n primeras  derivadas  son  continuas  en  un  intervalo  que  con- 
vene al  punto  x = a,  existen  dos  numeros,  x0  y xj,  comprendidos  entre  a y x,  de  manera  que 


siendo 


o bien 


f(x)  = f(a)  + ^i(a?-a)  + ’-^-(x-af  + ■••  + (*  - a)n  1 + #»(*) 


Rn(x)  — - ^|X°^  (x  — a)”,  (Resto  de  Lagrange) 

/(n)  (x*) 

Rn(x)  = ^ ; (x  ~~  ^o)"-1  (x  ~ a)>  (Resto  de  Cauchy) 


La  formula  de  Maclaurin  es  un  caso  particular  ( a = 0)  de  la  formula  de  Taylor.  La  formula 
d£  Taylor,  con  el  resto  de  Lagrange,  no  es  mas  que  una  variante  del  teorema  del  valor  medio  ge- 
neralizado  (ver  Capitulo  21).  En  el  Problema  10  se  deduce  la  formula  con  el  resto  de  Cauchy. 

Los  desarrollos  en  serie  de  Maclaurin  y Taylor  de  las  funciones  f(x)  obtenidos  en  el  Capitulo  52 
representan  a dichas  funciones  tinicamente  para  aquellos  valores  de  x que  hagan 

lim  Rn(x)  = 0 


PRINCIPALES  DESARROLLOS  EN  SERIE.  A continuacidn  se  exponen  los  desarrollos  en  serie,  junto 
con  los  intervalos  en  los  que  son  validos,  de  las  funciones  m4s  empleadas  en  el  analisis  matematico. 


e«  - 1 + as  + {ax)*  + (ax)3  + ---  4 {ax)H~' 
e - l + 2,  + 3!  + *•+  J^l)\ 


Para  todos  los  valores  de  jr. 


- „r  («*)4  | (“*)’  <ax)r  , 
sencw  - ax  - -gy-  + ;yy-  + 


V 1 (2n  — 1)!  ^ 


Para  todos  los  valores  de  .t. 


= 1 - ^ ^ • • • + (-1)'-  + • • • Para  todos  los  valores  de  *. 


In (o  + x)  = lna  + — - - • • • + (-1)"-’-^- + 

a 2a*  3a3  ' ' na" 


— a < x — a. 


are  sen  x = x + ±4  + V 3/ *’+••■  + 1 •»’ B.  ■ .(2n- 8)»»- 

2*3  2 -4*  5 T 2 • 4 • 6. . .(2n  — 2)(2n  — 1)  ^ 


-1  ^ x ^ 1 
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ir®  v ^ w 2lt " 1 

j «V  , its  *V  . j i _ . it> 

arc  tag  x = *-  T + T - T + • " + (-1)" 

In  a:  = In  a + ~(x  - a)  - gj?  (x  - a)3  4-  - a)3  - 


+ 


3a3' 


+ 


-1  ^ ^ 1 

(-1) 


(n  — l)a" 


e* 


= *•{ 


1 1 , (*~a)‘  ,(*-«)*.  , (x-a)*'1  , 

1+  (x-o)  + ^y—  + — 3]— + +-(W-1)!  + • 

. . (x  — a)2  (x  — a)s 

sen  x = sen  a + (2  — a)  cos  a — ^ sen  a — cos  a + ■ 

, . (x  — a)2  , (x  — a)*  . 

cos  x = cos  a — (x  — a)  sen  a — ,,,  cos  a + - ^ sen  a + • 


•} 


-fOr-a)"-1  +-•- 
0 <s  - 2a 

Para  todos  los  valores  de  x. 
Para  todos  los  valores  de  x . 
Para  todos  los  valores  de  x. 


Problemas  resueltos 


1.  Determinar  el  intervalo  en  el  que  es  v&lido  el  desarrollo  de  e*  en  serie  de  Maclaurin. 


fn)  (J)  = e*;  el  resto  de  Lagrange  es  f/J,  (x)|  = — f<H>  (x0) 


|jc"| 

= — siendo  x0  un  valor  comprendidoentre  0 y x. 


x* 


El  factor  — - es  el  tirmino  general  dee*  = 1 + x + + -jy  + * • * que,  sabemos,es  convergente  para  todos  los 

l*"l 

valores  de  x.  Por  tanto  lim  — - = 0.  Como  el  factor  es  finito  e independiente  del  valor  x,  lim  RH(x)  = 0 (nti- 

n— ► -t-  00  ^ ■ n — ► -f-  00 

mero  finito).  En  consecuencia,  el  desarrollo  de  e*  es  v41ido  para  todos  los  valores  de  x. 

2.  Determinar  el  intervalo  en  el  que  es  v4Iido  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  la  funcidn  sen  x. 

I**  I |x*| 

Sin  tener  en  cuenta  el  signo  fi9)  (x)  — sen  x o cos  x,  y | Rn  (x)|  = — |sen  xa|,  o bien,  — _ cos  xj,  siendo  x0  un  va- 
lor comprendido  entre  0 y x.  n • n * 

x" 

Ahora  bien,  — r 0 cuando  n -*  + 00.  (Problema  I)  y |$en  x0|  y |cos  x0|  no  pueden  ser  mayores  que  I,  con  lo 

ft ! 

que  lim  Rn  (x)  = 0.  Por  tanto,  el  desarrollo  es  v&lido  para  todos  los  valores  de  x. 


3.  Determinar  el  intervalo  en  el  cual  cos  x se  puede  representar  por  el  desarrollo  de  Taylor  en  serie  de  potencias  de  (x  — a). 


!(*  — *Y\ 


Aplicando  el  resto  de  Lagrange,  |/2,,(x)|  = ? 

prendido  entre  a y x.  n * 

|(x  — a")| 


|$en  x0|,  o bien. 


IC*-«)T| 


jcos  x0|,  en  donde  x0  esti  com- 


Como 


0 para  n -►  + 00,  y ademAs  |senx0l  y |cosx0|  son  inferiores  a la  unidad,  lim  Rn(x)  = 0, 


con  lo  que  la  serie  representa  cos  x para  todos  los  valores  de  x. 

4.  Determinar  el  intervalo  en  el  que  es  vAlido  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  la  funcidn  ln(l  + x). 
En  este  caso  fi9)(x)  = ( — 1)"~*  ^ ^ : siendo  x0  y x*  valores  comprendidos  entre  0 y x. 

(a)  el  resto  de  Lagrange  es 

R(x)  = ( !).-*'  - (”-!)!  = (-1)-1  (_x  V 

*' ’ ( n!  (1  + xo)"  * \l  + xo/  y 


(/>)  el  resto  de  Cauchy  es 

(x  — X^)"-1  (n  — 1)1 
Rn(x)  = ^ 


/ -T-*  = (“l)n 

(n  - 1) ! (1  + z *)• 


x(x-xXy- 
(i  + x*r 


Cuando  0<x0<x<l,0<x<l  +x0y 


1 H-  xt 


< I ; aplicando  (a). 


|R.(*)|  = -( T^—')  < - 
n \^1  -I-  XoJ  n 


lim  R*(x)  — 0 

n -♦  + * 


Cuando  — 1 < x < x*  < 0,  tendremos  0 < 1 + x < 1 + x * y — — < -7— . Aplicando 

0 ° l+x*I+x 


(b), 
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\R.(x)\  = |*l  = 

(1  + 0* 


1+2* 


i«i  = /rfLL!flY“’._!*L  < i»i 

i + *r  \i+<  / i + x?  \i  + **/  1 + 1 

0 0 0 O' 


X*  + |*| 

Ahora  bien,  como  1 > |xl,  x*  < x*  |x|,  x*  + |x  < |x|  + x*  |x|  y — ! < |x| . Tendremos, 

1 + x* 

0 

Ixi11 

|J2«(*)|  < i ^ y lim  #.(&)  = 0 

-1  ' * n -•  f x 

Por  tanto,  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  ln(l  + x ) es  v&lido  en  el  intervalo  — 1 < x < 1. 

5.  En  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  ex,  demostrar 

I/?»(jr)|  < para  x < 0 y Rn(x)  < — r para  x > 0 

ft  i ft  i 

x* 

Del  Problema  1,  XJx)  = siendo  x0  un  valor  comprendido  entre  0 y x.  Para  x < 0,  e*0  < 1;  luego 


Ijc"!  rV* 

l*.(*)l  < - — r-  Para  x > 0,  < e*;  luego,  Jtn(x)  < — r. 

/II  - ft  ! 


6.  En  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  In  (1  + x),  demostrar 
x" 


#■(*)  < — Para  0 < * ^ 1 y |J?.(*)|  < w(1  + g)~  Para  -1  < * < 0 

, siendo  x0  un  valor  comprendido  entre  0 y x.  Para  0 < x0  < x < 1, 


del  Problema  4(a),  |J?*(x)|  = ^ 


Xo 


1 + Xq  < ^ luego,  |fl»(x)|  < y-  Para  -l<x<x©<0,  1+x©  > 1+x  y.  YTl^  < l + x ; Iuego* 


Problemas  propuestos 


7.  Determinar  el  intervalo  en  el  que  es  v&lido  el  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin  de  la  funci6n  cos  a 
Sol.  Para  todos  los  valores  de  x. 

8.  Determinar  los  intervalos  en  los  cuales  (a)  e*  y (b)  sen  x se  pueden  representar  mediante  una  serie  de  Taylor  en  poten- 

cias  de  (x  — a),  Sol.  Para  todos  los  valores  de  x. 

9.  Demostrar  que  In  x se  puede  desarrollar  en  serie  de  Taylor  de  potencias  de  (x  — a)  en  el  intervalo  0 < x < 2a. 

I*-*: 


Ind.  \R.(x)\  = 


( x-a)(x-x •)-> 


«)* 


Para  0 < x < a y para  a < x < 2a, 


< 1. 


10.  Supongamos  que  T viene  definido  por 

f(b)  = f(a)  +Lp-(b-a)  + b-a)‘  + •••  + C'j'ff  0 ~ «)'"  + T(b-a) 

y sea 

f(x)  = -m  + m + £ff-(b-x)  + ^r(6-*)’  + “•  + In-Hl-ih—r-'  + T^~x) 

Razonando  como  se  hizo  en  el  Problema  15  del  Capftulo  21,  obtener  la  f6rmula  de  Taylor  con  el  resto  del  Cauchy. 

11.  (a)  Haciendo  x*  — a + 0(x  — a),  siendo  0 < 0 < 1,  en  la  f6rmula  de  Taylor  con  el  resto  de  Cauchy,  demostrar 

s.(„  = 11 

(n  — 1)! 

fin)  (Qx\ 

(b)  Demostrar  que  R*(x)  = ^ — ^ljT  ^ — 0)*“*  en  la  f6rmula  de  Maclaurin. 

12.  Demostrar  que  ^ ^ se  puede  representar  por  su  serie  de  Maclaurin  en  el  intervalo  — 1 < x < 1. 

,i(l  _ 0)«-i  jc*  l —0 

Ind . Del  Problema  11  (6),  RJx)  — ^ — , 0 < 6 < 1.  Para  |x|  < 1,-j  JTfa  y 1 — Ox  > \ — lx|, 

13.  (a)  Demostrar  que  xe*  = £ — r x",  para  todos  los  valores  de  x,  y £ — r = e;  idem,  (x1  + x)e*  = £ — r-x*  y 

, , fl  ! . , fl!  , , fl  ! 


£ —r  = 2e.  (b)  Obtener  £ = Se  y £ —=  15e. 

(=l  n!  i=  i n!  /=i  n! 


Capilulo  54 


Calculos  con  series  de  potencies 

LAS  SERIES  DE  POTENCIAS  se  emplean,  con  frecuencia,  en  la  realizaci6n  de  tablas  de  logaritmos 
de  funciones  trigonomftricas  y en  di versos  cAlculos  como  los  que  vamos  a considerar. 

Cuando  se  toma  como  valor  de  una  funcidn  la  suma  de  los  n primeros  t6rminos  de  su  desarro- 
iio  en  serie  de  potencias  para  un  valor  dado  de  la  variable  es  necesario  conocer  el  error  que  se  co- 
mete  al  efectuar  dicha  aproximacion.  Para  ello  se  aplican  los  teoremas  siguientes: 

1.  Si  el  desarrollo  de  la  funcion  f(x)  esta  formado  por  una  serie  alternada  y x = f es  un  valor 
de  su  campo  de  convergence,  el  error  que  se  comete  al  tomar  como  valor  de  /(f)  la  suma  de  los  n 
primeros  terminos  de  la  serie  es  menor  que  el  valor  numSrico  del  primer  termino  despreciado. 

2.  Si  el  desarrollo  de  la  funcidn  f(x)  esta  formado  por  una  serie  de  Taylor  y x — f es  un  valor 
de  su  campo  de  convergencia,  el  error  que  se  comete  al  tomar  como  valor  de  /(f)  la  suma  de  los  n 

M 

primeros  terminos  de  la  serie  es  menor  que  |x  — a \n,  siendo  M igual  o mayor  que  el  m&ximo 

valor  de  |/w(*)|  en  el  intervalo  desde  a hasta  f. 

Para  una  serie  de  Maclaurin,  a = 0. 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  valor  de  1/e  con  cinco  cifras  decimales: 

= 1-*  + Il-3!  + 


+ (-1)"" 


(n  — 1)! 


e 1 ” 1 ” 1 + 2l  ” 37  + 4l  _ 5i  + 

= l — 1 + 0,500000  — 0,166667  + 0,041667  — 0,008333  + 0,001389 
— 0,000198  + 0,000025  — 0,000003  + * * • 

= 0,36788 


2.  Hallar  el  valor  de  sen  62°  con  cinco  cifras  decimales. 

La  serie  de  Taylor  en  potencias  de  ( x — a)  es 

(x — a)*  (x — fl)J 

sen  x = sen  a 4-  (x  — a)  cos  a — — sen  a — — cos  a 4-  * * * 

Tomamos  a = 60°,  ya  que  es  pr6xima  a 62°  y su s funciones  trigonomdtricas  son  conocidas.  Tendremos 

x — a = 62°  — 60°  - 2°  = n/90  = 0,034907 

y sen  62°  = iVJ  + *(0,034907)  — iVT(0, 034907)*  — ^ (0,034907)2 3  + * * * 

= 0,866025  + 0,017454  — 0,000528  - 0,000004  + • “ 0,88295 


3. 


Hallar  el  valor  de  In  0,97  con  siete  cifras  decimales. 

In  (a  — x)  = 


xn 
na * 


Tomamos  a = 1 y x = 0,03;  por  tanto 

In  0,97  0,03  — J(0,03)*  — i(0,03)»  — J(0,03)‘  — i(0,03)4  — • • • = —0,0304592 
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4. 


Determinar  et  numero  dc  terminos  del  desarrollo  en  serie  de  In  (1  + x)  que  hay  que  tomar  para  que  el  error  cometido 
al  hallar  et  In  1,02  sea  menor  que  0,00000005. 


In  1,02  = 0,02 


(0,02)2  (0,02)3 

2 ‘ + 3 


(0,02)4 

4 


4 * • * 


Como  se  trata  de  una  serie  alternada,  el  error  cometido  al  despreciar  todos  los  terminos  posteriores  al  que  ocupa 
el  lugar  n es  menor  que  el  valor  numerico  del  primero  que  se  desprecia.  Por  tanto,  todo  consiste  en  buscar  qu6  t^rmino 
del  desarrollo  tiene  un  valor  numerico  menor  que  0,00000005.  Se  hace  por  tanteos. 


(0,02)3 


= 0,0000027 


(0,02)4 


= 0,00000004 


Por  consiguiente,  habrd  que  tomar  3 terminos  para  obtener  la  precision  requerida. 


5.  Determinar  el  valor  de  x para  el  cual  sen  x se  puede  sustituir  por  x con  un  error  menor  que  0,0005. 

sen  x = x — x3/3  ! 4 • • • es  una  serie  alternada.  El  error  que  se  comete  al  tomar  solamente  los  dos  primeros 

terminos  es  menor  que  |jc3 |/3  ! Para  que  |jc3 |/3  ! = 0,0005  debe  ser  |x3|  = 0,003  6 sea  \x\  = 0,1442;  es  decir,  \x\  < 8°  15'. 

6.  Hallar  entre  qu£  valores  debe  estar  comprendido  un  dngulo  para  que  el  valor  de  cos  x,  calculado  con  los  tres  primeros 

terminos  del  desarrollo  en  serie  de  Taylor  en  potencias  de  (x — ?i/3),  venga  dado  con  un  error  menor  que  0,00005. 

Isc n x I 

Como  /'"(*)  = sen  x,  \Rt\  = — ^ ^ 0 |x  — nj 3|3,  siendo  x0  un  valor  comprendido  entre  nj 3 y x. 

Como  |sen  x0|  < 1,  |/?8|  < J lx  — ti/3|3  = 0,00005. 

Por  tanto  |x  — ti/3|  < ^0,0003  = 0,0669  = 3°50'.  Por  tanto,  x debe  estar  comprendido  entre  56°10/  y 63°50'. 

7.  La  Fig.  54-1  represen ta  un  arco  de  circunferencia  terrestre  de  160  kil6metros  de 

longitud.  Hallar  la  flecha  o separacion  maxima  entre  la  cuerda  y el  arco. 

Sea  x la  flecha  pedida.  Tendremos,  x — OB — OA  = R — Rcosa,  siendo 
R el  radio  de  la  Tierra.  Como  el  angulo  a es  pequefto,  aproximadamente, 
cos  a = 1 — £xa,  y 

x = R{\  — (1  — i a2)}  = JRa2  = (Ray/2R  = (80)a/2R 
Tomando  R = 6 400  kil6metros,  x = £ kil6metro. 

8.  Deducir  la  f6rmula  aproximada  sen  (Jtt  4 x)  = jV?(l  4-  *)  y aplicarla  para  calcular  sen  43°. 

Tomando  los  dos  primeros  terminos  del  desarrollo  de  Taylor,  tenemos 

sen(Jjr  4-  x)  = sen  4 xcos  \n  = 4 \Vlx  — £V^(1  4 x) 

sen  43°  = sen  [in  4 (— jj/90)]  jyT(l —0,0349)  - 0,6824 

9.  Resolver  la  ecuaci6n  cos  x — 2xa  = 0. 

Sustituyendo  x por  sus  dos  primeros  tdrminos  1 — £xa  de  la  serie  de  Maclaurin,  tenemos 

1 — £x2  — 2xJ  = 0 6 2 — 5x*  = 0 

Las  rafces  son  ±\/J0/5  = ±0,632.  Las  raices  obtenidas  aplicando  el  m£todo  de  Newton  son  ±0,635. 


10.  Hallar  mediante  un  desarrollo  en  serie  de  potencias 


lim 

*-*0 


er  - e~x 


sen  x 


lim 


^1  4*4 


x 


..  2x  4 2s3/3!  4 ■ • • _ ..  2 4 *73  4 ^ ■ 
x-M)  X — x3/3 ! 4 * * * 1 - as V6  4 * ■ • 


2 


CAP.  54] 


CALCULOS  CON  SERIES  DE  POTENCIAS 


253 


11,  Desarrollar  /( x)  «*  x*  — 1 1*3  + 43**  — 60*  + 14  en  potencias  de  (jc  — 3)  y calcular^*  f(x)  dxT 

m = 5,  /'< 3)  = 9,  /"(3)  = -4,  /"'(3)  = 6,  f*  (3)  - 24.  Luego, 

f(x)  = 5 + 9(x  - 3)  - 2(x  - 3)*  + (*  - 3)s  + (*  - 3)4 

. 3,* 


J ’ /(x)  dx  - 5x  + f(x  - 3)2  - £(x  - 3)3  + i(x  ~ 3)4  + *(x  - 3)5 


= 1,185 


12.  Hallar 


s'- 

•S  a 


dx. 


La  dificultad  de  esta  integral  reside  en  que  la  integral 
elementales.  Sin  embargo, 


s 


sen  x 


dx  no  se  puede  expresar  por  medio  de  funciones 


- x‘K-s+s-?f+-)*  - 


dx 


3 x 3 x7 

+ — _ — _ — _ — 4.  . • 
T fi  • 5 ! 7 • 7 l T 


“ 3*3!  5-5!  7-7! 

El  error  cometido  al  tomar  s6lo  cuatro  t6rminos  es  < 


9*9! 


= 0,946083 

= 0,0000003. 


Problemas  propuestos 


13.  Hallar  con  cuatro  cifras  decimales: 

(a)  *-■  - 0,1353,  («  sen  32°  - 0,5299,  (c)  cos  36°  = 0,8090,  (d)  tag  31°  = 0,6009. 

14.  Hallar  los  valores  de  jc  para  los  cuales 

(а)  ex  se  puede  sustituir  por  1 + x + £jc*  con  un  error  menor  que  0,0005 

(б)  cos  x se  puede  sustituir  por  1 — £jc2  con  un  error  menor  que  0,0005 

(c)  sen  x se  puede  sustituir  por  x — jc*/6  -f  jc6/120  con  un  error  menor  que  0,00005 
Sol  (a)  |x|  < 0,1,  (b)  |x|  < 18°57',  (c)  \x\  < 47° 


15.  Hallar  mediante  un  desarrollo  en  serie  de  potencias: 

, v e — eco*  * 1 ,IV  1 , v ,.  cosh  x- cos  x 

<°>  I'Z  *»  = 2e’  (6)  = 6’  (C)  2l5o  senh x — sen  * 


16.  Hallar: 

(a) 


/7r/*  (* 1 

(l-£sen »*)-”*(**  = 1,854,  (6)  J cos  dx  = 0,76355,  (c)  J 

Sol  0,5031 

Sol  0,3103 


= 0,4940. 


17.  Hallar^i  longitud  de  la  curva  y = jc3/3  desde  jc  = 0 a x = 0,5. 

18.  Hal|ar  el  Area  limitada  por  la  curva  y = sen  jc*  desde  x = 0 a jc  — 1. 


Capilulo  55 


Integracion  aproximada 


UN  VALOR  APROXIMADO  de  la  integral  definida  V /( x)  dx  se  obtiene  aplicando  las  fbrmulas  que 

*/  a 

veremos  a continuation,  o bien  por  medio  de  integradores  mecanicos.  Los  procedimientos  de  inte- 
gracion aproximada  se  emplean  cuando  la  integracion  ordinaria  sea  muy  complicada,  cuando  una 
integral  indefinida  no  se  pueda  expresar  mediante  funciones  elementales,  o bien,  cuando  el  inte- 
grando  f{x)  venga  definido  por  una  tabla  de  valores. 

En  el  Capitulo  34  hemos  obtenido  un  valor  aproximado  de  V f(x)  dx  dado  por  la  suma 

Sn  — ^ f(xk)  Akx.  Para  obtener  S„  se  interpreto  la  integral  definida  como  un  area,  la  cual  se  di- 
rt: = i 

vidia  en  n franjas  y se  aproximaba  el  area  de  cada  una  de  ellas  a un  rectangulo  efectuandose,  a con- 
tinuacion, la  suma  correspondiente  a todos  ellos.  Las  formulas  que  veremos  seguidamente  solo 
difieren  en  la  manera  en  que  se  tomen  los  valores  aproximados  de  las  franjas. 


V 

Pi 

i-i 

Pi 

FORMULA  DE  LOS  TRAPECIOS.  Sea  el  area 

p. 

\ 

limitada  por  la  curva  y — f{x\  el  eje  x y las 

A 

\ 

ordenadas  en  los  extremos  x = a y x — b. 

Pi 

/ 

\ 

Dividamos  dicha  area  en  n franjas  verticales 

A 

de  anchura  h — (b  — a)ln  (Fig.  55-1)  y con- 

p. 

/ 

\ 

sideremos  la  franja  i limitada  por  el  arco 

/ 

N. 

Pi-i  Pi  de  y = /(x).  Un  valor  aproximado  del 

i 

area  de  esta  franja  es 

\h{f[  a + (i-  1 )h\  + f(a  + ih)} 

o 

h 

h 

h 

X 

que  es  el  area  del  trapecio  que  resulta  al  sus-  “1 

1 a - 

e * 

1 rfi  i 

b 

tituir  el  arco  Pt-X  Pt  por  el  segmentQ  rectilineo 

t ; 

v + 

Pi-!  Pi . Al  efectuar  esta  sustitucion  en  todas 

i i 

las  franjas  (el  simbolo  ^ se  debe  leer  «aproxi- 

t 

0 

madamente  igual»), 

L. 

Fi g.  55-1 

rb  . h 

h 

J 6 /(*)  dx  ~ ~ {/(a)  + f(a  + h) } + A {/(a  + h)  + /(a  + 2h)} 
+ + 2"{/[a  + (n  — l)rt]  + f(b)} 


o sea  J'  f{x)  dx  ~ ^ { f(a ) + 2 f(a  + h)  + 2/(a  + 2 h)  ( 1 ) 

“ + • • • + 2 f[a  + (»  - l)h]  + /(&)} 


FORMULA  DEL  PRISMATOIDE.  Dividamos  el  drea  definida  por  la  integral 


dx  en  dos  fran- 


jas verticales  de  anchura  h = \{b  — a)  y sustituyamos  el  arco  P0PtP2  de  la  curva  y = f(x ) por  el 
arco  de  parabola  y = Ax2  + Bx  + C que  pasa  por  los  puntos  P0 , Pv  P2 , como  se  representa  en 
la  Fig.  55-2.  Como  se  demuestra  en  el  Problema  1,  se  llega,  despues  de  efectuar  algunos  cambios 
en  la  notation,  a 

7 r > . > 


5 {/(“)  + 4/  {^j  + m 


(2) 
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FORMULA  DE  SIMPSON.  Supongamos  que  el  area  que  se  trata  de  hallar  la  dividimos  en  n = 2m 
franjas  de  anchura  h =(b  — a)/n,  como  indica  la  Fig.  55-3.  Aplicando  la  fdrmula  del  prismatoide 
para  hallar  el  valor  aproximado  del  £rea  limitada  por  cada  uno  de  los  arcos  iW3^ 
Pzm-iPzm-iPim,  tendremos 

J*  f(x)dx  - ^{f(a)  + 4f(a  + k)  + 2f(a  + 2h)  + 4f(a  + 2h)  + 2f(a  + 4h)  ( S ) 

+ • • • + 2 f[a  + (2m  - 2)h\  + 4 f[a  + (2m  - 1)A]  + /(&)} 

INTEGRACION  MEDIANTE  UN  DESARROLLO  EN  SERIE  DE  POTENCIAS.  Este  procedimiento 
consiste  en  sustituir  el  integrando  por  los  n primeros  t^rminos  de  su  desarrollo  en  serie  de  Maclaurin 
o de  Taylor.  El  mdtodo  se  puede  aplicar  siempre  que  el  integrando  admita  un  desarrollo  de  aquel 
. tipo  y los  limites  de  integracion  pertenezcan  al  campo  de  convergencia  de  la  serie  . (Ver  Capitulo  54.) 


Problemas  resueltos 


1.  Dada  la  par&bola  y — Ax*  4-  Bx  + C,  que  pasa  por  los  puntos  P0(£,  y0)y 
I >>i|»  y Pi  (v>  JVi)>  como  indica  la  Fig.  55-4,  demostrar  que 


(4-’4 

r. 


O’.  + 4y>  + yj. 


■j; 


Tendremos  I ydx  -f  (Ax*  + Bx  4-  C)dx 
f 


y-S 


lA(i*  + £ t]  4-  y*)  4-  **({  + n)  + 3C] 


Como  y — Ax*  pasa  por  los  puntos  PBI  P1(  Pti  se  verifteard; 

j/o  — + C 

»■  - + B(ir1)  + c 

tf*  = A.if*  + By  + C 

yo  4-  4pi  4-  y%  = 2[A(£*  4-  4-  ij*)  4-  $!?(£  4-  y)  4-  3C] 


J — £ 

y dx  = + tf*) 


y 

Por  tanto, 
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✓*1/1  ^ 

2.  Calcular  cl  valor  aproximado  dc  \ a por  los  cuatro  mitodos  y comprobar  los  resultados  efectuando  la  intc- 

gracidn  h 1 + * 

Fdrmula  de  los  trapecios , con  n — 5. 

Aqui,  h = = 0,1.  Portanto  a = 0,  a + h = 0,1,  a + 2h  = 0,2,  a + 3/r  = 0,3,  o + 4/t  = 0,4,  b = 0,5. 

f ' ~ ^ [/(0)  + 2/(0,l)  + 2/(0,2)  + 2/(0, 3)  + 2/(0, 4)  + /(0,5)] 


20  (4  + 1,01  + 1,04  + 1,09  + 1,16  + 1,2s)  0,4631 


Fdrmula  del  prismatoide. 


« i = y=i  y ««>  = «•>  = «.  '(£ri)  = ,(j)” if-- ,(s)  = /(0  = f 


fife  - rK1+^+0  = w<>  + 3 * * *™71  + •»  = 


4637 


Fdrmula  de  Simpson , con  n = 4. 


Tenemos,  h 


— -z . De  dondc  =0,  a + h = a + a + 3/t  = b = £. 


f 1/!  dx  !/,,,!  | „ 1 . . 1 . 1 N 

J,  TT^  ~ 24V1+  i + (i)*+  i + (i)*  + 1 + (|)‘  i + (i)V 

~ 24  V1  + ~65+Vf  +'73"  + j)  ~ 0,4637 


Desarrollo  en  seriey  utilizando  7 tdrminos. 


fU%  dx  fU2  , a.  4 8.8  ,0,  ,»w  T x*  x*  x7  x*  xn  , a13"!1' 

J,  rr*  ~ J0  + = [z_y+y_T+9  TT  + l3j)) 


i i i 

2 3 • 2s  ^ 5 • 2‘  7>2,t9*2i  11*2“  13* 2” 


1 + 1 


1 + 1 


Integracidn . 


0,50000  — 0,04167  + 0,00625  — 0,00112  + 0,00022  — 0,00004  + 0,00001  = 0,4636 

X1/a  dx  -I*/8 

1 + ^ =-  arc  tag  x J = arc  tag  £ - 0,4636 


3.  Hallar  el  drea  limitada  por  y = e~*9  el  eje  y las  rectas  x = 0 y x = 1 aplicando  (a)  la  fdrmula  de  Simpson  con 

n = 4 y (b)  el  desarrollo  en  serie. 

(a)  Tenemos,  h = {;  a — 0y  a + A = £,  a + 2A  = £,  a + 3A  = f,  6 = 1. 


/ 


i 


dx 


|(1  + 4e_1/1'  + 2e_1/4  + 4e-,/14  + e’1) 

-Jj{l  + 4(0,9399)  + 2(0,7788)  + 4(0,5701)  + 0,3679}  = 0,747  unidades  de  superficie 


C Y-,  ,r-  _ jl  iV  ®1  a1*'}  j 

J 2!  3!  T 4!  5!  T 6!/  x 

[■’ 


* * 

? + r2i 


i — ! + — ~ — 

3 5*21 


7-3! 
1 


0-4! 

1 


11  * 6! 
1 


13*6! 


7*3!  + 9-4!  11*6!  ' 13*6! 

1 — 0,3333  + 0,1  — 0,0238  + 0,0046  — 0,0008  + 0,0001  = 0,747  unidades  de  superficie 
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4*  Un  terreno  estd  situado  entre  una  valla  rectilinea  y un  do.  La  anchura  y (metros)  del  terreno  a una  distancia  x de  uno 
de  los  extremos  de  la  valla  viene  dada  por: 


X 

0 

20 

40 

60 

80 

100 

120 

y 

0 

22 

41 

63 

38 

17 

0 

Aplicar  la  f6rmula  de  Simpson  para  hallar,  aproximadamente,  el  Area  del  terreno. 

rlto 

Aqul,  A = 20  y f(x)dx  * */#(0  + 4 * 22  + 2 • 41  + 4 • 53  + 2 • 38  + 4 • 17  + 0) 
J o 

« 3507  metros  cuadrados. 

5.  Una  curva  viene  dada  por  el  siguiente  cuadro  de  valores: 


X 

1 2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 9 

r 

0 0,6 

0,9 

1,2 

1,4 

1,5 

1,7 

1,8  2 

(a)  Hallar  el  valor  aproximado  del  Area  limitada  por  la  curva,  el  eje  x y las  ordenadas  extremas  x = 1 y x = 9,  apli- 
cando  la  f6rmula  de  Simpson. 

(A)  Hallar  el  valor  aproximado  del  volumen  generado  en  la  rotacidn  del  Area  del  apartado  (a)  alrededor  del  eje  x,  apli- 
cando  la  f6rmula  de  Simpson. 

(а)  Aqul,  h = 1 y 

^ydx  w i-  {0  + 4(0,6)  + 2(0,9)  + 4(1,2)  + 2(1,4)  + 4(1,5)  + 2(1,7)  + 4(1,8)  + 2} 

» 10,13  unidades  de  superficie 

(б)  n J*  y'dx  « y {0  + 4(0,6)*  + 2(0,9)*  + 4(1,2)*  + 2(1,4)*  + 4(1,5)*  + 2(1,7)'  + 4(1,8)*  + 4} 

« 46,58  unidades  de  volumen 


Problemas  propuestos 

6.  Deducir  la  fdrmula  de  Simpson. 

r*  dx 

7.  Calcular  el  valor  aproximado  de  — aplicando  (a)  la  f6rmula  del  trapecio  con  n = 4,  (6)  la  f6rmula  del  prisma,  y 

J s x 

(c)  la  fdrmula  de  Simpson  con  n = 4.  Comprobar  los  resultados  por  integracidn. 

So!,  (a)  1,117,  0 b ) 1,111,  (c)  1,100;  1,099. 

8.  Calcular  el  valor  aproximado  de  J V35  -4-  x dx  como  en  el  Problema  7. 

Sol.  (a)  24,654,  (< b ) 24,655,  (c)  24,655;  24,655. 

9.  Calcular  el  valor  aproximado  de  J In  x dx  aplicando  (a)  la  fdrmula  del  trapecio  con  n = 5 y (A)  la  fdrmula  de 

Simpson  con  n = 8.  Comprobar  por  integracidn.  Sol.  (a)  1,2870,  (A)  1,2958;  1,2958. 

10.  Calcular  el  valor  aproximado  de  J V 1 + x*  dx  aplicando  (a)  la  fdrmula  del  trapecio  con  n = 5 y (A)  la  fdrmula  de 

Sunpson  con  n®  4.  SoL  {a)  1,113,  {ft)  1,111. 

11.  Calcular  el  valor  aproximado  de  f *en  * dx  por  la  fdrmula  de  Simpson  eon  h — C Sal.  1,852. 

J * * 

12.  Aplicar  la  fdrmula  de  Simpson  para  hallar  (a)  el  Area  limitada  por  la  curva  y (6)  el  volumen  generado  en  la  rotaddn  del 
Area  alrededor  del  eje  x.  La  curva  viene  dada  por 


X 

l 

2 

3 4 

5 

y~ 

1,8 

4,2 

7,8  9,2 

12,3 

Sol . (a)  27,8,  (b)  228,44* 


Capitulo  56 


Derivadas  parciales 


FUNCIONES  DE  VARIAS  VARIABLES.  Si  a cada  punto  (jc,  y)  de  una  region  del  piano  x y se  le  hace 
corresponder  un  numero  real  z,  diremos  que  z es  una  funcion,  z = /(jc,  y)y  de  las  variables  indepen- 
dientes  jc  e y . El  lugar  geometrico  de  todos  los  puntos  (jc,  y , z)  que  satisfacen  la  ecuacidn  z = /(jc,  y) 
es  una  superficie.  Analogamente  se  definen  las  funciones  w = /( jc,  y,  z, . . .)  de  varias  variables 
independientes  aunque,  por  el  momento,  no  tengan  una  interpretacion  geometrica  sencilla. 

El  estudio  de  las  funciones  de  dos  variables  difiere  notablemente  del  de  las  funciones  de  una 
variable.  Sin  embargo,  el  calculo  de  las  funciones  de  tres  o mas  variables  es  muy  similar  al  caso 
de  dos  variables.  En  este  libro  trataremos,  fundamentalmente,  de  las  funciones  de  dos  variables. 

Una  funcion  /(jc,  y)  tiende  al  limite  A cuando  jc^jc0  e y^y0,  si  dado  un  c >0  tan  pequeno 
como  queramos,  existe  un  6 > 0 tal  que,  para  todos  los  pares  de  valores  (jc,  y)  que  cumplan  la 
desigualdad 

(i)  0 < yfo  - x0f  + (y  - ?/o)2  < S 


se  verifica:  |/(x, y)  — A\  < r.  La  condition  (i)  representa  un  intervalo  reducido  del, punto  (*o*.Vo)» 
es  decir,  todos  los  puntos  excepto  el  propio  (jc0,  y0),  situados  en  un  circulo  de  radio  d y centro 
(*o>  >>o)* 


Una  funcion  f(x>  y)  es  continua  en  el  punto  (jc0,  y0)  siempre  que /(x0,  y0)  este  definida  y,  ademas, 
„lim  f(x' » = *>•  (Ver  Problem.,  1-2.) 

y0 


DERIVADAS  PARCIALES.  Sea  z = /(jc,  y)  una  funcion  de  las  variables  independientes  jc  e y.  Como 
jc  e y son  independientes,  podremos  (i)  variar  jc  manteniendo  constante  y , (ii)  variar  y man- 
teniendo  constante  jc,  (iii)  variar  jc  e y simultaneamente.  En  los  dos  primeros  casos,  z es  una 
funcion  de  una  sola  variable  y se  puede  hallar  su  derivada  de  acuerdo  con  las  expresiones  clasicas 
que  ya  hemos  visto. 


Si  x varia  permaneciendo  constante  y,  z es 
variable  jc. 


M*.  v) 


dZ 

dX 


una  funcion  de  jc  y su  derivada  con  respecto  a esta 

Ax-*0  &X 


se  denomina  primera  derivada  parcial  de  z = /( jc,  y)  con  respecto  a x . 


Si  lo  que  varia  es  y permaneciendo  constante  jc,  z es  una  funcidn  de  y y su  derivada  con  res- 
pecto a y 


fAX’V) 


a*  _ ]•  f(x,  y + fry)  - f(x,  y) 

By  4,-0  A2/ 


recibe  el  n ombre  de  primera  derivada  parcial  de  z — /(jc,  y)  con  respecto  a y . 

(Ver  Problemas  3-8.) 


Si  z esta  definida  implicitamente  como  funcion  de  jc  e y mediante  la  relacion  F(: c,  y , z)  = 0,  para 
hallar  las  derivadas  parciales  y -0-  no  hay  mas  que  aplicar  las  formulas  de  la  derivacion  impli- 
cita  dadas  en  el  Capitulo  6.  (Ver  Problemas  9-12.) 
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Las  derivadas  parciales  anteriores  admiten  una  in- 
terpretation geonOtrica  muy  sencilla.  Consideremos  la 
superlicie  z = f(x , y ) de  la  Fig.  56-1,  y sean  APB  y CPD 
las  intersecciones  con  dicha  superlicie  de  los  pianos  que 
pasando  por  P sean  paralelos  a los  xOz  e yOz , respecti- 
vamente.  Si  hacemos  variar  a x permaneciendo  constante 
y9  el  punto  P se  desplazard  a lo  largo  de  la  curva  APB  y el 
3z 

valor  de  en  el  punto  P es  la  pendiente  de  la  curva 
APB  en  P . 

Analogamente,  si  hacemos  variar  y permaneciendo 
constante  x9  P se  moveri  a lo  largo  de  la  curva  CPD , y el 

02 

valor  de  en  P es  la  pendiente  de  la  curva  CPD  en  P, 


Fig.  56-1 


(Ver  Problema  13.) 


DERIVADAS  PARCIALES  DE  ORDEN  SUPERIOR.  La  derivada  parcial  -^dez  =f{x,  y)  se  puede 
a su  vez  derivar  parcialmente  con  respecto  a x y a y9  dando  lugar  a las  segundas  derivadas  par- 


dales  44-  =/„(*,  y) 


8x* 


~ Bx\8xl 


obtienen 


e*z 

dxdy 


=/,.(*>  y) 


8 l8z\ 
te  \ 8y  j 


_8h_ 

dydx 


= /„(*>  y) 


8*z 

By2 


=f,£x,y) 


8 Ifo] 

~ 8y\8x }’ 

- ?>y  \ty)' 


Analogamente,  de  se 


By 


Si  z = f(x9  y)  y sus  derivadas  parciales  son  continuas  es  indiferente  el  orden  de  derivacidn,  es 

J . 82z  B2z 

dear, 


dx  By  By  Bx  * 


(Ver  Problemas  14-15.) 


Problemas  resueltos 


1.  Estudiar  la  continuidad  de  la  funcidn  j = x1  + y1. 

Para  cualquier  conjunto  de  valores  finitos  (x,  y)  — (a,  b)f  z ~ a1  + 6*. 
Cuando  x -*■  a e y -*■  6,  x9  + y*  a9  4-  6*. 

Por  tanto,  la  funcidn  es  continua  para  todos  los  valores  de  las  variables. 


2.  Las  funciones  siguientes,  son  continuas  en  todos  los  puntos  salvo  en  el  origen  (0,0),  en  el  que  no  estin  definidas. 
tC6mo  se  puede  hacer  que  sean  tambi6n  continuas  en  dicho  punto? 

(«)  ,_*■»(»  + ,) 

x + y 


Supongamos  que  (jc,  y)  -►  (0,0)  a lo  largo  de  la  recta  y — mx\  tendremos  z 


sen (x  + y)  _ sen(l  + m)jc 
x + y — (1  + m)x 


Se  puede  hacer  que  la  funcidn  sea  continua  en  todos  los  puntos  defini£ndola  como  sigue:  z 
* (0,  0);  z — 1 , (x,  y)  - (0,  0). 


sen  (x  + y) 
x 4-  y 


, (xty} 


Supongamos  que  (x,  y)  (0, 0)  a lo  largo  de  la  recta  y = mx ; el  valor  limite  de  z 
de  la  recta  que  se  elija.  Por  tanto,  la  funcidn  no  se  puede  hacer  continua  en  (0, 0). 


xy 

X*+y* 


TT^depcnde 


Hallar  las  derivadas  parciales  de  primer  orden  en  los  Problemas  3-7. 

3.  z = 2x*  — 3 xy  + 4 y*. 

dz 

Considerando  y constante  y derivando  con  respecto  a x,  = 4x  — 3 y. 

Considerando  x constante  y derivando  con  respecto  a y , = — 3x  4-  8y. 

dy 
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. x1  y2 

4.  * = — 4 — . 
y x 


_ , . , dz  2x  y2 

Considerando  v constante  y derivando  con  respecto  ax,  — = r- . 

dx  y xl 


Considerando  x constante  y derivando  con  respecto  a y , 


dz_ 

dy 


x2^  2 y 

vl  x 


5.  z — sen  (2x  4 3 y), 

6.  z = arc  tag  x2y  4 arc  tag  xy 2. 


~ = 2 cos  (2*  + 3j/),  4 = 3 cos  (2*  4-  3y) 

OX  at/ 


dz 


2xy 


V 1 


dz 


dx  1 4 x V 1 4 x2y4  * dy  14  xAy2  1 4 xV 


x2 2xy 

4-.2  ' 1 _L 


7.  « = el!+I».  |4  = eI,+'»(2x  + !/)  = *(2x  + y),  J^-  = e1^****)  = ** 

8.  Et  area  de  un  triangulo  viene  dada  por  K = \ab  sen  C.  Si  a = 20,  b — 30  y C — 30°,  hallar  las  variaciones: 

(a)  de  K con  respecto  a a,  suponiendo  by  C constantes. 

(b)  de  K con  respecto  a C,  suponiendo  ay  b constantes. 

(c)  de  b con  respecto  a a>  suponiendo  K y C constantes. 

(a)  = i*  sen  C = i(30)(sen  30°)  = 11, 

(b)  = iab  cos  C = i(20)(30)(cos  30°)  = 150VT 

2 K ' db^  = IK  = _ 2(jab  sen  C)  = ^ = 3_ 

C'  ~ a sen  C'  da  a 1 sen  C a2  sen  C a — 2 

Hallar,  en  los  Problemas  9-11,  las  derivadas  parciales  de  primer  orden  de  z con  respecto  a las  variables 
independientes  x t y* 

9.  x8  4 y2  + z2  = 25. 

Solution  1 . Despejando  z obtenemos  z — ± V 25  — xa  — y2.  Por  tanto. 


02 


Sjc  i V25  — x1  — j 


— x y 0Z 


±V25  — x*— 


Solution  2.  Derivando  implfcitamente  con  respecto  a x,  tomando  > constante. 

0Z  e?z  X 

2x  4 2z  = 0 y — 

dx  dx  z 


Derivando  implfcitamente  con  respecto  a y>  tomando  x constante. 

. . * dz  dz  y 

2y  4 2z  -x-  = 0 y — 

dy  dy  z 


10,  x2(2>>  + 3z)  4 >>2(3x  — 4z)  4-  z2(x  — 2 y)  = xyz. 

En  este  caso,  serfa  muy  complicado  seguir  el  procedimiento  de  la  solucidn  1 del  Problema  9. 
Derivando  inplfcitamente  con  respecto  a x, 

2x(2y  4 3z)  4 3x2|^  4 3 y2  - 4y2^  + ~ yz  ^ xy^x 

y dz  _ 4 xy  4 6xz  4 3 y2  4 z2  — yz 

dx  3x8  — 4 y2  4 2xz  — 4 yz  — xy 

Derivando  implfcitamente  con  respecto  a y , 

2**  + 3z‘J4  + 21/(3* -4*)  - 4y'^  + 2z(x-2y)^  - 2z‘  = xz  + xy  0 

y dz  __  2x2  4 6xy  — 8 yz  — 2z2  — xz 

dy  ~ 3x2  — 4 y2  4 2xz  — 4 yz  — xy 
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11,  xy  4 yz  4 zx  ~ 1, 


. dz  dz 

Derivando  con  respecto  ax,  y 4 y h x +2  = 0 

dx  dx 

Derivando  con  respecto  a y,  x + y^-+z  + x^-  = 0 

dy  dy 


y 


dz 

a* 


y 


dz 

dy 


y_±j_ 

x 4 y ' 

X 4 z 
x 4 7 


12.  Considerando  jcey  como  variables  independientes,  calcular 


£>r  dr  dd  dO  . j 

-z-,  -a-,  siendo  x = e 
dx  dy  dx  dy 


2r,  cos  0,  y — e3r,  sen  0. 


Derivando  las  relaciones  parcialmente  con  respecto  a x: 

1—  2e2rcos0^ — e2rsend^-,  y 
dx  dx 


Resolviendo  el  sistema,  obtenemos:  ^ ,-kt 

tfx  e2r(2  4 sen2  0) 


0 = 3e3r  sen  0 4 e3r  cos  0 

C7X  OX 

80  3 sen  0 

dx  _ T^f+sen2©)* 


Derivando  las  relaciones  parcialmente  con  respecto  a y: 

dr 


0 = 2e2r  cos  0 


r A dd 

r sen  0 — 

ay 


---  3e3r  sen  0 

dy 


4 e3r  cos  0 


d0_ 

dy 


Resolviendo  el  sistema,  obtenemos:  — 

dy 


sen  0 

e3r(2  -t-  sen2  0)  y 


dd  __  2 cos  0 

ay  e3r(2  4-  sen2  0)  * 


13.  Hallar  la  pendiente  de  las  tangentes  a las  curvas  interseccion  de  la  superficie  z = 3x2  4 4y2  — 6 con  los  pianos  que 
pasan  por  el  pun  to  (1, 1,  1)  y son  paralelos  a los  pianos  coordenados  xOz  e yOz . 

El  piano  x = 1,  paralelo  al  yOzy  corta  a la  superficie  segun  la  curva  z = 4y2  — 3,  x = 1.  Por  tanto,  la  pendiente 
pedida  es  dz/  dy  = 8y  = 8 ■ 1 = 8. 

El  piano  y = 1,  paralelo  al  xOz,  corta  a la  superficie  segun  la  curva  z = 3x2  — 2,  y = 1.  Por  tanto,  la  pendiente 
pedida  es  dz/  dx  = 6x  — 6. 


Hallar,  en  los  Problemas  14-15,  las  segundas  derivadas  parciales  de  z. 


14.  z = x2  + 3 xy  4 y 2. 


dz_ 

dx 

dz 

oy 


2x  4 3y, 


3x  4 2 yt 


0f£  = ±(**\  = o 

dx2  dx  J ’ 

d2z  _ _ 3 

dx  dy  dx  \dy  J 


d2z 
dy  dx 

d2z 

dy2 


3 

2 


15.  z 


x cos  y — y cos  x. 


dz_ 

dx 


cos  y + y sen  x, 


dz 

dy 


x sen  y — cos  x, 


d2z 
dy  dx 


— sen  y 4 sen  x 


d2z  d2z 

dx  dy  * dy2 


d2z  d f dz\ 

a?  = = yc03x 

d ( Bz\ 

= ^ (&)  = -*cosy 


Problemas  propuestos 


16.  Estudiar  la  continuidad  en  el  punto  (0,0)  de  las  funciones  siguientes: 


(a) 


V » 

x*  + y*  ’ 


( b ) 


x — y 
x + y ’ 


x3  + y 
x*  + y*’ 


(d) 


x + y 
x*  + y* 


Sol.  (a)  No,  (b)  No,  (c)  Si,  (d)  No. 
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17.  Hallar  y en  las  funciones  siguicntcs: 
ox  dy 


(a)  z — x3  4 3 xy  4 y 2 

( b ) Z = -i-4 

y7  x7 

(c)  z = sent  3x  cos  4y 

y 

(d)  z — arc  tag  — 

x 

(e)  x 2 — 4y2  4 9z2  = 36 
(/>  z3  - 3 x2y  4 6xyz  = 0 
(y)  l/z  4 xz  + xy  ~ 0 


So/.  J§  = 2x  + 3j/,  f£  = 3*  + 2y 

~ . dz  _ _1_  2 y dz  _ 2x 1_ 

dx  ~ y2  + x3  ' dy  “ i/3  x2 

Sol.  ~~  — 3 cos3x  cos  4 y,  z~  = — 4 sen3x  sen4y 

dy  * 


So/. 


dx 

dz 

dx 


dz 


x 2 4- 1/2  ’ dy  x2  4 y2 


s I — - — — dz  - 

ax  9z ' ay  9z 

- . az  _ 2y(x  — z)  dz  _ x(x  — 2z) 
° * ax  “ z2  4 2xy  * ay  “ z2  + 2xy 

„ . az  y 4 z dz 

<30/.  — = ; , — : 

dx  x 4 y dy 


x 4 z 
x 4 y 


18.  (o)  Si  z = a/x2  4 v2,  demostrar  que  x — ^ 4 ^ = z. 

ox  Oy 

/ dz  dz 

(b)  Si  z = In  v x2  4 y2t  demostrar  que  x -r (-  ^ -x—  = 1. 

ox  oy 

dr 


(c)  Si  z — ez/*  sen  — 4 e*lx  cos  — , demostrar  que  x 4 y =0. 

y x dx  dy 

(d)  Si  z = (ax  4 by)%  4 e‘*+b*  4 sen  (ax  4 by),  demostrar  que  b = a 

Ox  Oy 


19.  Hallar  la  ecuacion  de  la  tangente 

(a)  a la  parabola  z = 2xa  — 3^*,  y = 1 en  el  punto  ( — 2 , 1,  5). 

(b)  a la  parabola  z = 2xa  — 3y *,  x = — 2 en  el  punto  ( — 2,  1,  5). 

(c)  a la  hiperbola  z = 2x*  — 3,y2,  z = 5 en  el  punto  ( — 2,  1,  5). 


Sol . 8x  4 z 4 11  — 0 ,y=  1 
Sol.  6_y  4 z — 1 1 =0»x  = —2 
Sol.  4x  4 3y  4 5 - 0,  z = 5 


Demostrar  que  las  tres  rectas  est£n  situadas  en  el  piano  8x  4 6y  4 z 4 5 = 0. 
d*z  d*z  &z  d*z 


20.  Hallar 


dxtf  dx  dy  9 dydx  9 dy * 
(a)  z = 2x*  — 5xy  4 y2 

<*>  * = F-S 

(c)  z — sen  3x  cos  4y 


(d)  z — arc  tag  — 
x 


xy  ~ 

21.  (o)  Si  z = , demostrar  que  x*  4 2x>>  0 a 

x — y dx 1 dxdy 


, en  las  funciones  siguientes: 


_ _ _5  «!*  _ 2 

fly  flj/  flx  ’ flj/2 


So/. 


a2z  _ _ 6y  a2z 


ax2 


dx  dy 


_ a2z  _ 2/J__  J-N  a^z  6x 

ay  ax  \x3  y3)’  By7  y4 


So/.  = -9z,  - t — t — 

ax2  ax  By  dy  dx 


**  Z = — 12  cos  3x  sen  4y,  -^4  = — 16z 

oy 


BH 


a2z 


V 


Soi  ill  - _ iff.  = 2^y  

ax2  ay2  (x*  4 y2)2 ' dxdy  dydx  (x2  4 y2)2 

d*z  , ^ aaz  , . a*z 


dxz  d%2 

(6)  Si  z — cos  &y  y & = ±at  demostrar  que  4 tti  = 0. 

ox*  0y* 

/ \ «•  </  . v . dxz  dfz  dz 

(c)  Si  z = e~l  (sen  x 4 cos y)t  demostrar  que  4 ~^—r  ~ 

ox*  0y* 


dt 


a*z 

(d)  Si  z = sen  ax  sen  by  sen  kt \ a 2 4 b%,  demostrar  que  -^-r-  — A2 

o/* 


aaz  d*z 
dx 2 + a^2 


22.  En  la  fdrmula  de  los  gases  reales  4 (v  — b)  = ct , siendo  ayby  c constantes,  demostrar  que 


dp  _ 2a(v  — 6)  — (p  4 g/x?2)v3  dv  _ 

dv  v*(v  — 6)  * dt  ~ (p  4 a/v2)v3 


cv3 Bt_  _ v — b / dp\/ dtA/ d^\  _ 

;3  — 2a(v  — b)  ' Bp  ~ c * dt;  y\ df/ \dpy  ” 


Capilulo  57 


Diferenciales  y derivadas  totales 


DIFERENCIALES  TOTALES.  Las  diferenciales,  dx  y dy  de  la  funcion  y ~ f{x)  de  una  sola  variable 
independiente,  segun  vimos  en  el  Capitulo  23,  vienen  dadas  por 

dx  - Ax,  dy  = f'{x)dx  = ^dx 

Consideremos  la  funcion  z = /( jc,  y)  de  las  dos  variables  indepen  dientes  x e y,  y sean  dx  = Ax 
y dy  — Ay . A1  variar  x permaneciendo  constante  y7  z resulta  una  funcion  de  x solamente  y la  dife- 

dz 

rencial  parcial  de  z con  respecto  a x sera  dzz  — fx(x,  y)dx  = dx.  Analogamente,  la  diferencial 
parcial  de  z con  respecto  a y viene  dada  por  dvz  — f,(x9  y)  dy  = dy . Pues  bien,  la  diferencial  to - 

oy 


tal  de  z es  la  suma  de  las  diferenciales  parciales  anteriores,  es  decir, 

dz  — — dx  4-  ~dy 
dx  By  y 

Para  una  funcion  w = F(x , y,  z, . . . t),  la  diferencial  total  dw  se  define  por 


, dW  . . dW  , dW  , 

= -Kdx  + -tydy  + -Kdz  + 


(*) 

(n 

(Ver  Problemas  1-2.) 


Como  ocurre  con  las  funciones  de  una  sola  variable,  la  diferencial  total  de  una  funcion  de  varias 
variab’^s  es  un  valor  muy  proximo  al  incremento  total  de  la  funcidn  cuando  las  variables  indepen- 
dents experimentan  un  incremento  pequeno. 


Ejemplo: 


dz  dz 

Sea  z = xy ; dz  — dx  4-  dy  = y dx  4*  x dy  ; si  se  incre- 

mentan  x e y en  Ax  — dxe  Ay  — dy , respectivamente,  el  incremento 
Az  de  z serd 


Az  = (x  4*  A x)(y  4-  A y)  — xy 
— x Aj/  4-  y Ax  4-  Ax  Ay 
= xdy  4-  y dx  4*  dxdy 


En  la  Fig.  57-1,  se  hace  una  interpretacidn  geomdtrica.  Como 
se  puede  observar,  dz  y Az  difieren  en  un  rectdngulo  de  drea  Ax  Ay 
— dx  dy . 

(Ver  Problemas  3-9.) 


DERIVADA  TOTAL  DE  UNA  FUNCION  DE  FUNCION.  Sea  z = /(*,  y)  una  funcion  continua  de  las 
variables  x,  y con  derivadas  parciales,  dzjdx  y dzjdy,  continuas  y x e y funciones  derivables  x = g(t)> 
y = h(t)  de  una  variable  /;  en  estas  condiciones,  z es  una  funcion  de  / y su  derivada  total,  dz/dt , 
con  respecto  a t viene  dada  por 


dz  __  Bzdx  Bzdy 
dt  ~ Jx  dt  + dy  dt 
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Analogamente,  sea  w = f(x9  y9  z,  . . .)  una  funcion  continua  de  las  variables  x,  y,  z, . . con 
derivadas  parciales  continuas,  y x,y,z,..  .,  funciones  derivables  de  una  variable  t;  la  derivada 
total  de  w con  respecto  a t viene  dada  por 

dw  __ 

dt  ~ dx  dt  dy  dt  dz  dt  ' ' 

(Ver  problemas  10-16) 

Si  z = /(*,  y)  es  una  funcidn  continua  de  las  variables  x e y y sus  derivadas  parciales  dzjdx 
y dzjdy  son  continuas,  y x e y son,  a su  vez,  funciones  continuas,  x = g(r9  5),  y = A(r,  5),  de  las 
variables  independientes  r y s9  z es  una  funcion  de  f,  siendo 

dz  __  dz  dx  dz  dy  dZ_  _ dz  dx  ^ dz  dy  ^ 

dr  ~~  dx  dr  d2/  dr  ^ ds  — dx  ds  dy  ds 

Analogamente,  si  w = f(x9  y9z9 . . .)  es  una  funcion  continua  de  n variables  x9  y9  z, . . . y sus 
derivadas  parciales  dwjdx9  dwjdy9  dw/dz9 . . y x9  y9  z, . . . son  funciones  continuas  de  m variables 
independientes  r,  s9 19 . . tendremos 


dW 

dr 

dW 

~ds 


dW  dX  dW  d^  dW  dZ 

dx  dr  dy  dr  + dz  dr 

dW  dX  dW  dy  | dW  dz 

dX  ds  dt/  dS  dz  ds 


(5') 

etc. 

(Ver  problemas  17*19) 


Problemas  resueltos 

Hallar  la  diferencial  total  en  los  problemas  1-2. 

1.  z — x3y  4 x2y2  4 xy\ 

^ = 3 x*y  + 2a:  j/2  + y\  = x3  + 2x2i/  + 3xi/2 

Por  tanto  dz  = da:  + dj/  = (3x2j/  + 2xy2  + j/3)  dx  + (a;3  + 2x*j/  + 3x^2)  dy 


,2.  2:  = x sen  y — y sen  x. 


dz 

dx 


— = sen  y — y cos  x, 


dz 

dy 


x cosy  — sen  x 


Por  tanto  dz  ~ — dx  4 — dy  = (seny  — y cos  x)  dx  4 (x  cosy  — senx)  dy 


3.  Comparar  dz  y Az9  en  la  funcidn  z ~ x2  + 2xy  — 3 y*. 

= 2x  + 2y,  ~ - 2x  — 6y,  dz  = 2(x  + y)  dx  4-  2(x  - 3y)  dy 

Az  = [(x  4 dx)2  4 2(x  4 dx)(y  + dy)  - 3(y  4 dy)2]  — (x2  4 2xy  - 3y2) 
- 2(x  H-  y)  dx  4-  2(a?  - 3y)  dy  -I-  (dx)1  4-  tdxdy  - Sidy)1 

A$i,  pues,  dz  y Az  difieren  en  (dr)2  4 2 dx  dy  — Xdy)2. 


4.  Hallar  un  valor  aproximado  del  Area  de  un  rectAnguIo  de  dimensiones  35,02  por  24,97  unidades. 

dA  dA 

Llamando  x e y a los  lados  del  rectAngulo,  el  Area  es  A ==  xy,  con  lo  cual  dA  = dx  + ^ — dy  = y dx  4 x dy. 

Sx  By 

Para  x = 35,  dx  = 0,02,  ;y  - 25,  dy  = —0,03,  resulta  A = 35  x 25  = 875  y dA  = 25(0,02)  + 35( — 0,03)  — 0,55 
El  Area  es,  aproximadamente,  A 4 dA  = 874,45  unidades  de  superficie. 
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* 5.  Hallar,  aproximadamente,  la  variaci6n  de  longitud  que  experimenta  la  hipotenusa  de  un  tridngulo  rectingulo  cuyos 
^ catetos  miden  6 y 8 centimetros,  cuando  el  primero  sealarga  J centimetros  y el  segundo  lo  hace  en  J centimetros. 

Sean  x,  y,  z los  catetos  menor,  mayor  y la  hipotenusa  del  tri£ngulo,  respectivamente.  Tendremos 


dz 


= TZ  = , 

dx  V**  + y2 


dz 

dy 


Vx*  + y1 


dz  = 1^*  dx  + dy 
dx  dy 


x dx  + y dy 

V*1  + 7 


Para  x =6,  y = 8,  dx  — 1/4,  y dy  — — 1/8,  de  donde  dz  — 
alarga  aproximadamente  1/20  centimetros. 


6(1/4)  + 8( — 1/8) 
V6*  + 8* 


= 1/20  cm.  Por  tanto,  la  hipotenusa  se 


6.  La  potencia  calorifica  disipada  en  una  resistencia  el6ctrica  viene  dada  por  P — E%/R  vatios.  Siendo  E = 200  voltios 
y R — 8 ohmios,  hallar  la  disminuci6n  que  experimenta  la  potencia  cuando  E disminuye  en  5 voltios  y R lo  hace  en 
0,2  ohmios.  _ „ 

W_2E  _ 2E  _ E* 

dE  ~ R f dR  ~ R1  ' dR  ~ RdE  R*dR 
Para  E = 200,  R = 8,  dE  — —5,  y dR  = —0,2,  por  tanto, 


dP 


_ 2^200  ( 6)  _ ^ 200^  (_0j2)  = -250  4-  125  = -125  watts 


W 

La  potencia  disminuye  aproximadamente  125  vatios. 


7.  A1  medir  un  bloque  paralelepip&lico  de  madera,  han  resultado,  para  sus  dimensiones,  los  valores  10,  12  y 20  centimetros 
con  un  error  probable  de  0,05  centimetros  en  cada  una.  Hallar,  aproximadamente,  el  m&ximo  error  que  se  puede  cometer 
al  evaluar  el  ire  a total  del  bloque  y el  porcentaje  de  error  respecto  del  Area  como  consecuencia  de  los  errores  en  las 
medidas  individuates. 

El  drea  total  es  S = 2 (xy  + yz  + zx);  luego 

dS  = —dx  + ^dy  + j^dz  = 2(y  + z)  dx  + 2 (x  + z)dy  + 2(y  + x)dz 

El  mdximo  error  en  S tendri  lugar  cuando  los  errores  en  las  longitudes  sean  del  mismo  signo,  por  ejemplo,  positivos. 
dS  = 2(12  + 20)(0,05)  + 2(10  + 20)(0,05)  + 2(12  + 10)(0,05)  = 8,4  cm* 

El  porcentaje  de  error  es  (error/drea)(100)  = (8,4/1 120)(100)  = 0,75  %. 


8.  En  la  fdrmula  R — EjC>  hallar  el  error  mdximo  y el  porcentaje  de  error  si  C = 20  con  un  error  probable  de  0,1  y E — 120 
con  un  error  probable  de  0,05. 

dR  = || dE  + || dC  = | dE  - ~dC 

El  error  miximo  se  dard  cuando  dE  = 0,05  y dC  — — 0,1 ; luego 

dR  — = 0,0325  es  aproximadamente  el  error  mdximo 


El  porcentaje  de  error  es  (100)  - —1  (100)  = 0,40625  = 0,41  % 

A o 

9.  Dos  lados  de  un  tridngulo  miden  1 50  y 200  metros  y el  dngulo  que  forman  es  de  60°.  Sabiendo  que  los  errores  probables 
en  la  medicidn  son  de  0,2  metros  en  la  medida  de  los  lados  y de  1°  en  la  del  dngulo,  hallar  el  mdximo  error  probable 
que  se  puede  cometer  al  evaluar  su  drea. 

A = $xy  sen  0,  BA/  dx  — sen  0,  BA/  By  = sen  0,  BA/  B0  = \xy  cos  0 
y dA  = sen  0 dx  + i*  sen  0 dy  + $xy  cos  0 d0 

Para  * = 150,  y * 200,  0 = 60°,  dx  = 0,2,  dy  = 0,2,  y dS  = 1°  = ji/180,  luego 

dA  - i(200)(sen  60°)(0,2)  + i(150)(sen  60°)(0,2)  + i(150)(200)(cos  60°)(«/180)  = 161,21  mV 


10,  Hallar  dz/dt,  siendo  z = x®  4-  3 xy  4-  5y>;  x = sen  /,  y = cos  /. 


Bz  . , _ Bz 

-=2x+3y,w 


„ . dx  dy 

lX+l0y,  — =C0Sttlf 


■■  — sen  / 


$ = £$  + ^^=(2x  + + 10>>scn, 


luego 
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11.  Hallar  dz/dt , siendo:  z = ln(x*  + y *);  x = e~*,  y — eK 

dz  _ 2x  dz  _ 2 y dx 

dx  " x’  + y1’  dy  “ x1  + y1 ' dt 


Luego 


dz 

dt 


dz  dx  . dz  dy 
dx  dt  dy  dt 


2x 

x* + y* 


(-O  + 


2 y 

x1  + y* 


(«*) 


?hL  - 

dt  ~ * 


= 2 


ye* 


x1  + y* 


12.  Sea  z = /(x,y)  una  funciOn  continua  de  x e y cuyas  derivadas  parciales,  dz/  dx  y dz/  dy,  son  continuas,  y sea  y una 
funciOn  derivable  de  x.  En  estas  condiciones,  z es  una  funciOn  derivable  de  x y,  segun  (2), 

dz  _ df  * dx  d/  # dy  _ d/  ^ dy 

dx  ~~  dx  dx  dy  dx  ~~  dx  dy  dx 

Hemos  puesto  / en  lugar  de  z,  para  evitar  la  confusiOn  entre  dz/dx  y dz/  dx  en  la  misma  expresi6n. 


13.  Hallar  dz/dx,  siendo : z = f(x,  y)  = x*  + 2 xy  + Ay*,  y — e**. 

^ + ff  ‘ = (2*  + 2y)  + (2*  + 8 y)ae“  = 2(x  + y)  + 2o(*  + 4y)e“ 


14.  Hallar  (a)  dz/dx  y (6)  dz/dy,  siendo:  z = f(x,  y)  — xy*  + xty,  y =*  In  x. 
(a)  En  este  caso  x es  la  variable  independiente. 


<b  - = <^  + 2*v)  + + = v* 


jfc  _ V.  , 3f_  t dy  _ 


+ 2xy  + 2y  + x 


(6)  Aqui  y es  la  variable  independiente. 


% = ff ' + f£  = + 2*v)*  + <2*V  + *’)  = *v*  + 2x'v  + 2acy  + ** 


15.  La  altura  de  un  cono  recto  circular  mide  13  centimetros  y disminuye  a raz6n  de 
0,2  centimetros  cada  minuto.  El  radio  de  la  base  mide  10  centimetros  y disminuye 
a raz6n  de  0,3  centimetros  cada  minuto.  Hallar  la  variation  de  volumen  que  expe- 
rimenta  en  la  unidad  de  tiempo. 

Sea  x — radio  e y — altura  del  cono.  De  V — J^ix*y,  tomando  a x e y como 
funciones  del  tiempo  /, 


dV 

dt 


__  BV  dx  dV  dy  _ 1 ( dx  .dy\ 
dx  dt  + dy  dt  ~ 3r\2xv  dt  + * dt ) 

= Jn[2  • 10  ■ 15  • (—0,3)  + 10*  • (0,2)]  - — 70n/3  cm’/min. 


Fig.  57-2 


X*  V* 

16.  Un  punto  P se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  de  intersection  del  paraboloide  — — -7-  = z y del  cilindro  x*  + y*  = 3, 

16  9 

en  donde  x,  y y z se  expresan  en  centimetros.  Si  x aumenta  a razOn  de  0,2  centimetros  por  minuto,  hallar  la  variation 
de  r en  la  unidad  de  tiempo  cuando  x = 2. 


x*  y* 


dz  _ dz  dx^  dz  dy  _ x dx  2y  dy 

Hi  ~ dx  dt  + Hy  Hi  ~ THi  ~ ~9  Hi 


Como  x*  + y*  = 5,  y = ±1  para  x — 2;  tambiOn,  x + y -j-  = 0. 

ut  at 

> = 1.  % = ~j(0.2)  = -0.4  y ^ | (0,2)  - 1 (-0,4)  = A cm/min. 

Para  , = * = -JL  * = 0,4  y * = |(0,2)-4(-l)(0,4)  = A cm/min. 


17.  Hallar  dz/dr  y dz/ds,  siendo:  z = x*  4-  xy+  y*;  x = 2r  + s,  y = r — 2s . 


Luego 


£=«•  £ = >•  « = *•  £=- 

If  = fiff  + fflf  = (*«  + »>(*)  + (*  + *»)(!)  = 5®  + 4y 

If  = £lf+g!T  = <2*  + »><l>  + <*  + Sv><-2)  = 
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du 

18.  Hallar  -£■> 

dq 

Bu 

Tp' 

du 

00* 

siendo:  u — x2  + 2y*  + 2 2*, 

du 

0P 

= 

dx  du  dy  + du  dz 

dx  dp  dy  dp  dz  dp 

du 

Jp 

- 

du  dx  , du  dy  du  dz 

dx  dp  ^ dy  dp  ^ dz  dp 

du 

de 

- 

du  <?x  + du  dy  + du  dz 
dx  de  dy  de  dz  de 

x ~ q sen  p cos  6,  y = q sen  p sen  0,  z = q cos  p . 

2x  sen  /?  cos  0 + 4y  sen  p sen  0 + 42  cos  p 
2x  o cos  P cos  0 + 4y  o cos  p sen  0 — 4 z o sen  p 
— 2x  q sen  p sen  0 + 4y  o sen  P cos  0 


19.  Hallar  dufdx,  siendo:  u =/(x,  y , 2)  = xy  + yz  + zx,  y = 1/x,  2 — x*. 


Aplicando  (30, 

du  _ 0/  fl/  _ dy  0/  dz 
dx  dx  dy  dx  dz  dx 


(V  + 


z)  + (x  + z) 


+ (y  + x)2x 


V + 2 + 2x(x  + y)  - 


20.  Sea  2 = /(a:,  y)  una  funcidn  continua  de  x e y,  cuyas  primeras  derivadas  parciales  son  dz/  dx  y dzj  By.  Deducir  la 
expresidn 

(A)  A z = ^-Ax  + J^Ay  + ^Ax  + e2A  y 

en  donde  cx  y c2  -►  0 cuando  Ax  e dy  -►  0. 

Cuando  x e y se  incrementan  en  dx  y dy,  respectivamente,  el  incremento  experimentado  por  2 vale 

(i)  Az  = /(x  + Ax,  y + Ay)  - /(x , y) 

= [/(or  + Ax,  y + Ay)  - f(x,  y + Ay)]  + [/(a?,  y + Ay)  - /(x.  y)] 

En  la  primera  expresidn  entre  corchetes,  la  unica  variable  es  x,  y en  la  segunda,  solo  varla  y.  Aplicando  a cada  uno 
de  ellos  el  teorema  del  valor  medio  [(V)  del  Capltulo  21]: 

(ii) .  /(x  + Ax,  y + Ay)  - f(x,  y + Ay)  = Ax  • /,(x  + 0,Ax,  y + Ay) 

(iii)  f(x , y + Ay)  - /(x,  y)  = Ay  - /„(x,  y + *2Ay) 

siendo  O<0,<1  y 0 < 0,  < 1.  Obs6rvese  que  aquf  las  derivadas  consideradas  son  derivadas  parciales. 

Como  Bzj  dx  = /X(x,  y)  y 0z/  0y  = /^(x,  y)  son,  por  hipdtesis,  funciones  continuas  de  x e y, 

lim  /,(x  + 6i&x,  y + Ay)  = /*(x,y)  y lim  /v(x,y  + 0aAy)  - /„(x,y) 

Ax  0 AX  — 0 

Ay  0 Ay  *+  0 

Luego  fx(x  + el  Ax,  y + Ay)  = /*(x,y)  + ep  /v(x,  y + *2 Ay)  = /»(x,y)  + 

donde  f 1 0 y ta  0 cuando  dx  e dy  0. 

Efectuando  estas  sustituciones  en  (ii)  y (iii),  y sustituyendo  despuls  en  (i),  resulta: 

Az  = (/x(x,y)  + €,}  Ax  + {/»(x,y)  + e2}  Ay 
= /j(x,  y)  Ax  + /*(x,  y)  Ay  + et  Ax  + e2A y 

Obs6rvese  que  la  diferencial  total,  dz,  es  un  valor  muy  prdximo  al  del  incremento  total,  Az,  cuando  |dx|  y |dy| 
sean  muy  pequeflos. 
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21.  Hallar  la  diferencial  total  de: 


(a) 

z — x%y  + 2 xy* 

Sol. 

dz  = {3a;2  + 2y2)y  dx  + (a;2  4-  6y2)x  dy 

(b) 

9 — arc  tag  ylx 

Sol. 

xdy  — y dx 
de  - x1  + y* 

(c) 

z = e*2~»2 

Sol . 

dz  = 2z(a;  dx  — y dy) 

(<*) 

z = x(x2  + y2)-w 

Sol. 

...  . »(2/cte  - zdj/) 

~ (x2  + 2,2)3'2 

22.  La  frecuencia  fundamental  de  vibracidn  de  un  hilo  o una  varilla  de  section  circular  sometidos  a una  tensidn  Tviene  dada 

por  n — ■—  / — -T,  siendo  / la  longitud,  r el  radio  y d la  densidad.  Calcular,  aproximadamente,  la  variacidn  de  la 
2 rl  \ na 

frecuencia,  cuando  (a)  / aumenta  en  dlt  (b)  T aumenta  en  dTt  (c)  / y T se  modifican,  simultaneamente,  en  las  cantida- 
des  citadas. 

Sot.  (a)  dl , ( b ) £pdT,  (c) 

23.  Hallar,  mediante  el  cdlculo  diferencial: 

(a)  el  volumen  de  un  prisma  recto  de  base  cuadrada  de  lado  8,005  y de  altura  9,996  centimetros.  Sol.  640,544  cm3. 

(b)  la  diagonal  de  un  prisma  rectangular  de  dimensiones  3,03  por  5,98  por  6,01  metros.  Sol.  9,003  m. 


24.  Calcular,  aproximadamente,  el  mdximo  error  probable  y el  porcentaje  de  error  cuando  se  halla  z mediante  las  formulas: 


(a)  z — nr2h ; r = 5 ± 0,05,  h = 12  ± 0,1. 

(b)  Hz  = 1//  + 1 ig\  f=  4±  0,01.  g = 8±  0,02. 

(c)  z = y/x;  * = 1,8  ± 0,1,  y = 2y4±  0,1. 


Sol.  8,5:*;  2,8  % 
Sol . 0,0067;  0,25  % 
Sol . 0,13;  10% 


25.  Calcular,  aproximadamente,  el  mdximo  porcentaje  de  error  en: 

(a)  io  = ^fg]b  sabiendo  que  el  error  probable  en  la  medida  de  g es  del  1 %,  y el  correspondiente  en  la  medida  de  0,  4 % 


Ind.  ln«  = $(\ng-\nb);  ^ = |y 


= 0,01, 


.=  0,005. 


Sol.  0,005 


(6)  g = 2s//2  sabiendo  que  el  error  probable  en  la  medida  de  s es  del  1 %,  y el  de  la  medida  de  /,  del  J %. 
Sol . 0,015. 


26.  Hallar  du/dt , siendo: 

(а)  u = x V,  x = 2/3,  y = 3/2.  Sol . 6xy2t(2yt  + 3x). 

(б)  u = x cos  ^ H-  ^ sen  x,  x — sen  2/,  y — cos  2/. 

Sa/.  2(cos  y + y cos  *)  cos  2/  — 2(— x sen  y + sen  x)  sen  2/. 

(c)  w = x,y  + yz  + zx,  x = e\  y — e_l,  z = e*  H-  e“*.  Sol . (x  -f  2^  + zV — (2x  + y + z)e~*. 


27.  En  un  instante  dado,  el  radio  de  un  cilindro  recto  circular  mide  6 centimetros  y aufflenta  a raz6n  de  0,2  centimetros  por 
segundo,  mientras  que  Su  altura,  que  mide  8 centimetros,  disminuye  a raz6n  de  0,4  centimetros  por  segundo.  Hallar  la 
variaci6n,  con  respecto  al  tiempo,  del  (a)  volumen,  (6)  4rca  total,  en  el  instante  considerado. 

Sol . {a)  4,87icm3/s,  ( b ) 3,2rcm7s. 


28.  Una  particula  se  mueve  en  un  piano  de  forma  que  su  abscisa  y su  ordenada  vienen  dadas,  en  funcidn  del  tiempo,  por 
x = 2 + 3/,  y = /2  4-  4,  en  donde  x c y se  expresan  en  metros  y / en  minutos.  Hallar  la  variation  de  la  distancia  al 
origen  en  la  unidad  de  tiempo  en  el  instante  / — 1.  Sol . 5/\/2~ m/min. 
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29.  Un  punto  se  mueve  a lo  largo  de  la  curva  de  intersection  de  la  superficie  x*  + 3 xy  + 3 y2  = z * con  el  piano 
x — 2y  + 4 = 0.  Cuando  x = 2 y aumenta  a raz6n  de  3 unidades  por  segundo,  hallar  (a)  la  variaci6n  de  y en  la  uni- 
dad  de  tiempo,  (6)  la  variation  de  z en  la  unidad  de  tiempo,  (c)  la  velocidad  del  punto  m6vil. 

SoL  {a)  inc.  3/2  unidades/seg.  (b)  inc.  75/14  unidades/seg.  en  (2,  3,  7)  y dec.  75/14  unidades/seg  en  (2,  3,  — 7), 
(c)  6,3  unidades/seg 


30.  Hallar  dzj  ds  y dzj  dt , siendo : 

(a)  z = x*  — 2 y2f  x — 3s  + 2/,  y = 3s  — 2/. 

(b)  z = x2  + 3 xy  + y\  x — sen  s + cos  /,  y = sen  s — cos  /. 

(c)  z = x8  + 2y2,  x = e9  — e\  y = e*  + e'. 

(d)  z = sen  (4x  + 5y),  Jt  = j + /,  y = 5 — /. 

(e)  z = e**,  x = s*  + 1st,  y — 2st  + /8. 


5o/.  6(x  — 2y),  4(x4  2y) 

So/,  5(x  + y)  cos  5,  (x  — y)  sen  / 

So/.  2(x  4 2y)e4,  2(2y  — x)e‘ 

So/.  9 cos  (4x  4 5^),  — cos  (4x  + 5>0 
SoL  le**  {tx  4 (s  4 /)>>}, 

2***  {(j  -f  /)*  + 


31.  (a)  Si  w = f(xt  y)  y x = r cos  0,  y = r sen  6,  demostrar  que 

(&)'  * (0)'  = ($)’ + *(£)’ 

(6)  Si  w = /(x,  y)  y r = r cosh  s,  y = r senh  5,  demostrar  que 

fdu\2  _ fanX  = f Y _ j7**Y 

\dx  J \dy ) \dr/  s2\3s/ 

02z  1 02z 

32.  (a)  Si  z = /(x  4-  ay)  4 *(*  — ay),  demostrar  que  ^ 

Ind.  Hacer  z = /(«)  4 #(v),  u = x 4 ay,  v — x — ay . 

/ y \ 0z  0z 

(5)  Si  z - *n/|— 1»  demostrar  que  x 4 y-g^  = nr. 

(c)  Si  z = f(x , y),  x = £</),  y = h(t),  demostrar  que  si  se  cumplen  las  condiciones  de  continuidad  (Pdg.  259). 

= /„(p')»  + 2 f„g'h’  + f„(h'Y  + f*g"  + f,h" 

(d)  Si  z = /(x,  y),  x = #(/-,  5),  y = h(r,  s),  demostrar  que  si  se  cumplen  las  condiciones  de  continuidad 

= /«(Pr)2  + 2 fxyQrhr  + /**  (M*  + + /»  krr 

— * fxxffrfft  f xy{ffrht  ffghr)  fyyhrhi  + /*0r.  + /y/lr. 

= fXz(g*Y  + 2fx»g*h.  + /yy(M2  + 


d2z 
dr * 

a2z 

52z 

5s2 


33-  Una  funci6n,/(x,  y),  es  homog6nea  de  orden  n,  si/(/x,  /^)  = /n/(x,  [Por  ejemplo,/(x,  y)  = x8  + 2x>>  4 3 y*  es  homo- 
g6nea  de  segundo  orden;  /(x,  y)  = x sen  y/x  4-  >>  cos  y/x  es  homog6nea  de  primer  orden.]  Derivar /(/x,  ty)  = /n/(x,  >^) 
con  respecto  a /,  y systituir  / por  1 para  demostrar  que  xfx  + yfv  = n/.  Comprobar  esta  fdrmula  aplicandola  a las 
funciones  de  los  dos  ejemplos.  Vdase,  tambidn,  el  Problema  32  (6). 


34.  Si  z = <f>(u , v)  siendo  u — /(x,  >^)  y 


. x . du  8v  du 
v = g(x,  y),  ys|^  = ^ y w 


dv 


demostrar  que 


35.  Aplicar  (A)  del  Problema  20  para  deducir  las  formulas  de  derivacidn  (2)  y (3).  Ind . Para  la  (2),  dividir  por  dt. 
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LA  DERIVADA  de  una  funcion  de  una  variable,  definida  implicitamente  mediante  una  relacion f(x , y)  — 0, 
se  trat6  en  el  Capitulo  6.  Ahora,  vamos  a enunciar  sin  demostracidn,  los  teoremas  siguientes: 

L Si  /( x,  y)  es  continua  en  una  regidn  del  piano  que  contiene  a un  punto  (jc0,  y0)  para  el  cual 

f(x0y0)  — 0,  las  derivadas  parciales  dfjdx  y dfjdy  son  continuas  en  dicha  region  y dfjdy  ^ 0 
en  (jc0,  y0),  existe  un  intervalo  en  torno  de  ( x0 , y0)  en  el  que  se  puede  despejar  y de  la  ecua- 
ci6n  f(x , y)  = 0,  siendo  y una  funcidn  continua  y derivable  con  respecto  a x:  y — <f>(x)  con 

. dy  _ dfjdx 
y°  - <Kx0)  y dx  - dfidy  ■ 


En  el  caso  de  tres  variables,  se  verifica 


(Ver  Problemas  1-3.) 


II.  Si  f{x , y9  z)  es  continua  en  una  region  del  piano  que  contiene  a un  punto  (x0,  y0 , z0)  para  el 

cual  F(x0,  y0,  z0)  = 0,  las  derivadas  parciales  4~ > 4— > son  continuas  en  dicha  region,  y 

ox  cy  cz 

dFjdz  ^ 0 en  ( x0 , y0,  z0),  existe  un  intervalo  en  torno  de  (x0,  y0 , z0)  en  el  que  se  puede  despe- 
jar z de  la  ecuacidn  F(x,  y9  z)  = 0,  siendo  z una  funcion  continua  y derivable  de  x e y : 

dFjdy 


i,  \ i/  \ dFjdx  dz 

z = <Kx,  y)  con  z0  = y0)  y — = _ , — 


dFjdz  ‘ 


(Ver  Problemas  4-5.) 


III.  Si  f(x9  y9  u9  v)  y g(x9  y9  u9  v)  son  continuas  en  una  region  que  contiene  al  punto  (jc0,  y09  u0,  v0) 
para  el  cual  /(*0,  y09  w0,  v0)  = 0 y g(x09  yQ9  w0,  v0)  = 0,  y las  primeras  derivadas  parciales 

(f  a 

de  / y g son  continuas  en  dicha  region,  y si  en  (jc0,  y09  «0,  v0)  el  determinante  J I 

dfjdu  dfjdv\ 

= Qgi0u0gj0v\  ^ existe  un  intervalo  en  torno  de  (x09  y09  u09  v0)  en  el  que  del  sistema 

f(x>  y,  w,  v)  — 0 y g(x9  y9  w,  v)  = 0 se  puede  despejar  u y v como  funciones  continuas  y deri- 
vables  de  x e y:  u = <f>(x9y)9  v = tp\x9y).  Si  en  el  punto  (x09  y09  u09  v0)  el  determinante 


existe  un  intervalo  en  torno  de  (x0,  y09  w0,  v0)  en  el  que  del  sistema  f(x9  y9  u9 

v)  = 0y  g( jc,  y9  u,  v)  = 0 se  puede  despejar  x e y como  funciones  continuas  y derivables  de 
u y v:  x = h(u9  v),  y — k(u9  v). 

(Ver  Problemas  6-7.) 


Problemas  resueltos 

1.  Aplicando  el  teorema  I,  demostrar  que  jr*  4-  y%  — 13=0  define  a y como  funcion  derivable  de  x en  un  intervalo  del 
punto  (2,  3)  que  no  comprenda  a ningun  punto  del  eje  x.  Hallar  la  derivada  en  dicho  punto. 

Sea  f(xf  >»)  = x1  4-  y1  — 13.  Tendremos,  /( 2,  3)  = 0,  mientras  que  en  el  intervalo  de  (2,  3)  anterior,  la  funcion  estd 
definida,  sus  derivadas  parciales  dfjdx  = 2x  y dfjdy  — 2 y son  continuas  y dfjdy  =£  0.  Por  consiguiente, 

+ - n v dy.  _ sfiflx  _ _ * = 

dx  dy  dx  ’ dx  df/dy  y 3 
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Hallar 

dx 


siendo  f(i f,  y)  = y*  + xy  — 12  = 0, 


- 3y*  + x,  y 


dy 

dx 


df/dy 


y 

3y*  + x ' 


3.  Hallar  dy/dx , siendo  e*seny  + e'senx  = 1. 

dy 

Haciendo  /( x,  y)  = e*  sen  y + e*  sen  x — 1.  Tenemos  — 

ax 


dfldx 

dfldy 


e*  sen  y + er  cos  x 
e*  cos  y + er  sen  x ’ 


4.  Hallar  dz/  dx  y dz/  dy%  siendo  F(xt  y,  z)  = x*  + 3xy  — 2y*  + 3xz  + z*  = 0. 

Tomando  z como  una  funci6n  de  x e y definida  por  la  relaci6n  y derivando  parcialmente  con  respecto  a x y de 


nuevo  con  respecto  a y,  tenemos 


0) 

(«) 


dF  . dF  dz 


fa  +lTta  = (2*  + 33/  + 3z)  + (3*  + 2*)£  = 0 

= (8*-4»)  + <3*  + 2*)g  = 0 


De  (i),  i* 
dx 


dF/dx  _ 2x  + 3y  + 3z  de  <ii\  5z  _ BF/By  _ 3x  — 4y 

dF/dy  " 3x  + 2z  ' ' By  ~ BF/Bz  ~ 3x  + 2z  * 


5.  Hallar  dz/ dx  y dz/dyt  siendo  sen  xy  + sen  yz  4-  sen  zx  — 1. 

Sea  F(x,  y,  z)  = sen  xy  + sen  yz  + sen  zx  — 1 ; tendremos 


dF 


BF 


BF 


= y cos  xy  + z cos  zx,  = x cos  xy  + z cos  yz , — = y cos  yz  + x cos  zx 


dz  _ _ BF/Bx  _ _ y cos  xy  + z cos  zx  dz  __  aF/dy 

ax  BF/Bz  y cos  yz  + x cos  zx  * ay  d^/dz 


x cos  xy  + z cos  yz 
y cos  yz  + x cos  zx 


6.  Si  u y v se  definen  como  funciones  de  x e y por  las  ecuaciones 

/(x,  ytu,v)  = x + y*  + 2ur  = 0,  y(x,  y,  u,  v)  — x*  — xy  + y*  4-  w*  + v*  = 0, 
hallar  (I)  duj  dxt  dv/  dx  y (ii)  duj  dy,  dv/  dy . 

(i)  Derivando  / y g parcialmente  con  respecto  a x,  tenemos 

0 y 2x  - 


„ , „ Bu  . _ dv 

1 4-  2v: h 2m  — = 

^ Bx  Bx 

du  dv 

Despejando  y ^ del  sistema  de  ecuaciones 


+ 2u|^  + 2t/|^-  = 0 

Bx  Bx 


Bu  _ t?  + u(y  — 2x) 
dx  “ 2(u2  - v1) 


dv  _ v(2x  — y)  — u 
ax  ~ 2(uf  - v*) 


(if)  Derivando  / y g parcialmente  con  respecto  a y,  tenemos 

= o y 


2*  + 2vg  + 2ug 


— x + 2y  4 2m  ^ 4-  2v  — = 

By  By 


Luego 


Bu  _ u(x  — 2y)  4-  2 vy  Bv  _ v(2y  — x)  — 2uy 

By  ~ 2(m*  — v2)  y ay  2(u,-v*) 


* * /v  , ii  , v dv  dv  sl\  dx  dy  dx  dy 

7.  Siendo  «« - v*  + 2x  + 3y  = 0.  y «v  + * - y = 0,  hallar  (a)  -gp  -gp  -gp  -gp  y («  -gp  -gp  -jp-jp 

(a)  Aqui  x e y se  consideran  como  variables  independientes. 

Derivando  las  ecuaciones  dadas  parcialmente  con  respecto  a x: 


0 Bu  „ du 

2m—  — 2v- h 2 = 

Bx  Bx 


du 


Resolviendo  el  sistema  de  ecuaciones,  obtenemos  ^ = - 


Bu  Bv 

v t h m- h 1 = 

Bx  Bx 

m + v dv  _ v — « 

M*  + V*  ^ dx  K*  + V*  * 


Derivando,  las  ecuaciones  dadas,  parcialmente  con  respecto  a y: 

0 y 

dv  2 u + 3v 


2h£—  2,^+3  = 

ay  ay 


Bu  Bv  1 

Vt h M — 1-0 

By  By 


. a«  2v  — 3m 

Resolviendo  el  sistema*  obtenemos  -=r~  = 

dy 


2 (*/*  + v*)  y dy  2 (u*  + v1)  * 
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(A)  Aquf  u y v sc  consideran  como  variables  independicntes. 

Derivando  las  ecuaciones  dadas,  parcialmente,  con  respect o a u: 

« . JBx  . _dv  , dx  By  Bx  2u  + 3v 

2tt  + /_  + 3_^  = ° y v+--_  = °.  Luego^  = 6 

Derivando  las  ecuaciones  dadas,  parcialmente,  con  respecto  a v: 


dy_  _ 2(v  ~ m) 
7 du  5 


-2v  + 2^+3d^  = 0 y = 0.  Luego  = 2v^Su  y By  = 2(u+£) 

du  du  dv  du  dv  5 dv  5 


Problemas  propuestos 


8.  Hallar  dy/dxt  siendo: 


(o)  x * — x*y  4*  xy * — y* 


Sol,  (a) 


3x*  — 2xy  4-  y* 
x*  - 2xy  4-  3y* 


1 (b)  xy  — ez  sen  y = 0 (c)  ln(x*  4*  y*) — arc  tag y/x 


e*  sen  y — y 
x — ex  cos  y 


(c) 


2 x + y 
x-2  y 


0 


9.  Hallar  dz/Bx  y dz/  dy,  siendo: 

(a)  3s*  4-  4y*  — 5 z*  = 60 

( b ) x*  4-  y*  4-  z*  4-  2xy  4-  4yz  4-  8zx  = 20 

(c)  x 4-  3y  4-  2%  = In  z 

(d)  z = e*  cos  (y  4-  z) 

(e)  sen  (x  4*  y)  4*  sen  (y  4*  z)  4-  sen  (z  4-  x)  = 1 

g0g  dz  _ _ cos  (x  4 y)  4*  cos  (z  4-  x)  dz 
Bx  ~ cos  (y  4-  z)  4-  cos  (z  4-  x)  ’ By 


Sol.  Bz/Bx=  ||,  d«/dy  = 

c / dz  _ x 4-  y 4-  4z  dz  _ x + y 4-  2z 

° ' Bx  ~ 4x  4*  2y  4-  z ' By  ~ 4x  4-  2y  4-  z 

Sot  — = z — = 3z 
Bx  1 — 2 z*  By  1 — 2 z 

„ . Bz_  _ z Bz_  _ —e*  sen  (y  4-  z) 

° ' Bx  1 4-  e*  sen  (y  4*  z) f By  ~ 1 4*  e*  sen  (y  4*  z) 


cos  (x  4-  y)  4-  cos  (y  4-  z) 
cos  (y  4-  z)  4*  cos  (z  4-  x) 


10.  Hallar  las  primeras  y segundas  derivadas  parciales  de  z,  siendo:  x*  4*  2yz  4*  2zx  = 1. 

Sol  Bz  _ x 4 • z dz  _ z d*z  _ x — y 4-  2z  d*z  _ x + 2z  B'z  2 z 

Bx  x 4-  y ' dy  “ x 4-  y ’ dx*  “ (x  4-  y)*  " Bx  By  ~ (x  4-  y)%  * By * “ (x  4-  y)% 


11.  Si  P(xfy9z)  ■■  0 demostrarque  dz  - _i 

dy  dz  dx 

12.  Si  z — /(x,  y)  y g(x,  y)  = 0,  demos trar  que  ^ ^ gac 

ax  $g 

*y 

13.  Si /(x,  y)  - 0,  y g(z,x)  =>  0,  demostrarque  . M.i?'  = 

dy  dx  dz  dx  dz 


14.  Hallar  las  primeras  derivadas  parciales  de  u y v con  respecto  a x.  e y,  y las  primeras  derivadas  parciales  de  x e y con 
respecto  a a y v,  siendo  2u  — v 4*  x*  4*  xy  — 0,  u 4*  2v  4*  xy  — y*  = 0. 


Sol . 

dx 


-J(4»  + 8y).  g=±<2*-y), 


g = i«r-3.)t 


dv  _ 4y  — x 
dy  _ 6 


dx  _ 4 p — X fly  _ y — 2x  dx  _ 3x  — 2y  dy  _ — dx  — 3y 

du  “ ?(x*  — 2xy  — y*) ' du  — 2(x*  — 2xy  — y*)  ’ Bv  ~ 2(x*  — 2 xy  — y*) 1 Bv  ~~  2(x*  — 2 xy  — y*) 


15.  Si  u — x 4*  y 4*  z,  v *=  x*  4*  y*  4-  z*,  = x*  4*  y*  + z*,  demostrar  que 

dx  yz  dy  _ x + z dz  _ 1 

du  ~ (x  — y)(x  — z) ' dv  — 2(x  — y)(y  — z) ' du;  3(x  — z)(y  — z) 


Capi'lulo  59 


Curvas  y superficies  en  el  espacio 


TANGENTE  Y PLANO  NORMAL  A UNA  CURVA.  Una  curva  en  el  espacio,  se  expresa  en  forma  para- 
m6trica  mediante  las  ecuaciones 

x = fit),  v = git),  z = h(t) 


A.(*o>  y«>  zo)  (determinado  por  t = t0)  es 
x — xo  y — 2/0  z — zo 


dx 

dt 


dy 

dt 


dz 

dt 


pendicular  a la  tangente)  es 

dx . . . dy  i . . dz  . . 

w(x-xo)  + ^(y-vo)  + 

En  (2)  y (J),  las  derivadas  est&n  particularizadas  en  el  punto  P0. 


(Yer  Problemas  1-2.) 


PLANO  TANGENTE  Y NORMAL  A UNA  SUPERFICIE.  La 

ficie  F(x , y,z)  = 0 en  uno  de  sus  puntos  P0(x09  zo)  es 

BF  bf  bf 

-j^{x-xo)  + jjiv-yo)  + -foit-zo)  = o (4) 

y la  ecuacidn  de  la  normal 

x - xo  _ y-yo  _ z - zo 

dF  ~ dF  ~ dF  (5) 

dx  dy  dz 

Las  derivadas  parciales  estan  particularizadas  en  el 
punto  P0.  (Fig.  59-2.) 

(Ver  Problemas  3-9.) 


ecuaci6n  del  piano  tangente  a la  super- 


normal 

piano  tangent* 


Fig.  59-2 


UNA  CURVA  EN  EL  ESPACIO  tambi6n  se  puede  definir  por  las  ecuaciones 

F{x,y,  z)  = 0,  G{x,y,z)  = 0 (tf) 

Las  ecuaciones  de  la  tangente  a la  curva  en  el  punto  P0(x0,  y0i  z0)  es 
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X — Xo 

V - 

Vo 

© 

1 

BF  dF 

BF 

BF 

bf  bf 

By  Bz 

Bz 

Bx 

Bx  By 

BG  bg 

BG 

BG 

BG  BG 

Hy  Bz 

Bz 

Bx 

Bx  By 

y la  ecuaci6n  del  piano  normal  es 


BF 

BF 

BF 

BF 

BF 

BF 

By 

Bz 

dG 

(x  — Xo)  + 

Bz 

BG 

Bx 

BG 

(y-yo)  + 

Bx 

Sy 

BG 

BG 

BG 

dV 

Jz 

Bz 

Bx 

Bx 

By 

[CAP*  59 


V) 


0 (8) 


En  (7)  y (8),  las  derivadas  parciales  estin  particularizadas  en  el  punto  P9. 

(Ver  Problemas  10-11.) 


Problemas  resueltos 


1.  Deducir  las  ecuaciones  ( 2 ) y (5)  de  la  tangente  y del  piano  normal  a la  superficie  x =/(/)»  y = g( 0>  * = K0  en  el 
punto  P^x o,  y0,z0)  determinado  por  el  valor  del  pardmetro  / = t0  (ver  Fig.  59-1). 

Sea  P'q(x0  + Ax,  y0  + Ay,  z0  + Az)  otro  punto  de  la  curva  correspondiente  al  valor  t = t0  + At.  Cuando  P'9^*P0 
a lo  largo  de  la  curva,  la  cuerda  P9  P\  tiende  a la  tangente  en  P0  como  posicidn  limite. 

Las  componentes  de  la  cuerda  P9  P\  son  [Ax,  Ay,  Az],  Dividiendo  cada  una  de  ellas  por  el  incremento  del  pard- 

[-2P  1 •** 

serdn  las  componentes  de  un  vector  diferencial  sobre  la  tangente  en  P0.  Por  consiguiente,  llamando  P(x,  y,  z)  un  punto 
gendrico  de  la  tangente,  [x  — xQ,  y — y9,  z — z0]  serdn  las  componentes  del  vector  P0  P,  En  resumen,  la  ecuacidn  de  la 
tangente  pedida  serd: 


x — gp  __  y — yo  z — zp 

dx/dt  — dy/dt  dz/dt 


Sea  /?(x,  y,  z)  un  punto  gendrico  del  piano  normal  en  P0;  como  P0  R y P*P  son  perpendiculares,  la  ecuacidn  del 
piano  normal  en  el  punto  P0  es: 

+ + (2~zo)^r  = 0 

2.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a : 

(a)  la  curva  x = t,  y = t2,  z = /3  en  el  punto  f — 1, 

{b)  la  curva  x = t — 2,  y = 3/2  + 1,  z = 2P  en  el  punto  donde  corta  al  piano  yz, 

{a)  En  el  punto  I = 1 o sea  (1,1, 1),  dx/dt  = 1,  dy/dt  = 2t  = 2,y  dz/dt  = 3/*  = 3.  Aplicando  (2),  la  ecuaci6n  de  la  tan- 
gente es  X i 1 = y 2 * - 2 1 y,  aplicando  (3),  la  ecuaci6n  del  piano  normal  es  (x  — 1)  + 2(y  — 1)  + 3(z  — 1) 

= x + 2y  + 3z  — 6 = 0. 

(b)  La  curva  dada  corta  el  piano  yz  en  el  punto  en  el  que  x = t — 2 = 0,  es  decir,  en  el  punto  / = 2,  o sea  (0,  13, 16). 
En  este  punto,  dx/dt  = 1,  dy/dt  = 6t  = 12,  y dz/dt  — 6 P = 24.  La  ecuaci6n  de  la  tangente  es  y = y ^ = 2 ^ 
y la  ecuacion  del  piano  normal  es  x + 12 (y  — 13)  + 24(z  — 16)  = x + 12 y + 24z  — 540  = 0. 
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3.  Deducir  las  ecuaciones  (4)  y (5)  del  piano  tangente  y de  Ja  normal  a la  superficie  F(x,  y,z)  — 0 en  el  punto  P0(*o»  y<»  ^o)* 
(Ver  Fig.  59-2). 

Sean  jc  = /(/),  y = g(/),  z — h(t ),  las  ecuaciones  paramdtricas  de  una  curva  de  la  superficie  F(xf  y,z)  = 0 que  pasa 
por  el  punto  P0 . En  este  punto  tendremos: 

dx  dt  dy'  dt  + 6z  * dt  ~ U 
en  donde  las  derivadas  est£n  particularizadas  en  dicho  punto  P0. 

[dx  dy  dz  1 

~dt'  ~eii*  ~dt  \ PcrPcn<^*cu'ar  a ,a  recta 

[dF  dF  BF~\ 

~dx  ’ ~By  * ~dz  ' ^roP011®111®5  (0  pertenecen  a la  tangente 

a la  curva  situada  en  el  piano  tangente  a la  superficie,  y las  componentes  (ii)  son  las  de  la  normal  a la  superficie  en  el 
punto  P0.  La  ecuacidn  de  esta  normal  es 

x — so  _ y — yo  z — zo 

dF/dx  ~ dF/dy  dF/dz 

y la  ecuacidn  del  piano  tangente  en  P0  es 

dF , . , dF , \ < dF . x A 

+ -fob-**)  - 0 

En  los  Problemas  4-5,  hallar  las  ecuaciones  del  piano  tangente  y de  la  normal  a las  superficies  dadas 
en  los  puntos  indicados. 

4.  2 = 3jc*  + 2y2  — 11 ; (2,  1,  3). 

or  op  ojj* 

Ponemos  F( x,  y,  z)  = 3x2  + 2y2  — z — 11  = 0.  En(2, 1,3):  — 6x  = 12,  — = 4y  — 4,  y — = — 1. 

ox  cy  oz 

La  ecuacidn  del  piano  tangente  es  12(jc  — 2)  + 4 {y  — 1)  — (z  — 3)  = 0,  o sea  12*  + 4y  — z — 25. 

La  ecuacidn  de  la  normal  es  — y ^ * = 2 ^ . 

5.  F(x,  2 f,  z)  = or2  4-  3y2  - 4z2  + 3 xy  - 10 yz  + 4x  - 5z  - 22  = 0;  (1,  -2, 1). 

Aft1  AF  AF 

En  (1,  -2, 1):  = 2x  + 3y  + 4 = 0,  = 6y  + 3*  - 10*  = -19,  = -8*  - 10y  - 5 = 7. 

La  ecuacidn  del  piano  tangente  es  0(x  — 1)  — 19(y  + 2)  4-  7(z  — 1)  = 0,  o sea  19y  — 7z  + 45  = 0. 


La  ecuacidn  de  la  normal  es 


x — 1 y + 2 z—  1 


, o sea  jc  = 1,  ly  + 19z  — 5 = 0. 


jc  y z 

6.  Demostrar  que  la  ecuacidn  del  piano  tangente  a la  superficie  — ^ T — lenel  punto  P0(x 0,  y0»  *o) 

a o*  c* 


xxQ  yy0  zzq  _ 

es  a2  b2  c‘ 


dF  _ 2xo  dF  _ _ 2ya  dF  _ _ 2 z0 


p jy  v*'  Ui'  q vs.-  *<*0 

° ~ a2  ' djf  ~ b2  • aF  ” ■ 

La  ecuacidn  del  piano  tangente  es  ^r(x-  x0)  - ^r(v~  Vo)  - ^ («-z„)  = 0. 

JC2  I/2  2* 

que  se  reduce  a — .££2  - _ ? = i ya  que  P0  pertenece  a la  superficie. 

a2  b2  c 2 ~ a2  b2  c2  ' 


7.  Demostrar  que  las  superficies 

F(xt  y , z)  = x2  + 4ya  — 4za  — 4 = 0 y G(jct  yt  z)  ~ x2  + y2  + z2  — 6x  — 6y  + 2z  4-  10  = 0 son  tangentes  en 
el  punto  (2,  1 1 1). 

Tendremos  que  demostrar  que  las  dos  superficies  tienen  el  mismo  piano  tangente  en  el  punto  dado. 

En(2-1’1):  § = 2*  = 4,|^  = 8i/  = 8,^=-8*  = -8  r 

f “ 2*-6  = -*.$  = *»- 6 = -4>  Sr  - 22+2  - 4- 

Como  las  componentes  [4,  8,  — 8]  y [ — 2,  —4, 4]  de  las  normales  a las  dos  superficies  son  proporcionales,  ambas 
tienen  el  mismo  piano  tangente, 


l(*-2)  + 2(y -1)  - 2(z-l)  = 0 


x + 2y  — 2z  = 2 
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8.  Demostrar  que  las  superficies  F(x,  y , z)  = xy  + yz  — 4 zx  = 0 y GO*,  y,  z)  = 3z*  — 5*  + y = 0 se  cortan  ortogonal- 
mente  en  el  punto  (1,  2, 1). 

Hemos  de  demostrar  que  los  pianos  tangentes  a las  superficies,  en  dicho  punto,  son  perpend icu lares,  o bien,  que 
las  normales  a las  superficies,  en  ese  punto,  son  perpend iculares 

En  (1 , 2, 1) : = y — 4 z = — 2,  = x + z = 2,  y — y — 4x  = — 2.  Las  componentes  de  la  normal 

a F(x,  y,  z)  = 0 son  [/„  w„  /»„]  = [1,  — 1 , 1 ]. 

$G  SG  SG 

En  (1,  2,  1):  - = — 5,  — — = 1,  y — — = 6z  = 6.  Las  componentes  de  la  normal  a G(xt  y,  z)  = 0 son 

ox  oy  oz 

IU,  »*1  = [—5, 1,  6], 

Como  Va  + mxm2  + nxn2  — 1( — 5)  + (—1)1  + 1(6)  = 0,  dichas  rectas  son  perpendiculares. 

9.  Demostrar  que  las  superficies  F(x , y,  z ) = 3* 8 + 4 y8  + 8 z8  — 36  — 0 y G(x,  y , z)  — x2  + 2y8  — 4zs  — 6 = 0 se  cortan 
en  ingulo  recto. 

En  un  punto  F0(x0 » .Vo*  *o)  comun  a las  dos  superficies : 

3F  dF  dF 

— = 6*0,  Tjp-  — 8y0,  = 16z0,  y [3x0,  4y0,  8z0]  son  las  componentes  de  la  normal  a la  superficie  en  P9. 

An&logamente,  [*0  2y0,  —4 z0]  son  las  componentes  de  la  normal  a G(*,  y,  z)  = 0 en  P0 . 

Como  3*0(30)  + 4 2/0(22/0)  + 8zo(— 4z0)  — 3 4-  82/J  — 32zjj 
dichas  direcciones  son  perpendiculares.  = + **  ~ ~ («*S  + = 6(6)  - 36  = 0, 


10,  Deducir  las  ecuaciones  (7)  y (8)  de  la  tangente  y del  piano  normal  a la  curva  alabeada  C:  F(x,  y , z ) = 0,  G(jc,  y,  z)  = 0 
en  uno  de  sus  puntos  P0(xOt  y0,  zj. 


~BF 

BF 

aF"| 

1 ~SG 

BG 

BG 

Bz  ' 

By  9 

Bz  J 

y 

L Bz  9 

ay’ 

Bz 

pianos  tangentes  a las  superficies  F(x , y,  z)  — 0 y G(xt  y,  z)  = 0.  Como  la  direcci6n 


1 dF/dy 

dF/dz 

dF/dz 

dF/dx 

dF/dx 

dF/dy 

\ dG/dy 

BG/  Bz 

dG/dz 

dG/dx 

dG/dx 

dG/dy 

es  perpendicular  a dichas  direcciones,  ser£  la  de  la  tangente  a C en  P0.  Por  tanto,  la  ecuaci6n  de  la  tangente  es 
z — zo  y — 2/0  z — zo 


dF/dy  dF/Bz 
BG/By  BGfBz 
y la  ecuaci6n  del  piano  normal  es 


BFfBz  BF/Bz 
BG/Bz  BGlBz 


BF/Bz  BF/By 
BG/Bz  BG/By 


BF/By  BF/Bz 
BG/By  BG/Bz 


(z  — *o)  + 


BF/Bz  BF/Bz 
BG/Bz  BG/Bz 


(y  — i/o)  + 


BF/Bz  BF/By 
BG/Bz  BG/By 


(z  - z0)  = 0 


11.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a la  curva  xz  + y8  + z8  = 14,  * + y + z = 6 en  el  punto  (1, 2, 3). 
Sea  FU.y.z)  = *8  + y2  + z2  — 14  = 0 y G(*,y,  z)  = * + y + z — 6 = 0.  En  (1,  2,  3): 


dF/dy 

dF/dz 

Sf 

dG/dy 

dG/dz 

1 1 

4 G 
1 1 


-2, 


dF/dz  dF/dx 

6 2 

— A 

dF/dx  dF/dy 

2 4 

dG/dz  dG/dx 

1 1 

— 4, 

dG/dx  dG/dy 

1 1 

= -2 


Como  [1,  — 2, 1]  son  componentes  de  la  tangente,  su  ecuaci6n  es 
normal  es  (*  — 1)  — 2(y  — 2)  + (z  — 3)  ==  * — 2y  + z = 0. 


x — 1 _ y — 2 _ z — 3 

i r~ 


y la  ecuaci6n  del  piano 
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Problemas  propuestos 

:■  12.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a las  curvas  dadas  en  el  punto  indicado: 

(a)  x = 2t,  y = t*,  z = £s;  t = 1 Sol . ^ ^ g = ~ 3 * » 2x  + 2y  + 3z  — 9 = 0 

(b)  z = tet,  y = e‘,  z=t;  t = 0 Sot.  J = *+¥+*-1=0 

(c)  X = £ cos  £,  y = £ sen  £,  z = t\  t - 0 £0/. , x = 2,  1/  = 0;  x + z = 0 

13.  Demostrar  que  las  curvas  (i)  x = 2 — /,  y = —1//,  z = 2r*  y (ii)  * = 1 + 0,  y = sen  0 — 1,  z = 2 cos  0 se  cortan  en 

Angulo  recto  en  P(l,  — 1,  2).  Obtener  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a cada  curva  en  P. 

Sol  (i)  x — y — 4z  + 6 = 0 (ii)  x-y-2,z  = 2\  x + y = 0 

14.  Demostrar  que  las  tangentes  a la  hAlice  * = a cos  /,  y = a sen  /,  z = 6/  cortan  al  piano  xy  formando  el  mismo  Angulo. 

15.  Demostrar  que  la  longitud  de  la  curva  (1)  desde  el  punto  t =>  t0  hasta  el  t = viene  dada  por 

X."  - 

Calcular  la  longitud  de  la  hAlice  del  Problema  14  desde  / = 0 a / = Sol.  + 0*  h. 

16.  Hallar  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a las  curvas  dadas  en  el  punto  indicado: 

(a)  x*  + 2% i*  + 2z*  = 5,  3x  - 2 y-z  - 0;  (1, 1, 1) 

(ft)  9x*'+  4 y2  — 3 62  = 0,  3x  + y + z — z*  — 1 = 0;  (2,  —3,  2)  (c)  4 z2  = xy , x2  + y2  = 82;  (2, 2, 1) 

Sol.  (a)  ; 2x  + 7y-8z-l  = 0 

( b ) - ^ 2 = — — j-—  f 2/  + 3 = 0;  x + z — 4 = 0 (c)  - ^ 2-  = p,  z — 1 = 0;  x — y = 0 

17.  Hallar  las  ecuaciones  del  piano  tangente  y de  la  normal  a las  superficies  dadas  en  el  punto  indicado: 


(o) 

x1  + y2  + z%  — 14;  (1,  - 

-2,3) 

Sol. 

« , „ *— 1 V + 2 _ z-3 

x 2y  + 3z  = 14;  j = _2  = g 

(b) 

x*  + y1  + z2  = r2;  (x\,y\,z\) 

Sol 

..  x-x,  V~Vi  _ z-zi 
xix  + j/i  j/  + ziz  — r*;  ^ - yi 

(c) 

x‘  + 2z1  = 3j/J;  (2,-2, 

-2) 

Sol. 

lo  n n x-2  y + 2 z + 2 

x + 3 y 2z  — 0;  l = 3 = _2 

(d) 

2x*  + 2xy  + y*  + z + 1 ; 

= 0;  (1,-2, -3) 

Sol 

n i <.  + 2 z + 3 

z 2y  = 1;  x 1 = 0,  g 

(«) 

z = xy;  (3, -4, -12) 

Sol. 

, « , . « x — 2 y + 4__z  + 12 

4x  3j/  + z - 12;  4 = _3  = x 

18.  (a)  Demostrar  que  la  suma  de  los  segmentos  interceptados  sobre  los  ejes  coordenados  por  el  piano  tangente  a la  super- 

ficie  *1/a  + ym  + z1/a  = am  en  uno  de  sus  puntos  es  igual  a a . 

(b)  Demostrar  que  la  ralz  cuadrada  de  la  suma  de  los  cuadrados  de  los  segmentos  interceptados  sobre  los  ejes  coorde- 
nados por  el  piano  tangente  a la  superficie  *®/3  + y3'3  + zm  = aa/s  en  uno  de  sus  puntos  es  a. 

19.  Demostrar  que  las  superficies  dadas  son  tangentes  en  los  puntos  indicados: 

(a)  **  + y»  + z»  = 18.  xy  - 9;  (3.  3,  0). 

(ft)  **  + y9  + z8  — 8x  - 8y  — 6*  + 24  - 0.x2  + 3y2  + - 9;  (2,  1, 1). 

20.  Demostrar  que  las  superficies  dadas  son  perpendiculares  en  los  puntos  indicados : 

(a)  x1  + 2y*  — 4 z2  = 8,  4#8  — y9  + 2z9  = 14;  (2,  2,  1). 

(ft)  **  + y2  + z2  = 50,  **  + y9  — 10a  + 25  = 0;  (3,  4,  5). 

21.  Demostrar  que  cada  una  de  las  superficies  (i)  14xa  + lly2  + 8z*  = 66,  (ii)  3z2  — 5*  + y = 0,  (iii)  xy  + yz  — 4zx  = 0 
es  perpendicular  a las  otras  dos  en  el  punto  (1,  2, 1). 


Capilulo  60 


Derivadas  segun  una  direction 
Maximos  y minimos 


DERIVADAS  SEGUN  UNA  DIRECCION.  Sea  la  superfi- 
cie  z = f(x9  y)  y P(x,  y9  z)  un  punto  de  la  misma.  Tra- 
zando  por  este  punto  (Fig.  60-1)  pianos  paralelos  a los 
coordenados  xOz  e yOz,  cortarin  a la  superficie  segun 
las  curvas  PR  y PS9  y al  piano  xOy  segun  las  rectas 
P'M  y P’N . 

Las  derivadas  parciales  dzjdx  y dz/dy  particulari- 
zadas  en  el  punto  P,  o bien  en  P'(x,  y ),  representan  la 
variacidn  de  z = P'P  cuando  permanecen  constantes 
y y x respectivamente,  es  decir,  la  variaci6n  de  z segun 
las  direcciones  de  los  ejes  x e y9  o sea,  las  pendientes 
de  las  curvas  PR  y PS  en  el  punto  P. 

Consideremos,  ahora,  un  piano  que  pase  por  P 
y sea  perpendicular  al  piano  xOy  formando  un  £n- 
gulo  0 con  el  eje  x.  Si  PQ  y P'L  son  las  intersecciones 
de  este  piano  con  la  superficie,  la  derivada  segun  la  di- 
reccidn  6 de  f(x9  y)  en  P (o  en  P')  viene  dada  por 


Fig.  60-1 


dz  dz  A dz 

= ~z  cos  0 + -r-  sen  9 (1) 

as  dx  By  v 7 

La  derivada  segun  la  direccidn  representa  la  variaci6n  de  z = P'P  en  la  direcci6n  de  P'L,  esto  es, 

la  pendiente  de  la  curva  PQ  en  P. 


La  derivada  segun  una  direccion  en  un  punto  P es  una  funci6n  de  0.  Si  existe  una  direccion  segun 
la  cual  la  derivada  en  P tiene  un  miximo  relativo,  este  valor  recibe  el  nombre  de  gradiente  de  la 
funcidn  f(x,  y)  en  P.  El  gradiente,  pues,  es  la  pendiente  de  la  tangente  mis  inclinada  que  se  puede 
trazar  a la  superficie  en  el  punto  P. 

(Ver  Problemas  1-8.) 


Dada  la  funci6n  w = f\x9  y9  z),  la  derivada  en  un  punto  P(x,  y9  z)  segiin  la  direccion  (a,  0,  y), 
viene  dada  por 

dF  dF  dF  o , 9F 

dJ  = a^C08“  + ^cos^  + aTC0S?  <*> 

(Ver  Problema  9.) 


MAXIMOS  Y MINIMOS.  Supongantos  que  2 — f(x,  y)  tiene  un  m&ximo  (a  un  minima)  en  el  punto 
PQ(xv,  y9,  z0).  Cualquier  piano  que  pase  por  P9  y sea  perpendicular  al  piano  xOy,  corta  a la  super- 
ficie segtin  una  curva  que  tendril  un  m&ximo  (o  un  minimo)  en  el  punto  P9,  es  decir,  la  derivada 


direccional  cos  8 + 


¥ 


dx  “ 1 ^ sen  8,  de  z = f(x,  y)  debe  ser  igual  a 0 en  I‘0  cualquiera  que  sea  el 

valor  de  8.  Por  tanto,  en  P0,  dfjdx  = 0 y dfjdy  = 0. 
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Los  puntos  en  los  cuales  2 = f(x , y)  tiene  un  maximo  (o  un  minimo)  son  aquellos  (jc0,  ,y0)  en 
los  que  se  verifiquen  simultaneamente  las  ecuaciones  dfjdx  = 0 y BfjBy  = 0.  Veamos  los  distintos 
casos  que  se  pueden  presentar: 


Supongamos  que  2 = /( x,  y)  tengan  primera  y segunda  derivadas  parciales  en  una  cierta  region 

en  torno  al  punto  (x0,  yQi  z0)  en  el  que  dfjdx  y Bf/dy  son  nulas.  Si  A = — [lS~)  ("gjjr)  < 0 

en  P0,  z =f(x,  y)  tiene 


. BH  d2f 

un  minimo  relativo  en  PQ  si  > 0 

ox2  By 2 


un  maximo  relativo  en  PQ  si  . 9 
u ox2 


dj  a2/ 


+ 


By2 


<0 


Si  A >0,  no  habra  en  PQ  ni  maximo  ni  minimo;  si  A = 0 la  naturaleza  del  punto  critico  P0  es 


indeterminada. 


(Ver  Problemas  10-15.) 


Problemas  resueltos 


1.  En  la  Fig.  60-1,  sea  P"(x  + Ax , y + Ay)  un  segundo  punto  de  PrLy  y representemos  por  As  la  distancia  P'P".  Supo- 
niendo  que  las  primeras  derivadas  parciales  de  z — f(x , y)  sean  continuas,  segiin  el  Problema  20  del  Capitulo  57,  tendremos 

dz  dz 

a z = — Ax  + fajtsy  + ei&x  + *2 

donde  €1  y e2  -►  0 cuando  Ax  y Ay  -►  0.  El  valor  medio  de  la  variacion  de  z entre  los  puntos  P'  y P"  es 

A z dz  Ax  . dz  Aj/  Ax  A y 

As  dx  As  dy  As  1 As  2 As 

dz  . dz 

= — cos  8 4-  — sen  $ + e.  cos,0  4-  sen  0 

dx  dy  1 2 

siendo  6 el  Angulo  que  la  recta  P'P"  forma  con  el  eje  x.  /Ihora  bien,  como  P"  -+  P'  a lo  largo  de  P'L,  la  variacidn 
instantanea  de  z>  es  decir,  la  derivada  direccional  en  P\  es 


dz 

ds 


dz  , dz 

— cose  4-  — sene 
dx  dy 


2.  Hallar  la  derivada  de  z = x2  — 6 y*  en  el  punto  P'{1, 2)  segun  la  direccion  (a)  6 = 45°,  ( b ) 8 = 135°. 
La  derivada  en  un  punto  P'( xt  y)  segun  la  direccion  8 es 

cos  0 + sen  0 = 2jc  cos  0 — 12v  sen  0 
us  dx  cy 

(а)  En  P’(l,2)  en  la  direcci6n  8 — 45°:  dzjds  = 2 • 7(4^2)  ~ 12  • 2(£\/2)  _=  —5\/2- 

(б)  En  i*'(7,2)en  la  direccion  0 = 135°:  dzjds  = 2 • 7(— i\/2)  — 12  • 2(^2)  = — 19^ 


3.  Calcular  la  derivada  de  z = ye*  en  el  punto  P'{0 , 3)  en  la  direccidn  (a)  8 = 30°,  (6)  0 = 120°. 

— yex  cos  0 4-  ex  sen  0 
ds 

(a)  En  el  punto  (0,  3)  en  la  direccion  H — 30u‘  dzjds  3 • Hi  VD  + i -h  11. 

(t)  Lft  d pvnt<?  (0,  3)  en  la  direeciAn  0 =—  120°  dzjds  3 1 1(— i)  + 4X^3  = 4(—  3 4 V3)* 


4.  La  temperatura  T de  un  disco  circular  cn  uno  de  su$  puntos  (x,  y)  viene  dada  por  T = 


64 


siendo  el  origen 


x*  + / + 2 

de  coordenadas  el  centra  del  disco.  Hallar,  en  el  punto(l , 2),  la  variacion  dc  T con  r^specto  a s segun  la  direcwi6n  0 = jt/3.  * 

dT  64(2x)_  _ „ 64(2a0 

ds 


(; x 2 4-  y2  + 2 )s 


COS  9 


(X2  + + 2)1 


Sen  e 


En 


el  punto  (1,  2)  en  la  direccion  0 = nj$:  ^ = -^(1  + 2^). 
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5. 


El  potencial  elActrico  V en  un  punto  (x,  y ) viene  dado  por  V = In  V x*  + y*.  Hallar  la  variacidn  de  V con  respecto  a sen 
el  punto  (3,  4)  segun  la  direcci6n  del  punto  (2,  6). 


dV 

ds 


x 

x * + yz 


cos  8 + 


y 

x2  + y * 


sen  8 


Como  8 es  un  Angulo  deLsegundo  cuadrante  tag  8 = 

JU  ft 

Por  tanto,  en  (3,  4)  en  la  direccidn  indicada,  = — 

ds  25 


6.  Calcular  el  gradiente  de  la  superficie  del  Problema  2 en  el  punto  indicado. 

En  el  punto  (7,  2)  en  1^  direccibn  8 , dzjds  — 14  cos  8 — 24  sen  8. 

Para  hallar  el  valor  de  8 para  el  cual  ^ es  mAxima,  tenemos  ^ (^)  ” — 14  sen  0 — 24  cos  8 = 0. 

Por  tanto,  tag  8 = — 24/14  = — 12/7  y 8 es  un  Angulo  del  segundo  o del  cuarto  cuadrante.  Si  es  del  segundo  cua- 
drante, sen  8 = 1 2/V193  y cos  8 = — 7/\Zl93.  Si  fuera  del  cuarto,  sen  8 — — 12/VT93  y cos  8 = 7/V193. 

= ( — 14  sen  8 — 24  cos  8)  = — 14  cos  8 4-  24  sen  8 es  negativo  para  un  Angulo  del  cuarto 

cuadrante,  el  gradiente  es  ^ = 14  ^=="  j — 24  | — j = 2 y/\9Z  y la  direcdidn  es  8 = 300°  15'. 


Como 


d*  / dz  \ 
d8%  \ds  j 


7. 


Hallar  el  gradiente  de  la  superficie  del  Problema  3 en  el  punto  indicado. 

En  el  punto  (0,  3)  en  la  direccidn  8 , dzjds  = 3 cos  8 + sen  8 . 

Para  hallar  el  valor  de  8 para  el  cual  ^ es  mAxima,  tenemos  j = — 3 sen  8 4-  cos  8 ~ 0. 


Luego  tag  8 = 1/3  y 8 es  un  Angulo  del  primero  o tercer  cuadrante. 


Como 


d i 


el  gradiente  es 


dz 

ds 


= 3 


( — 3 sen  8 4-  cos  8)  = — 3 cos  8 — sen  8 es  negativo  para  un  Angulo  del  primer  cuadrante, 
do 

— 7=r|  H \=r  — VlO  y la  direccidn  es  8 — 18°  26' 

yTo  / Vlo 


8.  En  el  Problema  5,  demostrar  que  la  variacidn  del  potencial  V con  respecto  a j es  mAxima  a lo  largo  de  rectas  que  pasan 
por  el  origen. 

dV  Xi  Vi 

En  un  punto  ( xlf  yd  en  la  direccion  8 , ; — r cos  9 H — j-r — a sen  9- 

K 1 v ds  x\  + y\  x\  + y\ 


Cuando 


d_(dV^ 


sen*  4*  ■ 


Lcos,  = 0,  tag#  = xJ(xr  + ^ 


de  \ ds  J x\  +■  y\  ""  x\  4- 

Por  tanto,  8 es  el  Angulo  de  inclinaci6n  de  la  recta  que  une  el  origen  con  el  punto  fo,  yd- 


Hallar  la  derivada  de  F{x,  y , z)  = xy  + 2 xz  — y*  -I-  z2  en  el  punto  (1,  — 2, 1)  a lo  largo  de  la  curva  x = /,  y — t — 3, 
z = t%  en  la  direccibn  creciente  de  z. 

Las  componentes  de  la  tangente  a la  curva  en  (1,  — 2, 1)  son  [1, 1,  2]  y los  cosenos  directores 
son  [l/x/6,  1/V6,  2/V6  ],  La  derivada  en  esa  direccidn  es 


dir 

d%  ' 


HF 

dy 


coa  p 


ML. 

dr 


coa  y — o ~r  t o 

Vo  Vo 


Vo 


6 


10.  Hallar  los  mAximos  y minimos  de  f{xt  ,y)  = x%  f yx  — 4x  -t-  by  -t-  25. 


Las  condiciones  = 2x  — 4 = 0 y 2y  4-  6 = 0 se  satisfacen  cuando  x = 2,  y = — 3. 

Como  f(x , y)  = (x*  — 4*  + 4)  4-  O'1  4-  6y  4-  9)  + 25  — 4 — 9 = — 2 )a  4-  (y  + 3)*  4-  12,  es  evidente  que 

/( 2,  — 3)  = 12  es  un  mlnimo  de  la  funci6n. 


GeomAtricamente,  (2,  — 3,  12)  es  el  minimo  de  la  superficie  z ~ x%  yz  — 4jc  + 6y  + 25. 
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II.  Hallar  los  mAximos  y mfnimos  de  f(x , y)  = x3  + y3  + 3 xy. 

Las  condiciones  = 3(x*  + y)  = 0 y = 3(y3  + x)  ■=  0 se  satisfacen  cuando  x — 0,  y — 0 y cuando 
cx  #y 


hay  mAximo  ni  minimo. 

a*/ 


En  ( — 1,  — 1): 


dx 1 


’ dxdy 


4-4  + 44-  < 0.  Por  tanto,/( — 1,  — 1)  = 1 es  el  mAximo  de  la  funciAn. 
dx%  dy* 

12.  Dividir  120  en  tres  partes  de  manera  que  la  suma  de  los  productos  tornados  de  dos  en  dos  sea  maxima. 

Sean  x,  y y 120  — (x  + y)  las  tres  partes. 

Tendremos  que  hallar  el  mAximo  de  S — xy  + (x  + y)(120  — x — y). 

« y + (120  — x — y) — (x  + y)  = 120  — 2x  — y,  = x + (120  — x — y)  — (x  + y)  - 120  — x — 2y. 

Cuando  ^ = ^4=0,  tenemos  2x  + y — 120  y x + 2y  = 120. 
dx  dy 

Luego  x = 40,  y — 40,  120  — (x  + y)  = 40  son  las  tres  partes,  y S = 3 • 40*  = 4 800. 

Para  la  soluciAn  1, 1,  118,  S — 237;  evidentemente,  S = 4 800  es  el  valor  mAximo. 

13.  Determinar  el  punto  del  piano  2x  — y + 2z  — 16  mAs  pr6ximo  al  origen. 

Sea (x,  y,  z)  el  punto  buscado ; el  cuadrado  de  su  distancia  al  origen  es  D = x3  + y3  + z3.  Como  2x  — y + 2z  = 1 6, 
y — 2x  + 2z  — 16  serA  D = x3  + (2x  + 2z  — 16)3  + z3. 

Las  condiciones  dD/  dx  = 2x  + 4(2x  + 2z  — 16)=0  y dD/  dz  — 4(2x  + 2z  — 16)  + 2z  = 0 son  equivalentes 
a 5x  + 4z  = 32,  4x  + 5z  = 32  y x = z = 32/9.  Como  sabemos  que  existe  un  punto  para  el  cual  D es  mfnimo 
(32/9,  —16/9,  32/9)  es  el  punto  buscado. 


14.  Demostrar  que  el  paralelepfpedo  de  Area  total  S constante  de  volumen  V mAximo  es  un  cubo. 

Sean  las  dimensiones  x,  y y z.  SerA  V = xyz  y S — 2 (xy  + yz  + zx). 

De  la  segunda  ecuaciAn  se  despeja  z y se  sustituye  en  la  primera,  con  lo  cual,  resulta  V en  funciAn  de  x e y.  Todavia 
se  puede  resolver  mAs  fAcilmente,  si  se  considera  a z como  una  funciAn  de  x e y.  Tendremos 


SV 

dx 


, dZ 
yz  + xy  ^ . 


dz 


dV 

dy 


j dz 


as 

dx 


« « / , i dz  | dz\ 

= 0 = + * + *s  + y-s). 


¥ = o 

dy 


= 2^x 


f » dz  dz\ 

+ z + x^+ydi) 


De  las  dos  ultimas,  -r—  — 
dx 


y + z dz  _ 
jT+y  y dy  ~ 


- . ...  dV  xy(y.+  z) 

Luego  las  condiciones  = yz  - 


X + z 

x + y' 

. dv 

= o y = xz  - 
dy 


x + y 

x3(z  — y)  = 0.  Por  tan  to,  x = y = z,  como  queriamos  demostrar. 


xyjx  + z 
x + y 


= 0 se  reducen  a y3(z  — x)  = 0 y 


IS.  Calcular  el  volumen  V del  paralelepfpedo  recto  de  mayor  volumen  que  se  puede  inscribir  en  el  elipsoide 


\ i ^ — i 

+ F + ^ 

Sea  P(xt  y\  z)  un  vArtice,  en  el  primer  octante.  Tendremos  V = Sxjz. 

Consideremos  a t como  una  funciAn,  de  las  variables  independientes  x e y,  dada  por  la  ecuaciAn  del  elipsoide. 
Las  condiciones  necesarias  para  un  mAximo  son ; 


Sr = 8(w*  + *w£)  = 0 y w = = 0 


in 


2*  + 2£.ii  _ o 

a2  c2  dx 


2y  { 2z  dz  _ 
62  + c2  ' dy  " 


De  la  ecuaciAn  del  elipsoide  obte nemos 


0. 
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Eliminando  dzj  dx  y dz!  dy  entre  estas  relaciones  y (/)  obtenemos 

y 


y finalmente 


iL  ~ *1  _ vL 

* “ c2  “ b* 


Combinando  (2)  con  la  ecuacidn  del  elipsoide  llegamos  a x ~ aVT/l,  y = ft\/3/3,  y z = c\/3/3. 
Luego  V — 8 xyz  — (S\/J ~/9)abc  unidades  de  vo lumen. 


(2) 


Problemas  propuestos 


16.  Hallar  las  derivadas  de  las  funciones  siguientes  en  los  puntos  dados  y en  las  direcciones  indicadas:  (a)  z = x1  + xy  + y2, 

(3,  1),  0*=  n! 3.  (b)  z = x*  + y*  — 3 xy,  (2, 1),  6 = arc  tag  2/3.  (c)  z = y + x cos_^yf  (0,  0),  B = n/X  ( d)z  = 2x2  4-  3 xy  — y, 
(1,  — 1),  en  la  direcciftn  del  punto  (2,  1).  Sol . (a)  \{1  + 5\/3)»  (b)  21^/13/13,  (r)  JU  + VT)f(rf)llvT/5. 

17.  Determinar  el  gradiente  de.las  funciones  del  Problema  16  en  los  puntos  dados. 

Sol.  (a)  V74,  (b)  3 \/T0t  (c)  V%  (d)  V26. 

18.  Demostrar  que  el  gradiente  de  V = In  \f x2  + y del  Problema  8 es  constante  a lo  largo  de  un  cfrculo  x2  4-  y%  = r2. 

19.  Dada  la  superfitie  i — 8 — 4x*  — 2y,  hallar  (a)  la  direccidn  de  la  maxima  pendiente  en  el  punto  (1 , 1 , 2)  y (b)  la  direccidn 
de  la  tangente  a la  curva  de  nivel  z = constante.  Obsirvese  que  ambas  direcciones  son  perpend iculares. 

Sol,  (a)  arc  tag  tercer  cuadrante;  ( b ) arc  tag  — 2. 

20.  Demostrar  que  la  suma  de  los  cuadrados  de.  las  derivadas  de  z — /( x,  y)  en  uno  cualquiera  de  sus  puntes  y en  dos  direc- 
ciones perpend  iculares,  es  igual  a I cuadrado  del  gradiente. 


21.  Sean  las  funciones  z = / (x,  y)  y w = g(x,  y)  de  forma  que  dzj  dx  ~ dwl  dy  y dzj  dy  — — dwl  dx.  Si  y d2  son  dos 
direcciones  perpendiculares,  demostrar  que,  en  un  punto  cualquiera  P(x,  y\  dzl  dst  = dwl  ds%  y dzj  ds2  = — dwl  ds 

22.  Hallar  la  derivada  de  las  funciones  siguientes  en  los  puntos  dados  y en  las  direcciones  indicadas: 

(a)  xy*z,  (2,  1,  3),  [1,  —2,  2],  (b)  x2  + y%  + z2,  (1,  I,  I),  en  la  direccidn  del  punto  (2,  3,  4).  (c)  x2  + y2  — 2xz, 
(1,  3,  2),  a lo  largo  de  x2  + y2  — 2xz  = 6,  3xfi  — y2  + 3z  = 0 en  la  direccidn  creciente  de  z. 

Sol.  (a)  —17/3  (b)  6\/T4 /7  (c)  0 


23.  Hallar  los  miximos  y minimos  de  las  funciones: 

(a)  z = 2x  + 4y  — x2  — y2  — 3 

(b)  z = x2  + y2  — 3xy 

( c ) z = x2  4-  2xy  + 2 y2 

(d)  z=(x-.y)<l  — xy) 

(e)  z = 2x2  + y + 6x;k  + lOx  — 6 y + 5 
(/)  z = 3x  — ly  — 2x3  — xy2  + 2x2y  + y 

(*)  z = xy(2x  + 4y  + \) 


Sol . Max.  = 2 para  x = 1,  y = 2 
$o/.  Min.  •=  — 1 para  x — 1,  y = I 
5o/.  Min.  = 0 para  x = 0f  >>  = 0 
Sol . No  tiene  mix.  ni  min. 

.So/.  No  tiene  mix.  ni  min. 

Sol . Min.  = — \/6*  para  x = — \/b/bi  y = V &I 3; 

mix.  = para  x = \/b/b,  jr  = — Vb/3 
So/.  Mix.  = 1/216  para  x = —1/6,  y = —1/12 


24.  Determinar  tres  numeros  positivos  x,y,  z tales  que: 

(<i)  x + ^ + z—  18  y xyz  sea  maximo.  (c)  x + y + z — 20  y x^z2  sea  miximo. 

(b)  xyz  = 27yx  + y + zsea  mi'nimo.  (d)  x + y + z = \2y  xy2z 2 sea  maximo. 

Sol.  (a)  x = y = z = 6,  (6)  x = ^ — z = 3,  (c)  x = ^.=  5,  z = 10,  (d)  x = 2,  y = 4,  z = 6 


25.  Calcular  el  minimo  valor  del  cuadrado  de  la  distancia  del  origen  al  piano  Ax  + By  + Cz  + D = 0. 

Sol.  D2/(A 2 + B2  + C2) 

in.  t a)  Hallar  ei  maximo  volumen  ac  una  caja  paraiei^pipedi^a  sin  tap*  superior  cuya  area  total  es  de  108  metros  uuadradtw. 

iff]  naiidi  ig  minima  area  imai  uc  una  caja  naraieiemneaica  sin  tana  sunerior  fle  500  metros  euhieos  de  volumen, 
(a)  IDS  m".  (ft)  300  mai 

27.  DfitGrminar  si  Dunln  de  z - vt  — I mfh  nr/inimn  al  nrisen  Snl  m a 

28.  Hallar  la  ecuacion  dd  piano  due  pasc  por  el  punto  (1. 1, 2)  y determine,  en  el  primer  octante,  un  volumen  minima, 
SoL  2x  + 2y  + z — 6. 

29.  Determinar  los  va lores  de  p y q de  tal  forma  que  la  suma  S de  los  cuadrados  de  las  distancias  verticales  de  los  puntos 
(0,  2),  (1,  3),  y (2,  5)  a la  recta  y = px  + q sea  minima. 

Ind.  S — — 2)2  + (p  + q — 3)2  + (2p  + q — 5)2. 


Sol . p = 3/2,  q = 1 1/6. 


Capitulo  61 


Vectores  en  el  espacio 


EL  ESTUDIO  DE  LA  GEOMETRIA  ANALITICA  PLANA 

mediante  el  calculo  vectorial  es,  normalmente,  com- 
plejo  debido  a que  los  problemas  que  en  ella  se  pre- 
sentan  se  pueden  resolver  teniendo  en  cuenta  el  con- 
cepto  de  pendiente.  Por  el  contrario,  el  estudio  de  la 
geometrla  analitica  en  el  espacio  se  facilita  enorme- 
mente  introduciendo  el  concepto  y algebra  vectorial 

Tres  vectores  a,  b,  c con  el  mismo  origen  no  situados 
en  un  mismo  piano  ni  paralelos  dos  a dos,  forman  un 
triedro  a derechas  si  el  sentido  de  c coincide  con  el  de 
avance  de  un  sacacorchos  cuyo  movimiento  de  rota- 
cion  sea  de  a a b (Fig.  61-1).  Tambien  se  verifica  que 
el  sentido  de  b corresponde  al  de  avance  cuando  la  ro- 
tacidn  sea  de  c a a y el  de  a,  con  el  de  avance  cuan- 
do la  rotacion  tiene  lugar  de  b a c. 

Supongamos  que  los  ejes  de  coordenadas  forman 
un  triedro  trirrectangulo  a derechas  (Fig.  61-2),  y sean 
i,  j,  k los  vectores  unitarios  segun  los  semiejes  positivos 
jc,  y , y z,  respectivamente.  Teniendo  en  cuenta  lo  dicho 
en  el  Capitulo  18,  un  vector  libre  cualquiera  a se 
puede  expresar  en  la  forma 

a — flii  + 0/2  j + a3k 

y si  P( x,  y , z)  es  un  punto  cualquiera  del  espacio,  el 
vector  de  posicion  r de  P es 

r = OP  = OB  + BP  = OA  + AB  + BP  ( 1 ) 

— xi  + yj  + zk  ' 

Toda  el  algebra  expuesta  en  el  Capitulo  18  es  valida 
en  este  capitulo  con  la  diferencia  de  que,  ahora,  hemos 
de  tener  en  cuenta  una  dimensidn  mas.  Asi,  pues,  si 

a = ax\  + a1  j + a3 k y b = iy  4-  b2 j + b3 k,  tendremos 


Fig.  61-1 


Fig.  61-2 


/ta  = tcaj  + fta2\  + siendo  k un  escalar  cualquiera 
a = h si  y solo  Si  al  ~ or*  = b3 

a ± b = (flj  =b  hx) i 4-  (na  ± bs) j 4-  (oa  rfc  ba)k 

a • b = |a|  |b|  cos  0,  siendo  0 el  menor  angulo  de  los  formados  por  a y b 
i*i^j  j = k*k  = 1;  i-j=j*k  = k*i  = 0 

|a|  = VaT-  a = Vof  + a\  + a\ 

a • b = 0 si  a = 0,  ob  = 0,  osiayb  son  perpendiculares. 
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De  (7),  obtenemos 


|r|  = Vr^r  = V x2  + y2  + z2  (2a) 

para  la  distancia  del  punto  P(x , y,  z)  al  origen.  Tam- 
bi6n  si  Px(xl9  yu  zx)  y ^2(^2*  .y2>  z2)  son  d°s  Pantos 
cualesquiera  (ver  Fig.  61-3) 

Px  P2  = Pi  B + BP2  - Px  A + AB  + BPo 

= (*2  — *i)i  + (y%  — yi)i  + (z2  — zi)k 

y 

|Pi  p2 1 = V(x2  - xxf  + (y2  - y,)2  + (z2^zj2  (2b) 

es  la  fdrmula  que  nos  da  la  distancia  entre  dos  puntos. 
* (Ver  Problemas  1-3.) 


Fig.  61-3 


COSENOS  DIRECTORES  DE  UN  VECTOR.  Sean  a,  /?,  y los  angulos  que  un  vector  a = axi  + a2 j 
+ a3 k forma,  respectivamente,  con  los  semiejes  positivos  x,  y y z,  como  se  representa  en  la 
Fig.  61-4.  De 


i*a  = |i||a|cosa  = |a|cosa 
i • a = |a|  cos  j3,  k • a — |a|  cos  y 


tenemos 


1 • a a\  n ] • a a 2 

COS  a — -j— j-  = -j— r,  COS/?  = -r-p  = -j— r 

a |a|  r a a 


k*  a as 

COS  y — — j — p — i—\ 

1 |a|  |a| 

Estos  son  los  cosenos  directores  de  a.  Como 


COS2  a + COS 2 (3  + COS2  y 


ai  + a2  + al 

W5  ' 


1 


el  vector  u = i cos  a + j cos  p + k cos  y es  un  vector 
unitario  paralelo  a a. 


VECTOR  PERPENDICULAR  A OTROS  DOS.  Sean 

a = aii-fa2j+a3k  y b = bii -f  b2j  4- 63k 
dos  vectores  no  paralelos  con  el  origen  comun  P.  Es  facil  de  demostrar  que  el  vector 


a2  as 

CI3  a\ 

ai  a2 

b%  63 

i + 

b3  bi 

i + 

b 1 bz 

es  perpendicular  a a y b y,  por  tanto,  al  piano  que  forman. 


En  los  Problemas  5 y 6 se  demuestra  que 


i i k 

Ctl  tt2  0-3 
bi  b2  bs 


(3) 


|c|  = |a|  |b|  sen  6 

= el  area  del  paralelogramo  que  tiene  a a y b como  lados  no  paralelos.  (4) 

En  el  caso  de  que  los  vectores  a y b sean  paralelos,  b = ka.  y,  segun  (5),  se  deduce  que  c = 0, 
es  decir,  c es  un  vector  nulo.  Un  vector  nulo,  por  definition,  tiene  de  modulo  0 y direction  y sen- 
tido  sin  especificar. 
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PRODUCTO  VECTORIAL  DE  DOS  VECTORES.  Sean 


a - aii  + ct2j  + a3k  y b = bii  + b2 j + b3k 

dos  vectores  con  el  mismo  origen  P y n el  vector  unitario  normal  al  piano  formado  por  a y b,  con 
un  sentido  tal  que  a,  b y n forman  un  triedro  a derechas  de  origen  P , como  se  represents  en  la 
Fig.  61-5.  El  producto  vectorial  de  a y b es,  por  definicion, 

a X b = jaj  |b|  sen  0 n (5) 

siendo  0 el  menor  de  los  angulos  formados  por  a y b. 

Por  tanto,  a X b es  un  vector  perpendicular  a a y b. 

Como  se  ve  en  el  Problema  6, 

|a  X b|  — |a|  |b|  sen  0 

representa  el  area  del  paralelogramo  que  tiene  a a y b 
por  Iados  no  paralelos. 

Si  a y b son  paralelos,  0 — 0 o n,  y a X b = 0.  Por 
tanto, 

i Xi=j  Xj  = k xk  = 0 (6) 

Si  en  (5)  se  invierte  el  orden  de  a y b,  n se  debe  sustituir  por  — n;  luego, 

b x a = —(a  x b)  (?) 

Como  se  han  elegido  los  ejes  coordenados  de  forma  que  determinen  un  triedro  a derechas,  se 
deduce 

i x j = k j x k = i 

j x i = -k  k x j = -i 

Aplicando  la  propiedad  distributiva  (ver  Problema  8): 

(a  + b)xc  = axc  + bxc  (9) 

Multiplicando  (9)  por  — 1 y aplicando  (7)  se  obtiene: 


k x i = j 
ixk  = -j 


(8) 


|a  X b 


i*.  61-5 


De  donde 


c x (a  + b)  = 
(a  + b)  X (c  + d)  = a X c 


c x a + c x b 
+ a x d + bxc  + bxd 


a x b 


i j k 

Gi  O2  G3 
b 1 b 2 b$ 


(9') 

(10) 

(11) 


(Ver  Problemas  9-10.) 


TRIPLE  PRODUCTO  ESCALAR.  Sea  6 (Fig.  61-6)  el  menor 
de  los  angulos  formados  por  los  vectores  b y c y <f>  el  co- 
rrespondiente  de  los  formados  por  a y b X c.  El  triple 
producto  escalar  es,  por  definicion, 

a • (b  x c)  = a • |b|  |c|  sen  0 n = |a|  |b|  |c|  sen  0 cos  <f> 

= (|a|  cos  <f>)  (|b|  [c | sen  0)  = hA 
— volumen  del  paralelepipedo 


Se  demuestra  (ver  Problema  11)  que 


Fig. 61-6 
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Oi 

Oi 

a3 

a * (b  x c)  = 

bl 

b2 

b3 

— 

(a 

x b)  • c 

(12) 

Ci 

C2 

c3 

Cl 

C2 

c3 

Oi 

Oi 

az 

c • (a  x b)  = 

Oi 

Oi 

a3 

— 

bi 

b2 

bz 

= a • (b  x c) 

bi 

bi 

63 

Ci 

c2 

Cz 

bi 

b2 

63 

CLi 

CLi 

b * (a  x c)  = 

di 

a2 

a3 

= 

- 

bi 

b2 

bz 

= — a • (b  X c) 

Ci 

c2 

Cz 

Ci 

Cl 

Cz 

Analogamente,  tenemos 

a*  (b  x c)  = 

c* 

(a  x b) 

= b- 

(c  x a) 

(13) 

y a*(bxc)  = -b'(aXc)  = -c*(bxa)  = -a'(cxb)  (14) 


De  la  interpretaci6n  del  producto  a • (b  x c)  como  un  volumen,  se  deduce  que  si  a,  b,  c son  tres 
vectores  coplanarios,  a • (b  x c)  = 0 y redprocamente. 

Los  parentesis,  en  las  expresiones  a • (b  x c)  y (a  x b)  * c no  son  necesarios.  Por  ejemplo, 
a • b X c solo  se  puede  interpretar  bien  por  el  producto  a • (b  x c),  o bien  por  (a  • b)  x c.  Ahora 
bien,  a * b es  un  escalar  y (a  * b)  x c carece  de  sentido. 

(Ver  Problema  12.) 


TRIPLE  PRODUCTO  VECTORIAL.  En  el  Problema  13,  se  demuestra  que 

a x (b  x c)  = (a  • c)b  — (a  • b)c 


Analogamente, 


(a  X b)  x c = (a  • c)b  — (b  • c)a 


Por  tanto,  excepto  para  el  caso  en  que  b sea  perpendicular  a a y c 

a x (b  x c)  ^ (a  X b)  x c 
aqui  es  necesario  utilizar  parentesis. 


(15) 

(16) 


ECUACION  DE  LA  RECTA.  Una  recta  del  espacio  que  pase  por  un  punto  dado  P0(x 0,  y0,  z0)  se  define 
como  el  lugar  geometrico  de  todos  los  puntos  P( x,  y , z)  tales  que  PQP  es  paralelo  a una  direction 
dada  a = + a2 j + a3 k.  Sean  r0y  r los  vectores  de  position  de  los  puntos  de  P0  y P , respecti- 

vamente.  Tendremos 

r — r0  ==  fca  (k,  un  escalar  variable)  (17) 


es  la  ecuacion  vectorial  de  la  recta  PP0.  Ver  Fig.  61-7. 

Poniendo  (17)  en  la  forma 

(x  — jc0)i  +(y—  y0) j + (z  — z0)  k = k(ax\  + + az  k), 


e igualando  componentes 

x — x0  = kalf  y — yQ  = ka2y  z — z0  = ka3 
eliminando  k,  llegamos  a 


x — x0 


(18) 


que  es  la  ecuacion  de  la  recta  en  coordenadas  cartesianas 
rectangulares.  Los  numeros  [<ix,  a2,  a3]  son  las  componen- 


tes de  la  recta  y 


CL  i 02  O3 

lap  NT’  W 


son  sus  cosenos  direc- 


tores. 


Fig.  61-7 
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Si  una  cualquiera  de  las  componentes  au  a2,  a3  cs  cero,  el  numerador  correspondiente  en  (18) 
tambi£n  es  nulo.  Por  ejemplo,  si  ax  = 0,  a2i  a3  ^ 0,  la  recta  viene  dada  por 


X - Xq  = 0, 


y-y'o 

a2 


Z — Zo 

as 


ECUACION  DEL  PLANO.  Un  piano  del  espacio  que  pase 
por  un  punto  dado  P0t*o>  7o>  zo ) se  define  como  el  lugar 
geomdtrico  de  todas  las  rectas  que  pasando  por  P0  son 
perpendiculares  a una  direction  dada  a = Ai  -f  B\  + Ck. 
Sea  P(xy  y , z)  otro  punto  cualquiera  del  piano.  En  estas 
condiciones,  r — r0  — P0  P es  perpendicular  a a,  como 
se  representa  en  la  Fig.  61-8,  y la  ecuacion  del  piano  sera 

(r  — r0)  • a = 0 (19) 


En  coordenadas  rectangulares,  tendremos 


o 

o 


{(*  — *0)'  + O'  — y0)l  + (Z  — Z0)k}  • (Ai  + 5]  + Ck)  = 0 
A(x  — x0)  + B(y  — y0)  + C(z  — z0)  = 0 

Ax  + By  + Cz  + D = 0 (20) 


siendo  D = — (Ax0  + By0  + Cz0). 


Reciprocamente,  sea  P0(x0,  y0,  z0)  un  punto  de  la  superficie 

Ax  + By  + Cz  4*  D = 0 

Sustituyendo  Ax0  + By0  + Cz0  + D = 0 

Restando, 

A(x  — xQ)  + B(y  — y0)  + C(z  — z0) 

= (Ai  4-  B\  4-  Ck)  • {(*  — x0)i  4-  (y  — 4o)j  4 - (z  — z0)k}  = 0 


el  vector  constante  Ai  4*  Bj  + Ck  es  normal  a la  superficie,  por  lo  cual  dicha  superficie  es  un  piano. 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  la  distancia  del  punto  Px  (1,  2,  3)  al : (a)  origen,  (b)  eje  jc,  (c)  eje  z, 
(d)  piano  jc y,  (e)  punto  Pt  (3,  — 1,5). 

(a)  r = OP!  = i + 2j  + 3k;  |r|  = Vl*  + 2*  + 3*  = y/li 

(b)  AP,  = AB  + BPi  = 2j  + 3k;  |AP,|  = yfi  + 9 = \Zl3 

(c)  DP,  = DE  + EP,  = 2j  + l;  |DP,|  = y/l 

(d)  BP,  = 3k;  |BP,|  = 3 

(e)  P,P,  = (3  - l)i  + (-1  - 2)j  + (5  - 3)k  = 2i  - 3j  + 2k 
|P,P,|  = V4  + 9+  4 = VT 7 


2.  Hallar  el  ingulo  6 formado  por  los  vectores  que  unen  O con  P,  (1 , 2,  31 
y Pt  (2,  — 3,  — 1). 


r, 


COS  0 


OP,  = i + 2j  + 3k,  r»  = OP,  - 2i  - 3j 
r,T,  _ 1(2)  + 2(— 3)  + 3(— 1)  _ _ 1 

WW  Vuy/u  2’ 


k 


e = 120° 


Fig.  61-9 
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3.  Hallar  el  Angulo  a — / _BAC  del  triangulo  ABC  cuyos  vertices  son 
A(\>  0,  1),  B( 2,  —1,  1 ),  C(— 2,  1,  0). 


a = AC  = — 3i  + j k,  b - AB  = i — j 
a • b -3-1 


lal  |b| 


v/22 


-0,85280,  « = 148°31' 


4.  Hallar  los  cosenos  directores  de  a = 3i  + 12j  + 4k. 
Los  cosenos  directores  son 


[CAP.  61 
C 


3 „ j-a  12 

13-  cos^  " l^T  = 13’  C0Sy 


k • a 


_4_ 

13 


5.  Si  a = ax i + a2j  + o*k  y b = bj  4-  b2 i + b2k  son  dos  vectores  trazados  desde  un  punto  P y si 


a2  as 
b2  63 


i + 


ai  as 
b 1 &3 


j + 


Ctl  fl-2 

61  62 


demos trar  que  |c|  = |a|  |b|  sen  0,  siendo  6 el  menor  de  los  angulos  formados  por  a y b. 


a * b 

Tenemos  cos  8 = ~ ^nrr  y 


lal  Ib| 


sen  9 


= ,/,  J_ulL‘  = 

\ llallblj 


y/(a\  + a\  + al)(b\  + 61  + 61)  — (ai  61  + a262  + a363)2 


|a|  |b] 


|a|  |b| 


Luego,  [cl  = [a|  [b[  sen  n como  queriamos  demostrar. 


6.  Hallar  el  Area  del  paralelogramo  cuyos  lados  no  paralelos  son  a y b. 

De  la  Fig.  61-11,  h = |b|  sen  8 y el  Area  es  h |a|  — |a|  jb[  sen  6. 

7.  Sean  ax  y a2,  respectivamente,  las  componentes  de  a paralela  y perpendicular  a b,  ver  Fig.  61-12.  Demostrar  que 

a2  x b = a xbyaj  xb  = 0 

Si  8 es  el  Angulo  formado  por  a y b,  sera  |aa  | = |a|  cos  8 y |a2|  = |a|  sen  8 . Como  a,  a2,  b son  coplanarios 

a2  x b = |a2|  |b|  sen  <j>  n = |a|  sen  8 |b|  n 
= |a|  |b|  sen0n  = a x b 

Como  ax  y b son  paralelos,  ax  x b = 0 
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8.  Demostrar  que  (a  + b)xc  = axc  + bxc. 


En  la  Fig.  61-1 3,  el  origen  P de  los  vectores  a,  b,  c esta  en  el 
piano  del  papel,  mientras  que  sus  extremos  estdn  situados  por 
delante  de  este  piano.  Los  vectores  at  y bx  son,  respectivamente, 
las  componentes  perpendiculares  a c de  a y b.  Por  tanto,  a^  bl# 
a!  + bi,  aj  x c,  bL  x c y (a!  4-  bj)  x c,  estdn  en  el  piano  del 
papel. 

En  los  triangulos  PRS  y PMQ , 

RS  |bi  xc|  _ I b 1 1 c|  [b, | _ MQ 

PR  |a,  xc|  |a,|  c|  |at|  PM  ; 

con  lo  que  PRS  y PMQ  son  semejantes.  Como  PR  es  perpen- 
dicular a PM  y RS  lo  es  a MQ , PS  es  perpendicular  a PQ  y a 
PS  = PQ  x c.  Asi  pues, 

PS  — PQ  x c = PR  4-  RS 
o bien  (aj  4-  b,)  x c = a,  x c 4-  b,  x c 


sustituyendo  aj  y b,  por  ayb,  respectivamente  (ver  Problema  7), 
resulta  lo  que  se  trataba  de  demostrar. 

(a  + b)Xc  = aXc  + bXc 


Fig.  61-13 


9.  Siendo  a = ax\  4-  a2 j 4-  a9k  y b — W 4-  b2 j + b3k,  demostrar  que 

i j k 
a X b = Oi  02  as 
bi  b2  b 3 

Aplicando  la  propiedad  distributiva 

axb  = (aii  4- aaj  4- a3k)  X (bii  4- baj  4- 63k) 

= Oxi  X (6ii  + baj  + 63k)  4-  as  j X (6ii  4-  b*  j 4-  63k)  4-  a2k  x (bii+  b2j  + 63k) 

= (ai  6ak  — aj  63 j)  4*  (— aabik  + a2b3i)  + (a-abi  j — ■ aabai) 

= (aab3  — o362)i  — (aib3  — a36i)j  4-  (aib2  — a2b,)k 

i j k 

a 1 a a as 
b,  62  63 

10.  Deducir  el  teorema  de  los  senos  de  la  trigonometria  plana. 

Consideremos  el  tridngulo  ABC  cuyos  lados  son  a,  b,  c de  mddulos  a , bt  c,  respectivamente,  y cuyos  ingulos  inte- 
riores  son  a,  /?,  A. 

Tendremos 

• a 4-  b 4-  c = 0 

Como  a X (a  4*  b + c)  = aXb  + aXc  = 0 o aXb  = cXa 

y b X (a  4 b 4 c)  — bXa  4 bxc  = 0 o bXc  = aXb 

Sea  axb  = bXc  = cXa 

|a|  |b|  sen  y = |b|  |c|  sen  a = |c|  |a|  sen 

ab  sen  y — be  sen  <x  — ca  sen  /? 

y sen  y _ sen  a _ sen  p 

cab 
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11.  Si 


a = Oii  + a£ j + o3k,  b = 6xi  + 

62j  + 63k, 

y 

c = 

c,i 

+ c* 

a 1 

a2 

Qa 

a * 

(b  X c) 

= 

61 

62 

63 

Ci 

c2 

C3 

i 

j 

k 

a • (b  X c)  = (ai  i + a2  j + 

01k)  • 

6, 

62 

63 

Ci 

C2 

c3 

c2j  + c;»k,  demostrar  que 


— (aii  + a2j  + aak)  * [(hac.-i  — &3c2)i  + (63^  — 61  c.3)j  4-  (61  c2  — 62Ci)k] 

= Oi  (62C3  — 63C2)  + Ui(baCi  — bi  c3)  4 az(biC2  — b2Ci) 


Oi 

02 

O3 

— 

61 

62 

63 

Cl 

Ca 

c3 

12.  Demostrar  que  a *(a  X c)  = 0. 

Por  ( I2)y  a * (a  x c)  = (a  x a)  * c 0. 


13.  Si  a,  b,  c son  los  vectores  del  Problema  1 1 , demostrar  que  a x (b  x c)  — (a  * c)b  — (a  • b)c. 


a x (b  x c) 


(01  i 4-  at  j 4-  a3k)  X 


i j k 

b 1 62  63 

Ci  C2  C3 


(01  1 4*  02  j 4"  o3k)  X ^ ( 6 2 c 3 — 63C2)i  + (63C1  — 61  C3)j  + (6» c2  — &2Ci)k] 


» j k 

Oi  O2  O3 

62  C3  — 63  C2  63  Ci  — 61  Ca  61 C2  — 62  Ci 


i(a26iC2  — 0/2  b2  Ci  — on63ci  + 0361C3) 

+ j(a3  6sC3  — as&sCs  — O161C2  + 0162c!) 

+ k(oi 63C1  — 0161C3  — CI262C3  4"  O263C2) 


f i6i(aiCi  4-  azca  + a3c3)  f 1^(0161  + 0262  + 0363) 

J + j62(oiCi  + a2c2  + a3c3)  — ■ J + jc2(ai  61  + a2  62  + a363) 

|^  + k63(aiCi  + 02C2  + a3c3)  |^  + kc3  (ai  61  + 02  62  + 03  63) 

(6i  i + 62  j + 63k)(a  * c)  — (ci  i + c*  j + c3k)(a  • b) 
b(a  • c)  — c(a  • b)  = (a  • c)b  — (a  • b)c 


como  queriamos  demostrar. 


14.  La  minima  distancia  Centre  dos  rectas  del  espacio  que  se  cruzan, 7,  y /2(  es  la  distancia  de  un  punto  cualquiera  de  l2  al 
piano  que,  pasando  por  l2  es  paralelo  a /] ; es  decir,  si  Px  es  un  punto  de  lx  y P2  de  /2l  d es  la  proyeccidn,  prescindiendo 
del  signo,  de  P,Pa  sobre  una  perpendicular  comun  a lx  y /2, 

Supongamos  que  lx  pasa  por  el  punto  Px{xl%yu  z*)  y tienc  la  direction  de  A = flii  + oti  + tfjk,  y que  h pasa  por 

yt,  zl)  J tienc  la  dircceiAn  b ™ h\\  + 6nJ  + 6ak. 

Como  PjPg  = (jc2  — jt,)i  + (y2  — yjj  + (z2  — z,)k  y el  vector  a x b es  perpendicular  a /t  y ltj  rendremos 


P,  P2  • (a  x b) 

(r2  - r.)  • (a  X b) 

flT 

x 

0^ 

-O 

X 

es 
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15.  Hallar  Ja  ecuacion  de  la  recta  que  pasa  por  />0(1,  2,  3)  y es  paraiela  a a ^ 2i  — j — 4k.  £Cudl  de  los  puntos  A{ 3, 1,-1), 
B(l/2,  9/4,  4),  C(2,  0,  1)  est&  situado  sobre  dicha  recta? 

De  (/7),  la  ecuacidn  vectorial  es 


(xi  + y\  + zk)  — (i  + 2j  4 3k)  = k(2i  — j — 4k) 

o sea 

(i)  (x  — 1)1  4 O'  — 2)j  4 (z  — 3)k  - A(2i  — j — 4k) 

la  ecuacibn  en  coordenadas  rectangu lares  es 


Aplicando  (ii),  se  ve  f&cilmente  que  A y B pertenecen  a la  recta,  y C,  no. 

En  la  ecuaci6n  vectorial  (i),  para  ver  si  un  punto  pertenece  a una  recta,  basta  dar  un  valor  a k e identificar  compo- 
nentes.  El  punto  A pertenece  a la  recta  porque 

(3  — l)i  + (1  — 2)J  4 (—1  — 3)k  = A(2i  — j — 4k) 

para  k — 1.  An&logamente  B pertenece  a la  recta,  ya  que 

— i<  4 ij  4 k = k(  2i  — j — 4k) 

para  k — — El  punto  C no  pertenece  a la  recta  porque 

i — 2j  — 2k  = A(2i  — j — 4k) 

no  se  verifica  ningun  valor  de  k. 


16.  Hallar  la  ecuacion  del  piano 

(a)  que  pasa  por  P0(l,  2,  3)  y es  paralelo  a 3*  — 2y  4 4z  — 5 =0. 

(i b ) que  pasa  por  PQ(  1,  2,  3)  y Px( 3,  — 2,  1),  y es  perpendicular  al  piano  3*  — 2y  4 4z  — 5 =0. 

(c)  que  pasa  por  P0(\,  2,  3),  Pi( 3,  —2,  I)  y P2(S,  0,  —4). 

Sea  P(xt  yt  z ) un  punto  gen£rico  del  piano  buscado. 

(a)  El  vector  a — 3i  — 2j  4 4k  es  normal  al  piano  dado  y al  que  se  quiere  hallar.  La  ecuacidn  vectorial  de  este 
ultimo  es 

(r  — r0)  - a - 0 

y en  coordenadas  rectangulares  es 

3(x  — 1)  — 20  — 2)  + 4(z  — 3)  - 0 


o sea  3x  — 2y  + 4z  — 11—0 

(6)  El  vector  rx — r0  = 2i — 4j  — 2k  y a = 3i  — 2j  + 4k  son  paralelos  al  piano  pedido;  por  tanto,  — r0)  x a 
es  normal  a dicho  piano.  Su  ecuacidn  vectorial  es 

(r  — r0)*  [(rt  — r0)  x a]  - 0 


La  ecuacion  en  coordenadas  rectangulares  es 


o sea 


(r  — r0)  * 


i j k 

2-4—2 
3 —2  4 


- [(x  - l)i  4 (y  - 2)j  + (z  - 3)k]  * [—201  - 14j  + 8k] 

= — 20(x  — 1)  — 14  {y  — 2)  4 8(z  — 3)  = 0 
20x  4 14y  — 8z  — 24  - 0 


(c)  El  vector  rx  — r0  = 21  — 4j  — 2k  y r2  — r0  = 4i  — 2j  — 7k  son  paralelos  al  piano  pedido,  por  lo  cual 
^ — r^  x — r^  es  normal  a dicho  piano.  Su  ecuacion  vectorial  $s 

^0/  IT‘1  ro/  ^ iwi  v 


u la  immnidn  on  naardonaduii  rootanaulnnoD  od 


(r  — r9)  ■ 


i i k 
2-4—2 
4 —2  —7 


[(x  - l)i  4-  O - 2)J  4 {z  - 3)k]  • [241  + 6j  4 12k] 


- 24(x  — 1)  4 6 (y  — 2)  + 12(z  — 3)  = 0 

4x  4 y 4 2z  — 12^0 


o sea 
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17.  Hallar  la  distancia  d del  punto  /*0(lt  2,  3)  al  piano  n de  ecuacion  3x  — 2y  + Sz — 10  — 0. 

Un  vector  normal  al  piano  es  a — 3i  — 2j  + 5k.  Tomemos  el  punto  P1(2,  3,  2),  del  piano  n.  La  distancia  d , pres- 
cindiendo  del  signo,  es  la  proyeccidn  de  P0  P,  sobre  a.  Por  tanto, 


(ri  - r0)  • a 

(i  + j - k)  • (3i  - 2j  4-  5k) 

|a| 

\/38 

Problemas  propuestos 


18.  Hallar  el  mddulo  de  los  vectores 

(*)  a = 2i  + 3J  4-  k. 

(b)  b = 3i  — 5J  + 9k. 

(c)  c,  que  une  Ptf,  4,  5)  con  P2(l,  —2,  3).  Sol.  (a)  Vl4,  ( b ) VllS,  (c)  2 Vli 


19.  Dados  los  vectores  del  Problema  18: 

(a)  Demostrar  que  a y b son  perpendiculares. 

(b)  Hallar  el  menor  de  los  Angulos  formados  por  aye.  Idem  de  b y c. 

(c)  Hallar  los  Angulos  que  b forma  con  los  ejes  coordenados. 

Sol.  (b)  165°14',  85°10';  (c)  73°45\  I17°47\  32°56/. 


20.  Demostrar  que:  i'i— j*j— k-k  = l;i*j=j*k  = k*i=0. 

21.  Hallar  el  vector  unitario  en  las  direcciones  de  los  vectores  a y b del  Pro- 
blema 18. 

22.  Hallar  los  Angulos  interiores  p y y del  triAnguIo  del  Problema  3. 

Sol.  P = 22°12',  y = 90°16' 

23.  Dado  el  cubo  de  arista  unidad  de  la  figura,  hallar: 

(a)  el  Angulo  formado  por  su  diagonal  y una  arista, 

( b ) el  Angulo  formado  por  su  diagonal  y la  de  una  cara. 

Sol.  (a)  54°44\  (6)  35°16'  < 


24.  Demostrar  que  la  proyeccion  escalar  de  b sobre  a viene  dada  por  , , . ^ 

|a|  Fig.  61-14 

25.  Demostrar  que  el  vector  c de  la  ecuacion  (3)  es  perpendicular  a los  a y b. 


26.  Siendo  a = i + j,  b = i — 2k,  c = 2i  -f  3j  4-  4k,  calcular 


(a)  a x b = — 2i  + 2 j — k 
CO!  DICZZQIhbDJT  Jk 
t A a = — tl  T t j — K 
W)  ca  + D)  X [a  — DJ  = 41  — 4j  + ZK 


(e) 

rn 

\Sf 

m 


• (a  x b)  = 0 

fO  fl  O m r-r 

rs  c^r  — ai 


a a rs  — ai  n» 

C X (a  * PJ  - — HI  — PI  T iUk 


27.  Hallar  el  Area  del  triAnguIo  cuyos  vertices  son  ,4(1,  2,  3),  B( 2,  — 1,  1),  C( — 2,  1,  — 1). 

!nd.  |AB  x AC|  ^ doble  area.  Sol.  5-\/3- 

28.  Hallar  el  volumen  de!  paralelepi'pedo  cuyas  aristas  son  OA,  OB,  OC  siendo  A(  1, 2,  3),  B(l,  1,  2),  C(2,  1,1). 
Sol . 2. 
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29.  Siendo  u = a x b,  v = b x c,  w = c x a,  demostrar  que 

(а)  u*c=va  = w*b 

(б)  a • u = b * u = 0,  b • v --  c • v = 0,  c * w = a • w = 0 
(c)  u * (v  x w)  = {a  • (b  x c)}2 

30.  Demostrar  que  (a  + b)  - {(b  + c)  x (c  + a)}  = 2a  • (b  x c). 

31.  Hallar  el  menor  Angulo  de  intersecci6n  de  los  pianos  5x  — I4y  + 2 z — 8=0  y 10x  — ll,y  + 2z  + 15=0. 

Ind.  Hallar  el  Angulo  formado  por  sus  norma les.  Sol . 22°25' 

32.  Hallar  la  ecuaci6n  vectorial  de  la  recta  de  intersecci6n  de  los  pianos  x + y — z — 5=0  y 4x  — y — z + 2 = 0. 
Sol.  (x  — l)i  4-  (y  — 5)j  + (z  — l)k  = k{— 2i  — 3j  — 5k),  siendo  P0(l,  5, 1)  un  punto  de  la  recta. 

33.  Hallar  la  minima  distancia  entre  la  recta  que  pasa  por  A( 2, — 1, — 1)  y B( 6, — 8,0)  y la  que  pasa  por  C(2,  1,2)  y 

D(0,  2,  — 1),  Sol.  a/6/6 


34.  Definir  una  recta  que  pase  por  el  punto  P0(*o>  z0)  como  el  lugar  geom&rico  de  los  puntos  P(x,y,  z)  tales  que  P0  P 

y OP0  sean  perpendiculares.  Demostrar  que  su  ecuaci6n  vectorial  es  de  la  forma  (r  — r0)  * r0  = 0. 


35.  Hallar  la  ecuaci6n  de  la  recta  que  pasa  por  P0(2,  — 3,  5)  y 

(a)  es  perpendicular  a lx  — 4y  + 2z  — 8=0. 

( b ) es  paralela  a la  recta  x — y + 2z  + 4 = 0,  2x  + 3y  + 6z  — 12  = 0. 

( c ) pasa  por  P,(3,  6,  — 2). 


Sol.  (o) 


y + 3 


z — 5 


(b) 


*■  2\ 


y + 3 


12 


z — 5 
—5  ! 


(c) 


x — 2 


7 + 3 


z — 5 
—7 


36.  Hallar  la  ecuaci6n  del  piano 

(a)  que  pasa  por  P0(l,  2,  3)  y es  paralelo  a a =21  -h  j — k y b = 3i  + 6j  — 2k. 

( b ) que  pasa  por  P0(2,  — 3,  2)  y por  la  recta  6x  + 4y  + 3z  + 5 = 0,  2x  + y + z — 2 = 0. 

(c)  que  pasa  por  P0(2,  — 1,  — 1)  y P/l,  2,  3)  y es  perpendicular  a 2x  + 3.y  — 5z  — 6=0. 

Sol.  (a)  4x  + y + 9z  — 33  = 0,  (b)  16x  + ly  + 8z  — 27  = 0,  (c)  9x  — y + 3z  — 16  = 0. 

37.  Siendo  r0  = i + j + k,  = 2i  + 3j  + 4k,  y r2  = 3i  + 5j  + 7k  tres  vectores  de  posici6n,  demostrar  que 

r0  x T]  + r,  x r,  + r2  x r0  = 0.  iQu6  se  puede  decir  de  los  extremos  de  estos  vectores? 

Sol . Son  colineales. 

38.  Si  P o,  Pi,  P2  son  tres  puntos  no  colineales  y r0,  r2  son  sus  vectores  de  posici6n,  calcular  la  posici6n  de 
r0  x ti  + ri  x T|  + r,  x r0  con  respecto  al  piano  P0P1PZ.  Sol.  Normal. 

39.  Demostrar  que:  (a)  a x (b  x c)  + b x (c  x a)  + c x (a  x b)  = 0. 

(b)  (a  x b)  • (c  x d)  = (a  • c)  (b  * d)  — (a  * d)  (b  • c). 

40.  Demostrar  que : (a)  Las  mediatrices  de  un  triAngulo  se  cortan  en  un  punto. 

(b)  Las  alturas  de  un  triAngulo  se  cortan  en  un  punto. 

41.  Sean  .4(1,  2,  3),  B{ 2, — 1,5)  y C(4, 1,  3)  tres  vertices  del  paralelogramo  ABCD.  Hallar:  (a)  las  coordenadas  de  D, 
(fy  el  Area  de  ABCD ^ (cj)  el  Area  de  la  proyeccidn  ortogonal  de  ABCD  sobre  cada  uno  de  los  pianos  coordenados. 

jot.  (;□)  up,  4,  ii,  (to  iVId,  (ci  fl.  <5.  J. 

42.  Demostrar  que  el  Area  de  un  paralelogramo  en  el  espacio  es  igual  a la  raiz  cuadrada  de  la  suma  de  los  cuadrados  de  las 
areas  ae  las  proyecctones  aei  paraieiogramo  soorc  ios  pianos  coorucnauas. 
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DERIVACION.  Sean 

r = i/i(t)  + j h(t)  + k/3(t)  = ift  + j f2  + k/3 

s = + j 9*(t)  + kiMt)  = ifl'i  + jg2  + k#3 

u = ihi(t)  + jh2(t)  + kh3(t)  = ihi+jhi  + kht 

yectores  cuyas  componentes  son  funciones  de  una  sola  variable  escalar  t cuyas  primeras  y segundas 
derivadas  son  funciones  continuas. 

Se  puede  demostrar,  como  se  hizo  en  el  Capitulo  18  para  los  vectores  en  el  piano,  que 


d dr  . ds 

3f(r4S)  = ar*  + '• it 


m 


Teniendo  en  cuenta  las  reglas  de  derivacion  de  determinantes  cuyos  elementos  son  funciones 
de  una  sola  variable, 


d_ 

dt 


i j k 

i j k 

i j k 

/ 1 /2  / 3 

— 

n n n 

+ 

/l  / 2 fs 

01  02  03 

01  02  03 

9[  02  03' 

(2) 


dr  ds 

= dixs  + rxii 

d -{r*(sx  u)}  = |'(sxu)  + r 


ds 


x u + r • s x 


d u 


(*) 


eft  14  ~ dt  r \dt  ) \ dt 

Estas  formulas  tambien  se  pueden  establecer  desarrollando  los  productos  indicados  antes  de  derivar. 
De  ( 2 ) se  deduce 


dr 


^{rx(sxu)}  = sx(ixu)  + rxj(,x«) 


dt 

dr 


ds 


= ^x(sxu)  + rx(£x„]  + rx(sx^ 


dt 


du 


dt 


CURVAS  EN  EL  ESPACIO.  Consideremos  la  curva 

* = W) i y = ff(*h  * = Mf) 


(fl 


sicndo  ids  prlmcraa  j atgurulaa  dcriradaa  de  ,/W  funeiwnw*  fvnlinvuti  Srrf*  ^1  ^<4—  J* 

posicion  de  un  punto  generico  /*(*,  z)  de  la  curva 


x\  -f  yj  + zk 


dr 


Como  se  vio  en  el  Capitulo  18,  t = — es  el  vector  tangente  unitario  a la  curva,  Llamando  R al 

as 

vector  de  posicion  de  un  punto  (Xy  Yy  Z)  de  la  tangente  en  Py  la  ecuacion  vectorial  de  esta  recta  es 
(ver  Capitulo  61) 
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R — r = kt  (k,  un  escalar  variable) 
y la  ecuacion  en  coordenadas  rectangulares 


(6) 


X-x 


Y- 


Z-z 


siendo 

los  cosenos  directores  eran 


dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

— j-9  - 1 sus  cosenos  directores.  En  la  ecuacion  correspondiente,  (2)  del  Capitulo  59, 


dx  dy  dz  1 

~ds9  Hi’  ~di\ 


I"*  * dz] 
[dt 9 dt  9 dt\ 


La  ecuacion  vectorial  del  piano  normal  a la  curva  en  el  punto  P viene  dada  por 

(R  — r)  • t = 0 

siendo  R el  vector  de  posicion  de  un  punto  generico  del  piano. 

Tambten,  como  se  vio  en  el  Capitulo  18, 


dt 

— es  un  vector  perpendicular  a t.  Llamando  n 
ds 

al  vector  unitario  con  la  direccion  y sentido 

de  tendremos 
ds 

§ = 

siendo  \K\  el  mddulo  de  la  curvatura  en  P.  El 
vector  unitario 


(7) 


R — I TT I j _ 


dt 

\K\  ds 

se  denomina  normal  principal  a la  curva  en  P . 
El  vector  unitario  b en  P , definido  por 

b = t X n (9) 


Fig.  62-1 


recibe  el  nombre  de  binormal  en  P . Los  tres  vectores  t,  n,  b forman  en  P un  triedro  triirectangulo 
a derechas  que  constituye  un  sistema  de  coordenadas  muy  utilizado  en  el  estudio  de  una  curva 
en  las  proximidades  de  uno  de  sus  puntos.  (Ver  Problemas  1-2.) 

En  un  punto  generico  P de  una  curva  en  el  espacio  los  vectores  t,  n,  b determinan  tres  pianos 
mutuamente  perpendiculares : 

(i)  el  piano  osculador , formado  por  t y n,  de  ecuacion 

(R  — r)  * b = 0 

(ii)  el  piano  normal , formado  por  nyb.de  ecuacion 

(R  — r)  • t = 0 

(ill)  el  piano  rectificante , formado  por  t y b,  de  ecuacion 

(R  — r)  • n = 0 

EH  unit  UY  lit?  TYVftViVMS^i  R C5  C1  YCClor  dc  poaiuitW  do  un  punto  gsnirieo  tudu  vnv  Jt  lv* 

pianos. 


SUPERFICIES.  La  ecuacidn  de  una  superficie  es  F(xt  y,  z)  = 0 (ver  Capitulo  59).  Expresando  x,  y,  z 
en  funcion  de  dos  variables  independientes  o parAmetros  u y v se  obtienen  las  ecuaciones  paramd- 
tricas,  por  ejemplo. 


* = fi(u,  v),  y = fi(u,  v),  z = f3(u,  v) 


(10) 
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Si  se  sustituye  u por  una  constante  u0  las  ecuaciones  (10)  se  transforman  en 

x=fi(u0,v),  y = /2(«0,  v),  2=/a(«o.  v)  (11) 


que  representan  una  curva  particular  de  (curva  u)  la  superficie.  Analogamente,  sustituyendo  v por 
el  valor  constante  v0,  las  ecuaciones  (10)  se  transforman  en 

X = fi(u,  V0),  y = f2(u,  v0),  2 = /a(u,  v0)  (12) 


que  representan  otra  curva  particular  de  (curva  v)  la  superficie.  Ambas  curvas  se  cortan  en  un  punto 
de  la  superficie  que  se  deduce  al  sustituir,  simultaneamente,  u = u0,  v = v0  en  (10). 

El  vector  de  posicidn  de  un  punto  gendrico  P de  la  superficie  viene  dado  por 

r = xi  + y\  + 2k  = \fx(uy  v)  + j f2(u,  v ) + k fz(u,  v)  (13) 


i ctuauuncb  i 


Sean  (11)  y (12)  las 

dV  1 dV 

es  un  vector  tangente  a la  curva  uenPy 


J£  = ^M****)  + j hh(u°'v)  + k-kf3(u°’v) 


ir  = 'lLh{-u>Va)  + + k-Lh(u’Vo) 


es  un  vector  tangente  a la  curva  v en  dicho  punto. 
Las  dos  tangentes  determinan  un  piano  que  es, 
por  consiguiente,  el  piano  tangente  a la  superfi- 
cie en  el  punto  P . Es  evidente  que  una  normal 
a este  piano  viene  dada  por 


dU  dV 


(U) 


El  vector  normal  unitario  a la  superficie  en 
Pe  s 


n 


— x — 
du  dv 

dr  dr 

du  X dV 


(15) 


Llamando  R al  vector  de  posicidn  de  un  punto  generico  de  la  normal  a la  superficie  en  P , resulta 
la  ecuacidn  vectorial  de  esta  recta 

Asimismo,  llamando  R al  vector  de  posicidn  de  un  punto  gendrico  del  piano  tangente  a la  su- 
perficie en  el  punto  P,  resulta  la  ecuacion  vectorial  de  dicho  piano  de  la  forma 

= 0 <”■> 

[Uin  J] 


OPERADOR  V,  En  el  Capitulo  60  hcmos  visto  que  la  derivada  de  la  funcidn  z ca  un  punto 

cualquiera  (x,  y)  en  una  direccion  que  forme  un  angulo  6 con  el  semieje  x positivo,  viene  dada  por 


dz  df  df 

-T-  = t-  cos  0 + sen  0 

ds  dx  dy 
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El  segundo  miembro  se  puede  expresar  en  la  forma  siguiente: 


~ cos  e + sen  9 = 

dx  dy 


dx  J dy 


cos  6 + j sen  0) 


(18) 


Ahora  bien,  a = i cos  8 + j sen  8 es  un  vector  unitario  cuya  direccion  forma  un  angulo  8 con 
el  semieje  x positivo.  El  otro  factor,  expresado  en  la  forma 

. J>  . d\. 

1 dx  J dy J 

sugiere  la  definicion  de  un  operador  diferencial  vectorial,  V (nabla),  dado  por 


T7  _ . 8 , .8 

v - "to  + ^ 


(19) 


Of  O f 

En  analisis  vectorial  la  expresion  V/  = i + j recibe  el  nombre  de  gradiente  de  / y se  es- 
cribe abreviadamente  grad  f De  (18)  se  deduce  que  la  componente  de  V/  en  la  direccion  de  un 
vector  unitario  a es  la  derivada  de  / en  la  direccion  de  dicho  vector  a. 


Sea  r = xl  + y]  el  vector  de  posicion  de  P(x , y ).  Como 


d[  __  df  dx  df  dy 
ds  dx  ds  dy  ds 

dr 

= v/'5 


dx  dy 


.dx  .dy 
"Is  + 2~ds 


d£ 

ds 


| V/|  cos  <j> 


dr 


df 


siendo  <f>  el  angulo  formado  por  los  vectores  V/y  se  desprende  que  es  maximo  para  cos  <j> 

= 1,  es  decir,  cuando  V/  y tienen  la  misma  direccion.  Por  tanto,  la  derivada  direccional  maxima 

ds 


en  P es  |V/|,  y su  direccion  es  la  de  V/. 
Dada  la  funcion  w = F(x,y,  z), 


(Ver  Problema  4.) 


_ „ _ .8F.dF.dF 
1 dx  ■*  dy  k dZ 

y la  derivada  de  F(x,  y,  z)  en  un  punto  arbitrario  segun  la  direccion  a = ay  + at j + a3 k es 

dF 


ds 


= VF- a 


(20) 


Como  en  el  caso  de  dos  variables,  |V.F | es  la  derivada  direccional  maxima  de  F(x,  y,  z)  en  el  punto 

P(x,y,z)  y su  direccion  es  la  de  VF.  ...  _ , . _ . 

v 3 ’ 3 (Ver  Problema  5.) 


Consideremos,  ahora,  la  superficie  F(x,  y,  z)  = 0.  La  ecuacion  del  piano  tangente  a la  superfi- 
cie  en  uno  de  sus  puntos  P0(x0,  y0,  z0)  es 


= [(X  ~ £Eo)t  + [V  - Vo))  T{Z-  £0}Kj 


fl/r 


rir .jr 


1 dx  1 ■*  dy  1 n bz 


(M) 


en  donde  las  derivadas  parciales  estdn  particularizadas  en  P0.  El  primer  factor  cs  un  vector  arbi- 
trario que  pasa  por  P0  y esta  contenido  en  el  piano  tangente ; el  segundo  factor,  VFen  P0,  es  normal 
al  piano  tangente,  es  decir,  normal  a la  superficie  en  P0.  ^ p ^ ^ ^ 
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DIVERGENCIA  Y ROTACIONAL.  La  divergencia  de  un  vector  F = i/j  (x,  y,  z)  + y,  z)  + k/3 
(x,  r),  se  define  por 

divF  - V-F  - ±ft  + ±-f3  + (22) 

El  rotacional  del  vector  F se  define  por 

I*  i k I 


rot  F - V X F 


_3  d_  d_ 

dX  d]f  dZ 

n fi  n 


(Ver  Problema  8.) 


INTEGRACION.  El  estudio  de  la  integracion  vectorial  lo  limitaremos  aquf  a los  conceptos  de  integral 
de  un  vector  y de  integral  curvilinea.  Como  ejemplo  del  primer  concepto,  sea 

F(m)  = i cos  u + j sen  u + au  k 

un  vector  funcion  de  una  variable  escalar  u . En  estas  condiciones 

F'(w)  = - i sen  u + j cos  u + a k 


j 

J*  F'(m) du  = J'  (-  i sen m + j cos k + ak) du 

= i — sen  u du  + j ^ cos  u du  + k.  ^ a du 

= i cos  w + j senw  + auk  + c 
- F(w)  + c 

siendo  c un  vector  constante  arbitrario  independiente  de  u.  Tambien, 


r F'(tt)  du  = F(u)  + c = F(6)  — F(a) 

a L Jfi  = a 


(Ver  Problemas  9-10.) 


INTEGRAL  CURVILINEA.  Consideremos  dos  puntos  del  espacio,  P0  y Pl9  unidos  por  un  arco  C que 
puede  ser  un  segmento  rectilineo,  una  porcion  de  una  sola  curva  x = &(/),  y = g2(t),  z = g3(f), 
o bien  estar  formado  por  varios  subarcos  de  curvas  distintas.  En  cualquier  caso  se  supone  que  el 
arco  C es  continuo  en  todos  sus  puntos  y que  no  se  corta  consigo  mismo.  Consideremos,  ademas, 
una  funcidn  vectorial 

F = F(*,  y,  z)  = i /,(*,  y,  z)  + j/2(x,  y,  z)  + k/3(x,  y,  z) 

ijue  en  la  region  del  e&pacio  proximo  a C y en  particular  cn  iuJos  lo*  puntos  <K  C define  un  ucctor 
conociao  r,i  i i moauio,  uirEwuon  } acnuuuj.  nEpiGaHiiiemuD  yui 

r = xi  + >>j  4-  2k  (24) 

el  vector  de  posicion  de  un  punto  gendrico  P(x,  y,  z)  de  C.  La  integral 

£('■*)* = (25) 

se  denomina  integral  curvilinea,  es  decir,  la  integral  a lo  largo  de  la  trayectoria  C dada. 
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Supongamos  que  F es  un  vector  representative  de  una  fuerza  dada.  El  trabajo  realizado  al  des- 
plazar  una  particula  a lo  largo  de  un  camino  elemental  dr  viene  dado  (ver  Problema  9,  Capitulo  18) 
por 

|F|  \dr\  cos  6 = F • dr 

y el  trabajo  necesario  para  desplazar  la  particula  desde  P0  a Plf  a lo  largo  del  arco  C es 

C 

dr  = idx  + jdy  + kdz 


De  (24), 

y (25)  toma  la  forma 


J"  F • dr  = J*  (/i  dx  + f2  dy  + /3  dz) 

c po  c p0 


(Ver  Problema  11.) 


Problemas  resueltos 

1.  Una  particula  $e  mueve  sobre  la  curva  x = 4 cos  t,  y = 4 sen  t,  z — 6/.  Hallar  el  m6dulo  de  la  velocidad  y de  la 
aceleracidn  en  el  tiempo  t = 0 y / = 

Sea  P( x,  y , z)  un  punto  de  la  curva  y 

r = jck  + y\  + zk  = 41  cos  t + 4J  sen  t + 6k  / 

su  vector  de  posici6n.  Tendremos 

v 


Para  t = 0:  v = 4j  + 6k  ; |v|  = Vl6  + 36  = 2^J\Z 
a = — 4i ; |a|  = 4 

Para  t = v = -4i  + 6k  ; |v|  = Vl6  + 36  = 2\^3 
• = — 4j ; |a|  = 4 


^ = — 4i  sen  t + 4j  cos  t + 6k 


dr  ..  . ..  . 

— —4i  cos  t — 4j  sen  t 

at 


2.  En  el  punto  (1, 1, 1)  para  t — 1 de  la  curva  alabeada  x = t9  y = t%,  z = /*,  calcular 

(а)  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal, 

(б)  el  vector  tangente  unitario,  la  normal  principal  y la  binomial, 

(c)  las  ecuaciones  de  la  normal  principal  y de  la  binomial. 


v « « + w + rf» 

ft  ■ I T k\  t fle'k 
nij 

= l^rl  = VT  l 4t*  + 'it' 


I = dr  __  dr  dt_ 

ds  dt  ds 

t = -^(|  + 2i  + 3k)- 

VTS 


JJ_2ijJ_3ifk 

VTT4t*  + 9? 


Para  t-  X:  r = i + j + k y 
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(a)  Si  R cs  el  vector  de  posici6n  de  un  punto  generico  (X,  Y , Z)  de  la  tangente,  su  ecuaci6n  es 

R - r = kt 


o (X  — l)i  4-  (Y-  l)j  4 (Z-l)k 

y en  coordenadas  rectangulares 


(i  4 2j  4 3k) 

yl4 


x- 1 


Y-l  Z-l 


(6) 


12  3 

Si  R es  el  vector  de  posici6n  de  un  punto  generico  ( Xt  Y , Z ) del  piano  normal,  su  ecuacidn  vectorial  es 

(R-r)'t  = 0 

o [(JC-l)i  + O'  — 1)|  + (Z-l)k]  — J=(i  + 2j  + 3k)  = 0 

\^14 

y en  coordenadas  rectangulares 

(X-  1)  + 2(Y-  1)  + 3(Z-  1)  = X + 2Y  + 3Z  - 6 - 0 

[Ver  Problema  2(a),  Capitulo  59.] 

dt  _ dtdt  _ (—4 1 - 18t3)i  + (2  - 18t4)j  + (6 1 ± 12t3)k 

di"  “ dtds  ~ (l  + 4tJ  + 9<V 


_ , dt  — Hi  — 8j  + 9k  . dt 

Para  t = 1:  -j-  - ^ . iz 


ds 


98 


I ds 


= T v il  = |x|  • Por  tanto 


J_  dt  —Hi  — 8j  + 9k 
“ " 1*1*  ^66 


b — t X n = 


i j k 
1 2 3 

-11  -8  9 


= —~z  (3i  3j  + k) 
V^19 


(c)  Si  R es  el  vector  de  posicidn  de  un  punto  generico  ( X , Y,  Z)  de  la  normal  principal,  su  ecuacidn  vectorial  es 

R — r = kn 

es  decir,  (X  - l)i  + (7-l)j  + (Z  - l)k  - fc-lli-8j  + 9k 

V266 

y en  coordenadas  rectangulares 

X-l  _ y-l  _ Z- 1 

-11  “ -8  ~ 9 

Si  R es  el  vector  de  position  de  un  punto  generico  (X,  y,  Z)  de  la  binormal,  su  ecuacidn  es 

R - r = k • b 

es  decir,  (X  - l)i  + (Y  - l)j  + (Z  - l)k  = k—  3j_— 

\/l9 

y en  coordenadas  rectangulares, 

X-l  _ Y-l  ^ Z-l 
3-3  1 


I - U-ll—  1-  —4-  -U  U .1  1^  „„„]  _ 4 JX.  ± --  _ Ul.  A _ JJU  11  11  1UME 

rw  = £»  v = Ur 

r = 2(u4v)i  4 3(u  — v)j  4 wvk 

ft  - 21  + 3i  + Uk.  ^ = 21  - 3j  + uk 

En  P:  r = 61  + 3j  + 2k,  = 21  + 3j  + k,  4 = 2i  " 3i  + 2k  X 

aU  oV 

X ^ = 9i  — 2j  — 12k 
flu  dv 
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Las  ecuaciones  vectorial  y ert  coordenadas  rectangulares  de  la  normal  son 

R - r = kp-  x p- 
Bu  Bv 

(X  - 6)i  + (Y  - 3)j  + (Z  - 2)k  = fe(9i  - 2j  - 12k) 

X-6  Y- 3 _ Z- 2 

9 + -2  -12 

Las  ecuaciones  vectorial  y en  coordenadas  rectangulares  del  piano  tangente  son 


es  decir, 
y 


<»->•(£*£)  = « 

[(AT  — 6)i  + (V-3)j  + (2-2)k]  • [9i  - 2j  - 12k]  = 0 

9X  - 2Y  - 12 Z - 24  = 0 


4.  (a)  Hallar  la  derivada  de  f(x,  y)  = x1  — 6 y*  en  el  punto  (7,  2)  en  Ja  direcciAn  8 = Jji. 

(A)  Hallar  el  miximo  valor  de  la  derivada  direccional  en  el  punto  (7, 2). 


(a) 


Vf  = ( i^+ 


Bx 

- 2xi  - \2y\ 


1 . , 1 . 

y a = i cos  6 + j sen  6 — — t + — j 

y/2  V2 

En  (7,2):  V/  = 14i  - 24j  y 

V/* a = (14i  - 24j)/-^i  +-^j)  = ly/i  - 12^2  = -5\/2 

\y/2  V2  / 

es  la  derivada  pedida. 

(b)  En  (7,  2),  V/  = Hi  — 24j  y |V/I  = V 14*  + 24*  — 2\/ 193  es  la  maxima  derivada  direccional,  ya  que 


V/  _ 7 . 


12 


lv/l  yi93  VT93 

la  direcciAn  es  8 — 300°  15".  (Ver  Problemas  2 y 6,  Capitulo  60.) 


j = i cos  e + j sen  e 


5.  (a)  Hallar  la  derivada  de  F(x , y,  2)  = x*  — 2y 1 + 4z*  en  P(l,  1,  — I)  en  la  direcciAn  a = 21  + j — k. 
(A)  Hallar  el  mdximo  valor  de  la  derivada  direccional  en  P . 

VF  = ( i — + j P + k P)  (**  - 2y'  + 4z!)  = 2*i  - 4yj  + 8*k 

\ dx  By  02 J 

En  (1, 1,  —1),  VP  — 21  — 4j  — 8k. 

(a)  VF- a ==  (21  — 4]  — 8k) * <21  + j — k)  = 8 

(A)  En  P,  |VFJ  = a/84  = 2a/2 T.  La  direcciAn  es  a = 21  — 4j  — 8k. 


6.  Dada  la  superficie  F(xt  y,  2)  = **  + 3 xyz  + 2y®  — 2 * — 5 = 0 y uno  de  sus  puntos  P0(l»  1.  0.  hallar 

(a)  un  vector  unitario  normal  a la  superficie  en  P0, 

(A)  la  ecuaciAn  de  la  normal  en  P0t 
(c)  la  ecuaciAn  del  piano  tangente  en  P0. 

VF  = (3x*  + 3yz)i  + (3x2  + 6y*)j  + (3  xy  — 3z*)k 
En  F0(l,  1, 1),  VF  = 6i  + 9j. 

, ^ VF  2.3,  t _ 4 2 . 3 s 

(a)  — — — = — — ■ 1 H j es  un  vector  unitario  normal  en  F0;  otro  es 1 -=  j. 

IVF|  Vl3  a/T3  Vl3  Vl3 

X 1 Y 1 

(A)  La  ecuaciAn  de  la  normal  es  — ^ — = — 3 — » Z = 1. 

(c)  La  ecuaciAn  del  piano  tangente  es  2(X  — 1)  + 3(y  — 1)  = 2X  + 3Y  — 5—0. 
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7.  Hallar  el  angulo  de  interseccibn  de  las  superficies 

F,  = **  -!•  y1  + z*  — 9 = 0 

en  el  punto  (2,  1,  — 2). 


F*  = + 2y*  — z — 8 = 0 


VF,  = V(x’  + y*  + r’  — 9)  = 2xi  + 2yj  + 2zk 
VF,  = V(xJ  + 2y*  — z — 8)  = 2*i  + 4yj  — k 

En  (2,  1,  —2)  VF,  - 4i  + 2j  — 4k  y VF,  = 4i  + 4]  — k. 

Como  VF,  • VFa  = |VF,|  |VF,|  cos  9 , siendo  0 el  Angulo  pedido,  tendremos, 

(4i  + 2j  — 4k)  - (4i  + 4j  — k)  = |4i  + 2j  — 4k|  |4i  + 4j  — k|  cos  I 
de  donde  cos  6 = -y  VTi  = 0.81236,  yd  = 35°40'. 


8.  Siendo  B = xyH  + 2x2yz]  — 3yz2k,  hallar  (a)  div  B,  (£)  rot  B. 


(a) 


/ 3 . , 3 . , 3 . 


By  ' 


Bz 


div  B ~ V • B 

= h(xy2)  + it(2x,yz)  + h{~Zyzi) 


» (xyH  + 2x2yz j — 3yz2k) 


— y2  + 2x*z  — 6yz 


(b)  rot  B. 


= V X B = 


= [a(_ 

Lai/' 


i j k 

JL  JL  JL 

dx  By  Bz 

xy2  2 x2yz  — Zyz 2 


^(-8^)  -£(2 **»*) 


i + [£(**•) 


Bx 


(-3i/z2) 


j + 


r~ 

| Bx 


(2x2yz)  - i- 


= — (3z2  + 2x2y)i  + (4 xyz  ~ 2xy)k 


9.  Siendo  F(w)  = ui  + (w®  — 2u)\  + (3 u2  + w 3)k,  calcular  (a) J"  F(u)  du  y ( b ) ^ F(u)  du. 

(a)  | F(m)  dw  = j [?ii  + ( u 2 — 2u)j  + (3m8  + M3)k]  du 

= i j*  udu  + j j*  (u2  — 2m)  du  + k J"  (3u2  + m3)  du 

= i'1  + (t  ~ “!)  * + (lt,  + ¥)k  + c 

siendo  c = c,  i + c,  j + c,  k con  c„  c2,  c , esca  lares  arbitrarios. 


(6) 


X F(M)rf"  = [¥*  + (¥-M,)j  + (“3 + ¥)k]o  = i1  - |j  + fk 


10.  La  aceleracion  de  una  particula  en  el  tiempo  / > 0 viene  dada  por  a = = e*i  + e*j  + k.  Si  para  t = 

dt 

zamiento  es  r = 0 y la  velocidad  es  v = i + jp  hallar  ry  v en  el  instante  /. 


v = | a dt  — i J e*  dt  + j j e2t  dt  + kj  dt 

= eH  -f  + tk  + Ci 

Para  t ~ 0;  v = i + + ct  = i + j y ci  = ^j,  De  donde 

v = e‘i  + 4(e2t+l)j  + tk 

y r = j v dt  — e'i  + (Je2f  + Jt)j  -I-  ^2k  + c2 

Para  t — 0:  r = i+  Jj  + c2  — 0 y c2  = — i — Jj.  Por  tanto, 

r - (of  - l)i  + (i««+  ht~i)j  + ^2k 


(®y*)  k 


0,  el  despla- 
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11.  Hallar  el  trabajo  realizado  por  una  fuerza  F = (x  + yz) I + (y  + xz) j + (z  + xjOk  para  desplazar  una  particula  desde 
el  origen  a C(  1, I,  1) 

(a)  a lo  largo  de  la  recta  OC 

(b)  a lo  largo  de  la  curva  x = t,  y — t\  z = t* 

(c)  a lo  largo  de  las  rectas  O a A{\,  0,  0),  A a 5(1, 1,  0),  B a C. 

F • dr  = [(*  + yz) i + (y  + xz)\  + (z  + xy)k]  • [i  dx  + j dy  + k dz] 

= (x  + yz)  dx  + O'  + xz)  dy  + (z  + xy)  dz 

(a)  Para  la  recta  OC,  x = y — z y dx  — dy  = dz. 

La  integral  a calcular  es 

c 


(b)  A lo  largo  de  la  curva:  x — t9  dx  = dt;  y = /*,  dy  — It  dt ; z = /*,  dz  = 3/* dt . En  0,  / = 0;  y en  C,  / = 1. 
H'  = J ‘ (/  + /»)<*  + (/*  4-  t*)2t  dt  + (/*  + t‘)3t‘  dt 
= J‘(/  + 2/»  + 9/‘M,  = [ j ,•  + 1 ,*  + 1 = A 


(c)  DeOaA:y  = z = 0,  rfy  = rfz-0yx  varia  de  0 a 1. 

De  A &B:  x = 1,  z — 0,  dx  = dz  = 0ey  varia  de  0 a 1. 

De  5 a C:  x = y=  l,  dx  = dy  = 0yz  varia  de  0 a 1. 

r1  i r1  l 

Ahora  bien,  para  la  distancia  de  O a A,  = j xdx  = para  la  distancia  de  A o B,  W%  = J ydy  — 

para  la  distancia  de  5 a C,  W%  = f (z  + 1 )dz  = Por  tanto,  W = Wx  + Wt  + W*  = 5/2. 

Jo  2 


En  general,  el  valor  de  la  integral  curvilinea  depende  del  camino  de  integracidn.  En  este  caso,  sin  embargo,  no  es 
asi,  es  decir,  el  valor  de  la  integral  resulta  independiente  del  camino  de  integraci6n.  Se  demuestra  que  una  integral 

curvilinea  J t/i  dx  + /,  dy  + fx  dz)  es  independiente  del  camino  de  integraci6n  siempre  que  exista  una  funci6n 
c 

<f>(x , y , z)  tal,  que 


d$  — fidx  + ft  dy  + f*dz 


Obs6rvese  que  el  integrando  de  este  problema  es 

(x  + yz)  dx  + {y  + xz)  dy  + (z  + xy)  dz  = d{\(x%  + y*  + z%)  + xyz) 


Problemas  propuestos 


12.  Hallar  — y siendo: 

dt  dt * 

(a)  s — (/  + l)i  + (/*  + / + l)j  + (/*  + /»  + / + l)k 

(b)  s = le*  cos  2/  + Je1  sen  2/  + /*k 

Sol.  (a)  i + (2/  + 1)J  + (3/*  + 2/  + l)k;  2j  + (6/  + 2)k 
(b)  e*(cos  2 1 — 2 sen  2/)l  + e*(sen  It  + 2 cos  2/)j  + 2fk 

e*( — 4 sen  2/  — 3 cos  2/)i  + e*( — 3 sen  2/  + 4 cos  2/)j  + 2k 

13.  Siendo : a = «i  + u*j  + w*k,  b = i cos  u + j sen  u,  c — 3ufI  — 4uk,  calcular,  en  primer  lugar,  a * b,  a x b,  a • (b  x c), 
a x (b  x c)  y hallar  sus  derivadas.  Aplicando  luego  las  formula  directamente,  hallar  las  derivadas. 


304 


DEHIVACION  E INTEGRACION  VECTORIAL 


[CAP.  62 


14.  Una  particula  se  mueve  a lo  Jargo  de  la  curva  x — 3/2,  y = tz  — It,  z = t 3,  siendo  t el  tiempo.  Hallar:  (a)  los  mod  u I os 

de  la  velocidad  y de  la  aceleracion  en  el  instante  / = 1,  (b)  las  componentes  de  la  velocidad  y de  la  aceleracidn,  en  dicho 
instante  / = ],en  la  direcci6n  del  vector  a = 4i  — 2j  4-  4k.  Sol.  (a)  |v|  = 3 'y/S,  |a|  — 2y/\9;  (b)  6,  22/3 . 

15.  Hallar,  mediante  el  c&lculo  vectorial,  las  ecuaciones  de  la  tangente  y del  piano  normal  a las  curvas  del  Problema  11, 
Capitulo  59. 

16.  Resolver  el  Problema  12,  Capitulo  59,  aplicando  el  c&lculo  vectorial. 

uv 

17.  Demostrar  que  las  superficies  x = u,  y = 5m  — 3v2,  r = v y x = w,  y = v,  z = — son  perpend iculares  en 

m,2  j).  4u~y 


18.  Hallar,  aplicando  el  c&lculo  vectorial,  las  ecuaciones  del  piano  tangente  y de  la  normal  a la  superficie. 


(a)  x = u,  y = v,  z ~ uv  en  el  punto  (w,  v)  = (3,  — 4). 

(b)  x = u,  y = vt  z — uz  — v*  en  el  punto  («,  v)  = (2,  1). 


Sol.  (a)  4X  — 3Y  + Z—  12  = 0, 

(*)  4X  — 2Y  — Z—3  = 0,  --=4- 

— 4 


y+4  _Z+  12 
3 —1 

Y—  1 _ Z— 3 
2 ~ 1 


19.  (a)  Hallar  las  ecuaciones  de  los  pianos  osculador  y rectificante  a la  curva  del  Problema  2 en  el  punto  dado. 

(b)  Hallar  las  ecuaciones  de  los  pianos  osculador,  normal  y rectificante  a x = 2/  — /*,  y = /*,  z = It  4-  /*  en  / = 1. 

Sol . (a)  3J1T — 3F4-Z  — 1 =0,  11*4-  8F— 9Z— 10  =0 

(b)  X + 2Y  — Z = 0,  Y 4-  2Z  — 7 = 0,  5X—  2Y  4-  Z — 6 = 0. 

20.  Demostrar  que  la  ecuacidn  del  piano  osculador  a una  curva  en  P viene  dado  tambiln  por 

x / dr  d*r  \ _ 

21.  Resolver  los  Problemas  16  y 17,  Capitulo  60,  aplicando  el  cdlculo  vectorial. 

22.  Calcular  J ¥(u)du,  siendo 

(a)  F (u)  = w*i  4-  (3m*  — 2w)j  4 3k;  a — 0,  b — 2 

(b)  F(u)  = 4-  e_!“j  4-  uk\  a = 0,  b = 1 

Sol.  (a)  41  4-  4j  4-  6k,  (b)  (e  — 1)1  4-  J(1  — e *)\  4-  Jk. 

dv 

23.  La  aceleracidn  de  una  particula  en  funcidn  del  tiempo  viene  dada  por  a = = 0 4-  l)i  4-  /*j  4-  (/*  — 2)k.  Si  para 

/ =*  0,  el  desplazamiento  es  r — 0 y la  velocidad  es  v — i — k,  hallar  v y r en  funcidn  del  tiempo  /. 

Sol.  v - (it*  + / + l)i  + J/3j  4-  (J/3  - 2/  — l)k,  r = (it*  4-  + /)i  4-  A'4 J 4-  (A'4  — tz  — t)k 

24.  En  los  casos  siguientes,  calcular  el  trabajo  realizado  por  la  fuerza  dada  F para  mover  una  particula  desde  0(0, 0,  0) 

a C(l,  1, 1)  a lo  largo  de  (i)  la  recta  x — y = z,  (ii)  la  curva  x = /,  y — /*,  z = /*,  (ill)  las  rectas  desde  O a ^4(1, 0,  0), 

/lafl(l,l,0).BaC. 

(а)  F = jrf  + 2yj  4-  3zk 

(б)  F ■=  (y  4-  z)\  4-  (x  4-  z)j  + (x  4-  y) k 

(c)  F = (x  4-  xyz)  1 4-  (y  4-  xzz)i  4-  (z  4-  xzy) k 
Sol.  (a)  3,  (b)  3,  (c)  9/4,  33/14,  5/2. 

25.  Siendo  r = xl  + y\  4-  zk,  demostrar  que  (a)  div  r = 3,  (b)  rot  r = 0. 

26.  Si  / = /(*,  y,  z)  tiene  derivadas  parciales  de  al  menos  orden  dos,  demostrar  que 

(«)  V X v/=  0,  (b)  V(VX/)  = H,  (C)  v -v/  = + -jtfr  + -§-)/• 
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LA  INTEGRAL  SIMPLE,  J'  f(x)  dx,  de  una  funcidn  y = f(x)  continua  en  el  intervalo  finito  a < x -^b 
del  eje  x>  se  definid  en  el  Capitulo  33  de  la  forma  siguiente: 

(a)  se  divide  el  intervalo  dado,  a < x <by  en  n subintervalos,  hly  h2y . . hHy  de  amplitudes 
Ax xy  A2xy . . .,  Af,x9  respectivamente,  siendo  A*  el  mayor  de  los  AkX. 

m 

(b)  se  eligen  los  puntos  x1  en  hly  x2  en  h2, . . xm  en  hm  y se  forma  la  suma  ^ /(**)  AkX 

Ac— I 

(c)  se  hace  crecer  el  mimero  de  subintervalos  de  forma  que  A«-*0  cuando  /!-►  oo, 

J'b  n 

f{x)  dx  = lim  2 /(**) AkX' 

a +oo  fc=l 


INTEGRAL  DOBLE.  Consideremos  una  funcidn  z = f(x,  y)  continua  en  una  regidn  finita  R del  piano 
xOy.  Dividamos  esta  regidn  (ver  Fig.  63-1)  en  n subregiones  Rly  Rfy de  dreas  AxAy  A2Ay . . 
A„Ay  respectivamente;  en  cada  subregidn  Rk  tomemos  un  punto  P*(xkyyk)  y formemos  la  suma 


f(Xk,Vk)AkA  = f(xi,yi)  AiA  + f(x2, 2/2)  a2A  + + f(xnfyn)AnA  ( 1 ) 


Definimos  el  diametro  de  una  subregidn  como  la  mayor  de  las  distancias  entre  dos  puntos  cuales- 
quiera,  interiores  o en  la  periferia,  de  ella  y Uamemos  A*  al  mdximo  di&metro  de  las  subregiones. 
Si  suponemos  que  el  mimero  de  subregiones  crece  de  forma  que  A*-*0  cuando  n->  o o,  se  define 
la  integral  doble  de  la  funcidn  f(xyy)  en  la  region  Ry  por 

\\  f{x,V)dA  = lim  f(xk,yk)  &kA  (2) 

n -*•  + » k = i 


Fig.  63-1  Fig.  63-2 


Si  z = f(x,  y)  no  se  hace  negativo  en  ningun  punto  de  R (ver  Fig.  63-2),  la  integral  doble  (2) 
se  puede  interpretar  como  un  volumen.  Un  termino  cualquiera,  f(xk,  yk)  AkA  de  (7),  representa  el 
volumen  de  una  columna  vertical  de  bases  paralelas  de  area  AkA  y altura  zky  medida  sobre  la  ver 
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tical  levantada  desde  el  punto  elegido  P*  hasta  la  superficie  z = /( jc,  y).  Tambi6n  representa,  aproxi- 
madamente  el  volumen  de  una  columna  vertical  cuyas  bases  son,  la  inferior,  la  subregidn  Rk  y la 
superior,  la  proyeccidn  de  Rk  sobre  la  superficie.  Asl,  pues,  (7)  es  una  aproximacidn  defl  volumen 
«limitado  por  la  superficie»  (es  decir,  el  volumen  cuya  base  inferior  esti  situada  en  el  piano  xOy 
y la  superior  es  la  superficie  generada  al  mover  una  recta  paralelamente  al  eje  z que  se  apoya  en 
el  contomo  de  7?)  y (2)  es  una  medida  de  dicho  volumen. 

El  cilculo  de  una  integral  doble,  por  simple  que  sea,  a base  de  ir  realizando  sumas  presenta 
muchas  dificultades  y no  lo  emplearemos  en  este  libro. 


INTEGRAL  ITERADA.  Consideremos  un  volumen,  definido  como  en  la  seccidn  anterior,  y supongamos 
que  el  contorno  de  R es  tal,  que  toda  recta  paralela  al  eje  x , o al  eje  y , no  corta  a la  superficie  en 
mis  de  dos  puntos.  Tracemos  (ver  Fig.  63-3)  las  tangentes  jc  = ayjc  = £al  contorno  y sean  K y L 
los  puntos  de  tangencia,  y las  tangentes  y = c e y = d siendo  M y N los  puntos  de  contacto  o res- 
pectivos.  Supongamos  que  la  ecuacidn  del  arco  LMK  sea  y = gi(x)9  y la  correspondiente  al  LNK, 

y = **(*)• 

Dividamos  el  intervalo  a < x < b en  m subintervalos,  hlf  hZ9 . . .,  hm,  de  longitudes,  Axx, 
ZlfrJt,  . . Amx9  y tomemos  en  ellos  los  puntos  x = jc  = f 2, . . jc  = fm-x  (como  se  hizo  en 
el  Capltulo  33).  Asimismo,  dividamos  el  intervalo  c < y < d en  n subintervalos,  kl9  k29 . . km , 
de  longitudes,  A^y9  A2yf . . A„y , y tomemos  en  ellos  los  puntos,  y = y = r\29 . . y = t)m-v 
Sean  Xm  y las  longitudes  de  los  mayores  intervalos  Atx  y Afy  respectivamente.  Trazando  las 
series  de  paralelas  jc  = fx,  jc  = f 2, . . .,  x = e y = r)l9  y = tj29 . . y = rj„-lf  habremos  divi- 
dido  la  regi6n  R en  un  conjunto  de  rectingulos  Rtf  de  areas  Atx  • Aty  y en  otro  conjunto  de  rectan- 
gulos  incompletos  que  ignoramos.  Si  en  cada  subintervalo  ht  elegimos  un  punto  jc  = xh  y en  cada 
uno  de  los  kt  otro  y = yt , en  cada  subregion  Rtf  quedara  determinado  un  punto  Pif( xh  yf).  A cada 
subregidn  Rtf  se  le  puede  asociar,  mediante  la  ecuacion  de  la  superficie,  un  numero  zw  = f(xh  yt) 
con  lo  que  formamos  la  suma 


2 f(Xi,  Vi)  Ai*  • Aj y (3) 

i = 1,2,,  . ,tm 
j = 1,2,.  . .,n 

Esta  expresidn  (2)  es  un  caso  particular  de  la  (7),  ya  que  si  se  aumenta  indefinidamente  el  nu- 
mero  de  rectingulos  de  forma  que,  tanto  Xm  como  pn  tienden  a cero,  el  limite  de  (3)  coincide  con 
la  integral  doble  (2). 


Fig.  63-3 
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Para  hallar  el  limite  anterior  se  elige  uno  de  los  intervalos,  por  ejemplo  A/,  y se  considera  la 
suma 

2 /(*••»  v>)  &iv  !■  Ai* , (i  fijo) 

j=  i 

que  es  la  contribucidn  a la  suma  total  de  todos  los  rectangulos  en  los  que  una  de  las  dimensiones 
es  igual  a A/,  es  decir,  la  contribution  de  todos  los  rectangulos  situados  en  la  iesima  columna. 
Cuando  n-+  + oo,  0 y,  en  consecuencia, 


lim  J 2 Vi)  r- 

»■*+•  I j = l 


- ( 


[,,'®1<x*> 


f(x i,  y)  dyl&iX 


= <l>(Xi)  A iX 

Sumando  ahora  las  m columnas  y haciendo  tender  a m + oo,  tendremos 


lim  <j>(x i)  AiX  = J </>(x)  dx 


/»b 


f(x,y)dy 


dx 


n02(x) 

/(*,»)  dydx 

ij(x) 


(4) 


Aunque  en  lo  sucesivo  no  emplearemos  el  corchete,  se  debe  sobrentender  siempre  que  la  f6rmula  (4) 
indica  que  hay  que  calcular  dos  integrates  simples  definidas,  en  un  orden  determinado:  primero, 
la  integral  de  /(jc,  y)  con  respecto  a y (considerando  x constante)  entre  los  Hmites  y = g^x),  contomo 
inferior  de  /?,  e y = g2(;t),  contorno  superior  de  R y,  a continuaci6n,  se  halla  la  integral  de  este 
resultado  con  respecto  a x entre  los  Hmites  x = a,  punto  extremo  izquierdo  de  R y x = A,  punto 
extremo  derecho  de  R.  La  integral  (4)  recibe  el  nombre  de  integral  iterada  o integral  repetida . 

Se  deja  como  ejercicio  el  calculo  de  la  suma  planteando,  en  primer  lugar,  la  contribuci6n  de  los 
rectangulos  de  cada  columna  y,  despues,  la  de  los  rectangulos  de  todas  las  columnas,  obtentendose 
la  integral  iterada  equivalente 

J'd 

I f(x,  y ) dx  dy  (5) 

c 

siendo  x = hx{y)  y x = h2(y)  las  ecuaciones  de  los  arcos  MKN  y MLN  respectivamente. 

En  el  Problema  1 se  demuestra,  por  otro  procedimiento,  que  la  integral  iterada  (4)  es  una  me- 
dida  del  volumen.  Para  el  calculo  de  integrates  iteradas  v6anse  los  Problemas  2-6. 

La  mayor  dificultad  en  el  planteamiento  de  las  integrates  iteradas  de  los  capitulos  posteriores 
es  hallar  los  Hmites  de  integration  correspondientes  a la  region  R . Aqui  hemos  considerado  para 
el  razonamiento  una  region  muy  sencilla;  las  rcgiones  de  los  Problemas  7-9  son  mas  complicadas. 


Problemas  resueltos 

1.  Supongamos  que  t — f(x,  y)  es  una  funcidn  continua  no  negativa  en  la  region  R del  piano  xQy  cuyo  contomo  estA 
formado  por  ios  arcos  de  dos  curvas  y = e y = g2(x)  que  se  cortan  en  los  puntos  Ky  L indicados  en  la  Fig.  63-4. 
Se  trata  de  hallar  el  volumen  V limitado  por  esta  superficie. 


Sea  x = xit  siendo  a < xt  < b,  un  piano  que  corta  al  contorno  de  R en  los  puntos  S[xi3  g^jr,)]  y rpfitftWi 
y a la  superficie  z =f(xty)  segun  el  arco  VV  a lo  largo  del  cual  z = /(*,,  y).  El  Area  de  la  secci6n  5Tt/Fes 


M*i) 


X 


f(x>,  V)  dy 
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Asf,  piles,  el  Area  de  las  secciones  determinadas  en 
el  volumen  por  pianos  paralelos  al  yOz  son  funcio- 
nes  conocidas 


A(x) 


de  x,  distancia  del  piano  de  seocidn  al  origen.  Segtin 
lo  dlcho  en  el  Capitulo  36,  el  volumen  pedido  serA, 


V 


dx 


C'Vr""  1 

I I f(x,y)dy  dx 

**  a J 


Esta  es  la  integral  iterada  de  la  ecuacidn  (4). 


Fiff.  63-4 


1 X f/,d*  = Jfl>L-  = X ~ [t-t1  ” s 

3.  J"  (x  + y)dxdy  = + dy  = 6y*dy  = 2 = 14 

4.  xdydx=  C (%V)\  dx  = T ( x * + %*  — 2x*  + 2x)  dx  = j 

5.  § § p sen  $ dp  d$  = J"  p1  sen  J"  cos*  sen  e d$ 

= = * 

XV/t  A4***®  vt%  -ir/i 

J p*  dp  de  = J \4P/J  = J (64  cos4  tf  — 4)  dtf 

- Kf+sT2£+T)-4>r  - ^ 


7.  HallarJ^i/4  siendo  R la  regidn  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  parAbola  cribica  y*  = x*  y la  recta 


J =*• 


La  recta  y la  parAbola  se  cortan  en  los  puntos  (0, 0)  y (1, 1),  que  son  los  valores  extremos  de  x e y en  la  regi6n  K. 


Fig.  63-5 


Fig.  63-6 
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Solucidn  7.  Integrando  primero  por  franjas  horizontalcs  (ver  Fig.  63-5),  es  decir,  con  respecto  a x , desde  x -=  y 
(la  recta)  hasta  x = y2la  (la  parabola),  y despu£s  con  respecto  a y,  desde  y ~ 0 hasta  y 1,  rcsulta: 


Sofucidn  2.  Integrando  primero  por  franjas  verticales  (ver  Fig.  63-6),  es  decir,  con  respecto  a y , desde  y -■=■  xal2 
(la  parabola)  hasta  y =■ x (la  recta),  y despu£s  con  respecto  a desde  * = 0 hasta  x = I,  se  obtiene 


j"  (x  — xari)  dx 


10 


8.  Hallar  I I dA  siendo  R la  regidn  comprendida  entre  y = 2x  e y = x2t  situada  a la  izquierda  dc  x = 1. 


Integrando  primero  por  franjas  verticales  (ver  Fig.  63-7),  tendremos 


XX"  = X J,  = x 


( 2x  — x2)  dx 


Si  integramos  por  franjas  horizontales  (ver  Fig.  63-8),  se  necesita  calcular  dos  integralcs  iteradas.  Llamando  Rt  a 
la  parte  de  R situada  por  debajo  de  AB  y R2  la  situada  por  encima  de  AB>  tendremos 

XX = X/"  + XX"  - X'X>-XX-  ' A + j “ f 


9. 


13/  v~2xJ 


I y y = 2x/  j 

i (1,2)/  /!/  ^ ** 


0\ 

Fig.  63-7 


Fig.  63-8 


Hallar£pc2  dA  siendo  R la  regi6n  del  primer  cuadrante  limitada  por  la  hip6rbola  xy  = 16  y las  rectas^  — xt  y — 0 
yr^8  (Fig.  63-9). 

De  la  Fig.  63-9  se  deduce  la  conveniencia  de  dividir  R en  dos  regiones  y calcular  una  integral  iterada  en  cada  una 
de  el  las.  Llamando  Rx  a la  parte  de  R situada  por  encima  de  la  recta  y = 2 y R2  la  situada  por  debajo,  tendremos 

Jf  x’rfA  = jy  x*dA  + ff  xz  dA  = j y x'dxdy  + j j x'dxdy 

= | j ~ + |J  (tf-y^dy  = 448 


Se  deja  como  ejercicio  dividir  R por  la  recta  * = 4 y obtener 


Fig.  63-9 


Fig.  63-10 
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10.  Ha  Mar  j j e*  dx  dy  invertiendo,  previamente,  el  orden  de  integraci6n. 

La  integral  dada  no  se  puede  hallar  directamente  porque  ^ex'dx  no  es  una  funci6n  elemental. 

La  regi6n  de  integraci6n  R esti  limitada  por  las  rectas  x — 3y,  x = 3 e y — 0.  Para  invertir  el  orden  de  integration, 
integramos  primero  con  respecto  a y , desde  y — 0 hasta  y = x/3,  y despuOs  con  respecto  a x,  desde  x — 0 hasta  x = 3. 
As!  pues, 


e‘l  dx  dy 


nz/3 

exi  dy  dx 

dx  = jJ*  e*xdx  = 


Problemas  propuestos 


11.  Hallar  las  integrates  iteradas: 


(e) 

a: 

dxdy  = 1 

(a) 

f 

f xe1 
^0 

dy  dx  - — 1 

(6) 

rr 

(x  + y)  dx  dy  = 9 

<*) 

Jf 

r* 

•/» 

» . 32 

' dx  dy  - -y 

(c) 

(at*  + y')  dy  dx  = ~ 

(0 

r 

0 

rc  U(  3/2 

/»2  sec  6 

| p dp  d$  — 3 

0 

(d) 

o: 

xy2  dy  dx  = ^ 

(J) 

rp 

cos  8 dp  de  — ■— 

(*) 

c'  3 

J J X^yl  dx  dy  = T 

(k) 

ire  0 ^ 

P3  cos’  6 dp  de  = 20 

if) 

X f ‘ (V  + V">dvdx  = ± 

<0 

X" 

’ - cm 

0 

49 

p3  cos2  8 dp  de  = — 2T 

12.  Hallar,  mediante  integrates  iteradas,  las  siguientes  integrates  dobles,  efectuando  la  integration  en  los  dos  Ordenes  en  los 


casos  que  sean  posibles. 

(a)  de  xf  en  la  regiOn  limitada  por  y — x*  e y — x3.  Sol . 1/20 

(b)  de  y,  en  la  regiOn  de  (a).  Sol.  1/35 

(c)  de  x1,  en  la  regiOn  limitada  por  y = x,  y = 2x  y x = 2,  Sol.  4 

{d)  de  1,  en  la  regiOn  del  primer  cuadrante  limitada  por  2y  — xt1  y = 3*  y * 4*  y = 4.  Sol.  8/3;  46/3 

(e)  de  y , en  la  regiOn  por  encima  de  > = 0 limitada  por  yl  = Ax  e yl  = 5 — x.  Sol.  5 

(/)  de  — — * en  la  regiOn  del  primer  cuadrante  limitada  por  x3  = 4 — 2y.  Sol.  4 

V2y  — y* 


13*  En  los  Problemas  11  ( a)-{h)t  invertir  cl  orden  de  integracion  y hallar  las  integrates  iteradas  que  resultan. 
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Centro  geometrico  y momentos  de  inercia  de  areas  planas 

AREA  PLANA  MEDIANTE  UNA  INTEGRAL  DOBLE.  En  el  caso  de  que  f(x,  y)  = 1,  la  integral  de- 
finida  en  el  Capltulo  63  adquiere  la  forma  dA,que,  en  unidades  de  volumen,  es  el  correspon- 

R 

diente  a un  cilindro  de  altura  unidad  y,  en  unidades  de  superficie,  representa  el  area  de  la  region  R. 

(Ver  Problemas  1-2.) 

En  coordenadas  polares,  A = 1 ) dA  — { j pdpdO,  donde  0 = a,  e = A &(*), 

ja  */pl(9) 

y Qz(®)  se  toman  de  forma  que  quede  recon  ida  la  region  R. 

(Ver  Problemas  3-5.) 

CENTRO  GEOMETRICO,  Las  coordenadas  (x,  y)  del  centroide  de  una  region  plana  R de  area 
A = ^ dA  satisfacen  las  relaciones 

A • x = M 2 y A ’ y = M2 

° *•  ff dA  = ffxdA  y y' ff dA  = ffydA 

K R R R (Ver  problemas  6.9  ) 

EL  MOMENTO  DE  INERCIA  de  una  region  plana  R con  respecto  a los  ejes  coordenados  viene  dado  por 

Ix  = ff yi  dA  e Iy  = ff  *2  dA 

R R 

El  momento  de  inercia  polar  (momento  de  inercia  con  respecto  a una  recta  que  pasa  por  el 
origen  y es  perpendicular  al  piano  del  irea)  de  una  region  plana  R viene  dada  por 


h 


= /«+/» = jy  (*2+j/2) 


dA 


(Ver  Problemas  10-12.) 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  el  irea  limitada  por  la  parabola  y = x2  y la  recta  y = 2x  4-  3. 
Trazando  franjas  verticales  (ver  Fig.  64-1),  tenemos 
„a 

A = I I dy 


- a 

J”  (2x  + 3 - **) 


dx 


— 32/3  unidades  de  superficie 
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2.  Hallar  el  Area  comprendida  entre  las  parabolas  y 8 = 4 — x e y*  = 4 — 4x . 


3.  Hallar  el  Area  exterior  a la  circunferencia  g = 2,  e interior  a la  cardioide 
q = 2(1  + cos  0). 

Dada  la  simetria,  el  Area  pedida  es  igual  al  doble  del  area  barrida  al 
variar  0 desde  0 = 0 hasta  0 = Asi  pues. 


A 


lit  + CO8  0) 

p dp  do 


cos  0 + cos2  0)  do 


+ cos  0) 

do 


2 sen*  + -j-e  + isen2* 
l 4 


(n-  + 8)  unid.de  sup. 


Fig.  64-2 


4.  Hallar  el  Area  interior  a la  circunferencia  q = 4 sen  0 y exterior  a la 
lemniscata  q*  = 8 cos  2 0. 

El  area  pedida  es  igual  al  doble  de  la  correspond iente  del  primer 
cuadrante  limitada  por  las  dos  curvas  y la  recta  0 = ObsArvese  que  el 
arco  AO  de  la  lemniscata  se  genera  al  variar  0 desde  0 = tt/6  hasta  0 = jt/4, 
mientras  que  el  arco  AB  de  la  circunferencia  lo  hace  al  variar  0 desde 
0 = ji/6  hasta  0 = njl.  Este  area  conviene  dividirla  en  dos  partes,  una 
por  debajo  y otra  por  encima  de  la  recta  0 = tt/4.  Asi,  pues. 


Fig.  64-3 


do 


5.  Hallar 


J„7I74  MO0  stlT/2  /.4*»0 

I p dp  do  + 2 I I p dp 

ir/G  •MVtcoisfl  ^ * 

J^TT/4 

(16  sen*  0 — 8 cos  20)  do  + I 16  sen2  0 do 

7T/6  *^7T/4 

— (Jte  + 4 V3  — 4)  unidades  de  superficie 
A = r e~*%  dx. 

J-.  + 00  ^+0C 

e-*2  dx  — I dy, 

o *^o 

J-+®  /»+ae 

dx  • I e~*2  dy 
o 

= e_(jca+,,li  d*  dy  = c~<**+|r*>dA 

Pasando  a coordenadas  polares  (x*  + y*  — (?*,  = (?  d0), 

A2  = 

y A = \/7/2. 


Como 


A2 


Fig.  64-5 


^tr/2  ✓.  + » 

fTrn  [ "I* 

il  i r~/2 

1 1 e & • p dp  do  — 

\ lim  (-Kp  ) 

\dt  = % 1 = 

* o 

J0  la-+«  J< 

)J  2 Jo 

CAP.  64] 


CENTRO  GEOMETRICO  Y MOMENTOS  DE  INERCIA  DE  AREAS  PLANAS 


313 


6.  Hallar  el  centre  geomdtrico  del  drea  plana  limitada  por  la  pardbola  y — 6x  — x* 
y la  recta  y = x. 

/* /*  /*5  /*6r_x2  /*5  125 

A = JJ  dA  = J J dydx  = J (5 x - Xs)  dx  = -g- 

= x dA  = J*  x dy  dx  = (5x!  - x3)  dx  = 

, = jy  ydA  = y y ydydx 

= |JS{(6x-x3)3-x3} 


A/ 


Af 


625 

12 


- x2}  dx  = 


625 


Luego,  * — ^ = ~p  y = = 5,  y las  coordenadas  del  centra  geo- 

mdtrico  son  ($,  5). 


7.  Determinar  el  centra  geomdtrico  del  drea  plana  limitada  por  las  pardbolas  y = lx  — x*  e y = 3x*  — 6x. 

,2  „2*-*2 


dy  dx  — (8x  — 4x2)  dx  = ^ 


* - If-  - / / 

^ ^ 3x2^6x 

= ffxdA  = f x d?/  dx  = r (8x2  — 4x3)  dx  = 

c/c/  c/o  *'0 


Af 


A/* 


'0  ^3*2-61 

- ff i/dA  = r r a/dvdx 

^ 3*2  — 6 x 


16 

3 


^ 2 X {(2x  ~~  ^ ~~  (3x2  ~ 6x)2}  dX  = - if 

Luego,  £ = = 1,  y = = — y,  el  centro  geomdtrico  es  el  pun- 

to(l,  — 4). 

8.  Hallar  el  centro  geomdtrico  del  drea  plana  exterior  a la  circunferencia  q — 1 e in- 
terior a la  cardioide  q — 1 + cos  6.  (Ver  Fig.  64-8.) 

De  la  figura  se  deduce  que  y = 0 y que  es  la  que  corresponde  a la  mitad 
situada  por  encima  del  eje  polar.  Para  esta  ultima  drea, 

/*  /*  s*1T/2  + COS0 

A = J J dA  — I j p dp  de 

R 1 

i rv/2  + « 

= \)  {(1  + cos ef  - l3} de  = I±2 

S%  ^l  + eos0 

= I I x dA  — I I (p  cos  0 ) p dp  de 


My 


i rvn 

= — I (3  cos*  e + 3 cos3  e 4-  cos4  0)  de 

sL*  * 

Las  coordenadas  del  centre  geomitrico  son  j j > °J- 


Fig.  64-7 


A 1 1 

sen  20  + 3 sen  0 — sen3  0 4 y 0 4 — sen  20  4 — sen  4flJ 


-1 7 r/» 


Fig.  64-8 


15?r  4 32 

48 


9.  Determinar  el  centro  geom6trico  del  drea  interior  a g — sen  0 y exterior  a p — 1 — cos  0.  (Ver  Fig.  64-9.) 

,ir/2  rtia#  ..  /jr/2 


S*  S*  x.ir/2  ..  >vn72 

A — J J dA  — J J P dp  de  — - J (2  cos  0 — 1 — cos  20)  d0  = 


4-1 

4 
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p p pin* 

My  = j j x dA  - j I (p  cos  e)  p dp  de 

H 0 1 — co«  8 

i r*i% 

— ^ I (sen3  * — 1 + 3 cos  0 — 3 cos2  0 + cos3  0)  cos  0 d0 


15tt  — 44 
48 


pp  pTT/i  senO 

= It  y dA  — | ( (p  sen  0)  p dp  do 

i r™ 

= (sen3  0 - 1 + 3 cos*  - 3 cos2  0 + cos3*)  sen*  do 


3tt  — 4 
48 


Las  coordenadas  del  centra  geom£trico  son  | 


1571  — 44  3tj  — 4 
12(4  — jj)  * 12(4  — n)j 


10*  Hallar  Ia,  I9  e /„  del  irea  limitada  por  el  lazo  de  y*  = x*{2  — x). 


! — x dx 


A — JJ"  dA  = 2 J"  J"  dy  dx  — 2^  xy/2  — x dx 

-4C(2z>-z<)dz  = T 


haciendo  el  cambio  2 — x — z*. 


Fig.  64-9 


JJ  y*  dA  = 2 3/2  dy  dx  = | 

= = -![!*• -t,,+ 

a:*  dA  = 2 J'  J'  x*  dy  dx  = 2 


^ x3(2  — x )3/t  dx 


8 , 12  T . 2 » 1 „ 
-*5-T*2  + -*»-nz» 


Fig.  64-10 


2048\/2  _ 64 

3465  - 231 


x*  dy  dx  = 2 


7,  = x*  dA  = 2^  J'  x*  dy  dx 

= -4  f (2  — z2)*z2  dz  = ^Pf^-nT 

•V  L3  5 

/ -i+i  - - mA 

U - 1,  + 1,  - 3465  - 231  A . 


J'  x V2  - x 


^ + «,T_Ia.T  = 1024^  = 32 

7 9 315  21 


11.  Hallar  IXf  I9  e /0  del  Area  del  primer  cuadrante  exterior  a la  circunferencia  q — la 
e interior  a la  circunferencia  q = 4a  cos  6. 


S' S'  pTUZ  pl*co*8 

= JJ  dA  = I j p dp  do 
- U {(4a  cos  «)2  — (2a)2}  dtf  = — i 


A = I I dA 


Fig.  64-11 


f*  f*  pTtl%  p 4il  COB  * ^ pTT/3 

lt  = J J yt  dA  = J J (p  sen  «)>  p dp  de  = - j {(4a  cos#)*  - (2a)4}  sen*# 

H A 2a  q 

rw,a  , , 4^  + 9^  . 4,r  + 9\/3 

— A I Mil  jj  1 \ * Jp  I — _ /IS  4 


= 4a4  I (16 cos4*  — l)sen2*  d$ 


a'  = a8 A 

2(2ir  + 3V3) 


rr  . ..  r™  f10'0*’ i2»  + nv3  4 sa^  + nv*).. 

= J J = 2 • " 2,2,  + 3v^) 


12ir  + ll\/3  4 _ 3(lgr  + HV^) 


. , T 20ir  + 21\/3  . 20ir  + 21^3  li( 

7o  = 7i  4-  7,  - s — —a*  = —a1  A 

3 2ir  4-  3y3 
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12.  Hallar  Ix,  Iv  e 70  del  Area  del  ci'rculo  g — 2(sen  0 + cos  0). 
Como  xa  + y*  — pa, 

s* s*  /*%ir 

/.  = Jjv  + rtdA  = J f 

= 4 I (sen  $ + cos  0)4  de 


p mp 


dp  de 


— 6tt  — 3 A 


r3  l “I 

— 4 I — 0 — cos  28  — — sen  40 

De  la  Fig.  64-12.  se  deduce  que  7,  = /,.  Luego  7,  = 7,  = J7®  = JA. 


Fig.  64-12 


Problemas  propuestos 


13.  Hallar  mediante  una  integral  doble  las  Areas  siguientes: 

(а)  la  limitada  por  3x  + 4y  = 24,  x = 0,  y — 0. 

(б)  la  limitada  por  x + ^ = 2,  2^  = x + 4,  ^ = 0. 

(c)  la  limitada  por  xa  — 4 >\  8y  = xa  + 16. 

(rf)  la  interior  a g = 2(1  — cos  0). 

(e)  la  limitada  por  g = tag  0 sec  0 y 0 = tt/3. 

(/)  la  exterior  a q = 4 e interior  a g — 8 cos  0. 


Sol.  24un.sup. 

Sol.  6 un.  sup. 

Sol . 32/3  un.  sup. 

5W.  671  un.  sup. 

Sol.  $\/3  un.  sup. 

Sol.  8(§ti  + V3)  un.  sup. 


14.  Determinar  el  centro  geomAtrico  de  las  Areas  siguientes: 

(a)  la  del  Problema  13(a). 

(b)  la  del  primer  cuadrante  del  Problema  13(c). 

(c)  la  del  primer  cuadrante  limitada  por  y%  = 6x,  y — 0,  x — 6. 

(d)  la  limitada  por  y%  = 4x,  xa  = 5 — 2y,  x = 0. 

(e)  la  del  primer  cuadrante  limitada  por  x8  — 8.y  + 4 = 0,  xa  = 4 yf  x = 0. 
(/)  la  del  Problema  13(e). 

(g)  la  del  primer  cuadrante  del  Problema  13(f). 


Sol.  (8/3,  2) 

Sol.  (3/2,  8/5) 

Sol.  (18/5,  9/4) 
Sol.  (13/40,26/15) 
Sol . (3/4,  2/5) 

Sol.  (iVi,  6/5) 


f 16ji  + 6\/3  22  \ 

{ In  + 2ji  + 3V3/ 


15.  Demostrar  que  si 


J0 

I p dp  de 


If 


dA,  se  verifica 


cos  0,  p sen  8)  p dp  d$ 


16.  Hallar  Ix  e 7,  de  las  Areas  siguientes: 

(a)  la  del  Problema  13(a). 

(fr)  la  limitada  por  >a  = 8x  y la  ordenada  del  punto  x — 2. 

(c)  la  limitada  por  3*  — x*  e > = x. 

(d)  la  limitada  por  > = 4x  — xa  e y = x. 


Sol.  lx  - 6A,  7,  = f A 
Sol . 7,  = fA,  7,  = fA 

&>/-  /.  = &A.  I.  = AA 

*/•  L-m.  /.=»a 


17.  Hallar  7*  e 7,  de  un  lazo  de  g * = cos  20. 


5o/.  /. 


(i6  e)A’  “ (i6  + e)A 


18.  Hallar  70  de  las  Areas  siguientes: 

(a)  un  lazo  de  p = sen  20.  So/.  jJA 


(6)  la  limitada  por  g — 1 + cos  0. 


Sol.  l\A 


Capilulo  65 

Volumen  limitado  por  una  superficie 

Integral  doble 

EL  VOLUMEN  LIMITADO  POR  UNA  SUPERFICIE  de  ecuacion  z =f(x,y),  o bien  z = f(8,  0),  es 
decir,  el  volumen  de  una  columna  vertical  cuya  base  superior  esta  en  la  superficie  y la  base  inferior 

en  el  piano  xOy , viene  definido  por  la  integral  doble  V = l i zdA , siendo  R la  region  que  consti- 
tuye  la  base  inferior  de  la  columna.  ^ g 


Problemas  resueltos 

1.  Hailar  el  volumen  cn  el  primer  octante  comprcndido  entre  los  pianos  z = 0 y z~x-\-y  + 2e  interior  al  cilindro 
x3  + y*  = 16. 

De  la  Fig.  65-1  se  deduce  que  hemos  de  integrar  z — x + y + 2 segun  el  cuadrantc  del  circulo  x2  -f-  y2  = 16  en  el 
piano  xOy.  Por  consiguiente. 


Fir  65-1  Fig.  65-2  Pi*.  65-3 


2. 


Hailar  cl  volumen  limitado  por  el  cilindro  Jta  + y*  = 4 y los  pianos  y + z = 4yz~Q. 

De  la  Fig.  65-2  se  deduce  que  hemos  de  integrar  z = 4 — y segun  el  cuadrante  del  circulo  x2  -I-  y%  — 4 en  el  plan- 
no  xOy.  Por  consiguiente, 


V 


(4  — y)  dx  dy 


(4  — y)  dx  dy 


16tt  unidades  de  volumen 
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3.  Hallar  el  volumen  limilado  por  el  paraboloide  x2  + 4/2  = zt  el  piano  z — 0 y los  cilindros  y2  = x y x2  = /(ver  Fig.  65-3). 

El  volumen  pedido  se  obtiene  por  integraci6n  de  z = x2  + 4 y2  en  la  region  R comun  a las  parabolas/2  = x y x2  = y 
en  el  piano  xOy , Por  consiguiente, 


rx  r 

V = I I (x2  + Ay2)  dy  dx 

JQ  jx  2 


X* 


3 

7 


unidades  de  volumen 


4.  Hallar  el  volumen  de  la  porcion  de  cilindro  4x2  4-  y2  = a2  comprendida  entre  los  pianos  z = 0 y z = my  (ver  Fig,  65-4). 
El  volumen  se  obtiene  integrando  z = my  segun  la  mitad  de  la  el  ipse  Ax2  + y2  = a2.  Asi  pues. 


V = 


= *X  X 


]/a*-4x*  raf2 

my  dy  dx  = m I y2 

^0 


dx  = 


unidades  de  volumen 


Fig.  65-4 


Fig.  65-5 


Fig.  65-6 


5.  Hallar  el  volumen  limitado  por  el  paraboloide  x2  + y2  = 4 z,  el  cilindro  x2  + y2  = 8/  y el  piano  z = 0 (ver  Fig.  65-5). 

El  volumen  pedido  se  obtiene  integrando  z — J(jt2  + y2)  segun  el  circulo  x2  + y2  — 8/.  En  coordenadas  cilindricas, 
el  volumen  se  obtiene  al  integrar  z = Jg2  en  el  circulo  q = 8 sen  6.  Por  tanto, 


V 


zp  dp  de 


de 


sen4  9 d$ 


p 3 dp  de 


96: t unidades  de  volumen 


6.  Hallar  el  volumen  que  se  elimina  cuando  a una  esfera  de  radio  se  le  practica  un  taladro  de  radio  n de  forma  que  el 

eje  del  onlicio  sea  un  diametro  de  la  esfera  (ver  Fig.  65-6). 

De  la  figura  $c  deduce  que  el  volumen  pedido  es  igual  a oeho  veees  el  correspond iente  al  del  primer  cuadrante 
limitado  por  el  cilindro  ga  = a2,  la  esfera  + zs  = 4 aB  y el  piano  z — 0.  Este  tiltimo  volumen  se  obtiene  integrando 
z = y/4a2  — q 2 en  un  cuadrante  del  circulo  q — a.  Por  tanto, 


y-.1T/l  >-»<> 

- 8X  X 


V 4a1  — p1  p dp  de 


(8  a$-ai/5a')de 


4 

3 


(8  — 3\/3  )a3ir  unid.  de  vol. 


V 


318 


VOLUMEN  UMITADO  POR  UNA  SUPERFICIE  — INTEGRAL  DOBLE 


[CAP.  <55 


Problemas  propuestos 

7.  Hallar  el  volumen  limitado  por  9x2  + 4 y2  + 36 z = 36  y el  piano  z ~ 0.  Sol . 3 n unidades  de  volumen. 

8.  Hallar  el  volumen  limiiadp  por  z — 3x  y por  encima  del  area  del  primer  cuadrante  limitada  por  x = 0,  y = 0,  x = 4,  y 
x2  4-  j72  = 25.  So/.  98  unidades  de  volumen. 

9.  Hallar  el  volumen  del  primer  octante  limitado  por  x2  + z = 9,  3x  4-  4y  = 24,  x = 0,  y = 0 y z = 0. 

So/.  1 485/16  unidades  de  volumen. 

10.  Hallar  el  volumen  del  primer  octante  limitado  por  xy  — 4zf  y = x y x = 4.  So/.  8 un.  vol. 

11.  Hallar  el  volumen  del  primer  octante  limitado  por  x2  + >>2  = 25  y z — y.  Sol , 125/3  un.  vol. 

12.  Hallar  el  volumen  comun  a los  cilindros  x2  4-  y2  = 16  y x2  4-  z2  — 16.  So/.  1 024/3  un.  vol. 

13.  Hallar  el  volumen  del  primer  octante  interior  a y2  4-  z2  = 9 y exterior  a y2  = 3x.  So/.  27ti/16  un.  vol. 

14.  Hallar  el  volumen  del  primer  octante  limitado  por  x2  4-  z2  = 16  y x — y = 0.  Sol,  64/3  un.  vol. 

15.  Hallar  el  volumen  delante  de  x = 0 y comun  ay2  4-  z2  = 4ey2  4-  z2  4-  2x  — 16.  Sol . 28jrun.vol. 

16.  Hallar  el  volumen  interior  ag  = 2y  exterior  al  cono  z2  = £2.  So/.  32jt/3  un.  vol. 

17.  Hallar  cl  volumen  interior  a y2  4-  z2  = 2 y exterior  ax2  — — z2  = 2.  So/.  8tt(4  — \/2)/3  un.  vol. 

18.  Hallar  el  volumen  comun  a g2  4-  z2  = a2  y o — a sen  6.  Sol . 2(3tt  — 4)o3/9  un.  vol. 

19.  Hallar  el  volumen  interior  a x2  4-  y2  = 9,  limitado  inferiormente  por  x3  4-  y2  4-  4z  = 16  y superiormente  por  z = 4. 
So/.  81tt/8  un.  vol. 

20.  Hallar  el  volumen  limitado  por  el  paraboloide  4x2  4-  y2  — 4z  y el  piano  z — y = 2.  ;&?/.  9jt  un.  vol. 

21.  Hallar  el  volumen  generado  al  girar  la  cardioide  q = 2(1  — cos  6)  alrededor  del  eje  polar. 

Sol.  V = 2n  J J y q dg  d6  = 64ji/3  un.  vol. 

22.  Hallar  el  volumen  generado  al  girar  un  p£talo  de  q = sen  26  alrededor  de  su  eje.  Sol.  32ji/105  un.  vol. 

23.  En  una  esfera  de  radio  2 (unidades  de  longitud)  se  practica  un  taladro  de  seccion  cuadrada  de  lado  iguala  2 (unida- 
des de  longitud),  siendo  su  eje  un  diametro  de  la  esfera.  Demostrar  que  el  volumen  eliminado  e$  §(2\/2"  + 

— 54  arc  tag  V 2)  unidades  de  voliimen. 


Capitulo  66 


Area  de  una  superficie 

Integral  doble 

EN  EL  CALCULO  DE  LA  LONGITUD  DE  UN  ARCO  se  efectuan  las  operaciones  siguientes:  (1)  Se 
proyecta  el  arco  sobre  uno  de  los  ejes  coordenados  determinando  un  cierto  intervalo  sobre  el  eje 

y (2)  se  integra  la  funcion  1 -f  | j,  si  la  proyeccion  se  realiza  sobre  el  eje  x,  o bien|/l  + 

si  la  proyeccion  se  realiza  sobre  el  eje  y , en  el  intervalo  anterior. 

Para  calcular  el  area  S de  una  portion  R'  de  una  superficie  z — f(x/y)  se  sigue  un  procedimiento 
analogo : . 

(1)  Se  proyecta  R'  sobre  uno  de  los  pianos  coordenados  determinando  una  region  R en  dicho 
piano. 


dA , si  R'  se  proyecta  sobre  xOy 


dA , si  R'  se  proyecta  sobre  yOz 


dA,  si  R'  se  proyecta  sobre  zOx 


(2)  Se  integra,  en  la  region  R la  funcion 


Problemas  resueltos 


1.  Sea  R ' una  region  de  area  S sobre  la  superficie  z = f(x,y). 
Por  el  contorno  de  R'  pasa  un  cilindro  vertical  (ver 
Fig.  66-1)  que  corta  al  piano  xOy  segun  la  region  R.  Se 
divide  R en  n subregiones  AAt  (de  areas  AAt)  y sea  A Si 
el  drea  de  la  proyeccidn  de  AA{  sobre  R'.  Se  elige  un 
punto  P{  en  cada  subregidn  ASt  y se  traza  en  el,  el  piano 
tangente  a la  superficie,  siendo  ATf  el  area  de  la  proyec- 
cidn de  AAt  sobre  este  piano  tangente.  El  valor  ATt  es 
una  aproximacion  del  drea  AS>. 


El  dngulo  formado  por  el  piano  xOy  y el  piano 
tangente  en  P{  es  igual  al  dngulo  formado  por  el 


eje  r,  [0,0,  1]  y la  normal,  lj  = 


cos 


superficie  en  Ph  Es  decir, 
1 


+ 1 


Fig.  66-1 
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Por  tanto  (ver  Fig.  66-2), 

ATi  * cos  yi  = AAi  y AT t — sec  yf  • AAt 

n n 

Luego,  una  aproximacion  de  S es  £ ATt  — £ secy,  • A A it  y 

i = 1 / - 1 


S = lim  Ssecy^aA,  = j j 

n + w * = l i/ w 


sec  y ■ dA 


= rr 

JJ  y\dxj  \dy 


4-  1 dA 


2.  Hallar  el  area  de  la  porcion  del  cono  x2  4-  y2  — 3 zz  situada  por  encima  del  piano  xOy  e interior  al  cilindro  x2  + y2  = 4y. 


Fig.  66-3  Fig.  66-4 


Solution  1,  La  proyeccion  del  area  pedida  (ver  Fig.  66-3)  sobre  el  piano  xOy  es  la  region  K limitada  por  el  circulo 
x 2 + y2  = 4 y.  Para  el  cono, 


dz  _ _1  ^ X dZ  J. 

Ox  ~ 3 z'  dy  3 **  z ' 


5 = 


X 

4 r4  > r 8\/3 

— — I \4y  — y2dy  = — ^ — *■  unidades  de  superficie 

V3  ^ d 


i _i_  /^iV  4-  Y — Y — 9z2  4-  x2  + y2 

\0x/  ^ \dyj  ” 9z2 

_2_ 
V3 


12z2 

9z* 


Solution  2.  La  proyeccion  de  la  mi  tad  del  area  pedida,  sobre  el  piano  yOz,  es  la  region  R limitada  por  la  recta 
y — 's/Tz  y la  parabola  y — fza;  esta  ecuacion  se  obtiene  eliminando  x en  las  ecuaciones  de  las  dos  superficies.  Para 
el  cono. 


Ox  _ _ 

x’  dz  x * y 


Luego, 


2/  Ox  _ 3z 
Oz 

a 'fy/'fl 


1 + 9z2 


12z2 
3z*  - y2 


/dxY  . / OxY  _ x2  + j/2  H 
\dF/  " x2 

s = af‘ = fte* 

V3z*-i/*  3 -1,/yj  3 A 


Solution  3.  Empleando  coordenadas  cilfndricas  en  la  Solution  1 , hemos  de  integrar  la  funci6n 
2 

a lo  largo  de  la  region  R limitada  por  la  circunferencia  g = 4 sen  0.  A$i  pues, 

5 * - jr*-  - rrv*  - 

- 16  f*  _ _ 8\/3 

~ \/3  ‘ S6n  * — — g — r unidades  de  superficie 
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3.  Hallar  el  Area  de  la  porcion  del  cilindro  x2  + z2  = 16  situada  dentro  del  cilindro  x2  + y*  = 16  (Fig.  66-5). 

En  la  figura,  se  representa  la  octava  parte  del  Area  pedida,  y su  proyecci6n  sobre  el  piano  xOy  constituida  por  un 
cuadrante  del  drculo  x2  + y2  — 16.  Para  el  cilindro  jc2  + z%  — 16. 


Luego, 


dz 

dx 


S = 


X*  + 2*  _ 16 

z2  16  - X2 


= 128  unidades  de  superficie 


Fig.  66-5 


Fig.  66-6 


4.  Hallar  el  Area  de  la  porcion  de  la  esfera  jc2  + y2  + z%  = 16  exterior  al  paraboloide  x%  + y2  + z = 16  (Fig.  66-6). 

En  la  figura,  se  representa  la  cuarta  parte  del  area  pedida,  y su  proyecci6n  sobre  el  piano  yOz  constituida  por  la 
regi6n  R limitada  por  la  circunferencia  y2  + z2  = 16,  los  ejes  y y z y la  recta  z = 1.  Para  la  esfera, 


Luego 


dX  _ 

oy 

s = 


dx 

dz 


= 16 


_ _ z_  - , / dx  Y , / dx  Y _ x*  + y*  + z%  _ 16 

*’  y 1+\3l//  + \Bz  J x1  16  — y1  — z* 

- 's:sr* 

J%1  y V16-*2  rl  i 

arc  sen  dz  = 16  I - it  = 

• Vl6  - **J.  ^ 


dy  dz 


8jt  unidades  de  superficie 


5.  Hallar  el  Area  de  la  porcidn  del  cilindro  x2  + y2  = 6y  situada 
dentro  de  la  esfera  jc2  + y2  + z2  = 36  (Fig.  66-7). 

En  la  figura,  se  representa  la  cuarta  parte  del  Area  pedida,  su 
proyeccidn  sobre  el  piano  yOz  constituida  por  la  regidn  R limitada 
por  los  ejes  z e y y la  parAbola  z%  + 6y  = 36.  Esta  ultima  ecuacidn 
resulta  de  eliminar  x en  las  ecuaciones  de  las  dos  superficies.  Para 
el  cilindro, 


dx 

dz 


0 


x9  + fi  — 6y  4-  y1  _ 9 

x1  ~ 6y  - y 8 


dz  dy 


— 144  unidades  de  superficie 


Fig.  66-7 
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Problemas  propuestos 


6.  Hallar  el  area  de  la  porcion  del  cono  x2  + y2  = z 2 interior  al  prisma  vertical  cuya  base  es  el  triAngulo  limitado  por  las 
rectas  y — x,  x — 0 e y — 1 en  el  piano  xOy.  Sol.  \^/2  unidades  de  superficie. 

7.  Hallar  el  Area  de  la  porcion  del  piano  x + y + z = 6 interior  al  cilindro  x2  -f  y2  = 4. 

Sol.  4V3tt  un.  sup. 

8.  Hallar  el  area  de  la  porcion  de  la  esfera  x2  + y2  + z2  = 36 .interior  al  cilindro  x*  + y2  — 6 y. 

Sol.  12{n  — 2)  un.  sup. 

9.  Hallar  el  Area  de  la  porcidn  de  la  esfera  x2  + y2  + z2  = 4 z interior  al  paraboloide  x%  + y2  = z. 

Sol . 4jt  un.  sup. 

10.  Hallar  el  Area  de  la  porcion  de  la  esfera  x2  + y2  + z2  — 25  entre  los  pianos  z — 2 y z — 4. 

Sol.  20n  un.  sup. 

11.  Hallar  el  Area  de  la  porcion  de  la  esfera  z = xy  interior  al  cilindro  x2  + y2  — 1. 

Sol.  2jc(2\/2  — l)/3  un.  sup. 

12.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  del  cono  x2  + y2  — 9 z2  = 0 encima  del  piano  z = 0e  interior  al  cilindro x2  + y2  — 6 y. 
Sol.  3VT0-~i  un.  sup. 

13.  Hallar  el  area  de  la  parte  de  la  esfera  x2  + y2  + z2  = 25  interior  al  cilindro  eliptico  2jc2  + y2  = 25. 

Sol.  50^un.sup. 

14.  Hallar  el  Area  de  la  superficie  de  x2  + y2  — az  — 0 que  estA  situada  directamente  encima  de  la  lemniscata  4 q2  = a 1 cos  20. 

Sol.  S = — V 4 p2  + a*  p dp  d$  = ^ ~ un.  sup. 

15.  Hallar  el  area  de  la  superficie  de  x2  + y2  + z2  = 4 que  estA  situada  directamente  encima  de  la  cardioide  q — 1 — cos  0 . 
Sol.  8[^  — \f2 — In  (VT  + 1)1  un.  sup. 
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LA  INTEGRAL  TRIPLE 


Iff  f(x’  y- 


z)  dV  de  una  funcion  de  tres  variables  independientes  extendida 


a una  region  cerrada  R de  puntos  (x,  y * z),  de  volumen  V , en  la  cual  la  funcion  es  uniforme  y con- 
tinua  no  es  mas  que  una  generalization  del  concepto  de  integral  simple  y doble. 

En  el  caso  de  que /(x,  y,  z)  = 1,  la  integral  /(x,  y , z)  dV  representa  la  medida  del  volumen 

R 

de  la  region  R . 

CALCULO  DE  LA  INTEGRAL  TRIPLE^|^/(x,  y,  z)  d Ken  coord enad as  rectangu (ares. 

R 

j 1 I f(x,  y,z)d,V  = II  | f(x,  y,  z)  dz  dy  dx 

nz2(!,)  ^x2ix,y) 

I f(x,  y,  z)  dz  dx  dy,  etc. 

j(3f) 

tomando  los  limites  de  integration  de  forma  que  cubran  la  region  R. 

CALCULO  DE  LA  INTEGRAL  TRIPLE  f(g,  6,  z)  dV  en  coordenadas  cilindricas. 

R 

n n n /•&  /•p2(0)  /*x2ip,0) 

1)1  f(P,e,z)dV  =((  f f(p,e,z)pdz  dpde 

tomando  los  limites  de  integracion  de  forma  que  cubran  la  region  R. 

CALCULO  DE  LA  INTEGRAL  TRIPLE  f(Q>  ®)  dV  en  coordenadas  esfericas. 

R 

1)1  f(p,<t>,0)dV  =1)  | p2^n<j>dpd<j,de 

tomando  los  limites  de  integracion  de  forma  que  cubran  la  region  R, 

CENTRO  GEOMETRICO  Y MOMENTOS  DE  INERCIA.  Las  coordenadas  (x,  y,  z)  del  centro  geo- 
metrico  de  un  volumen  satisfacen  las  relaciones 


*/JX  ^ = /XT  *iv-  * JIT  <v  = J If  »**■ 
‘'SSS^-SSS'" 

R R 

Los  momentos  de  inercia  de  un  volumen  con  respecto  a los  ejes  coordenados  vienen  dados  por 
/,  = jjf  (y*  + z*)dV,  /,  = JJJ  (z*  + x2)dV, 

R R 

I,  = JjJ  (x*  + y*)dV 
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Problemas  resueltos 

1.  Consideremos  ta  funcion  f{x,  y , z),  continua  en  una  regi6n  R del  espacio,  Cortando  a R por  una  serie  de  pianos  pa- 
ralelos,  x = y = ^ y z = dicha  region  queda  dividida  en  paralelepi'pedos  rectos  de  volumen  A = Ax{  • Ayi  • Azk% 
y en  cierto  numero  de  paralelepi'pedos  incompletos  que  ignoramos.  En  cada  uno  de  los  para  lele  piped  os  completos  se 
elige  un  punto  Piik  (*,,  yj,  zk)  a I que  corresponde  el  valor  /(at,,  yh  z4),  y formamos  la  suma 

(i)  2 f(Xi,  Vi,  Zk)  • A VtJt  = 2 /(*i,  Vi,  Zk)  AXi  Ayt  A zk 

i=  1,  . . . ,m  i=  1, . . . .m 

1, . . . ,n  j = 1, . . . ,n 

Jc=l,...,P  k = l p 

La  integral  triple  de /( xy  y,  z)  extendida  a la  region  R es,  por  definition,  el  limite  de  (i)  cuando  el  numero  de  paralelepipedos 
crece  indefinidamente  de  forma  que  las  tres  dimensiones  de  cada  uno  de  ellos  tiendan  a cero. 

Para  hallar  este  limite,  se  pueden  sumar,  en  primer  lugar,  todos  los  paralelepi'pedos  que  tienen  dos  dimensiones 
iguales  a A{ x y A}y  considerando  / y j constantes,  y calcular  el  limite  cuando  A^  ->0.  As!  pues, 

lim  2 /(*<»  Vi,  zk)  AkZ  Aa  Aiy  = I f(xit  yit  z)  dz  Aa  A ty 

p + CO  k = l j 

Ahora  bien,  estas  son  las  columnas  de  las  subregiones  de  la  base  consideradas  en  el  Capltulo  23;  por  consiguiente, 

lim  2 f(%i,  Vi,  Zk)  * AVw 

m -*  + * i=  1,  . , . ,m 
n -*  + « j—  1,  . . . ,n 
p-*+»  k=  1,  . . , ,p 


- Iff  f(x,  y,  z)  dz  dx  dy  = Iff  f(x,  y,  z)  dz  dy  dx 


2.  Hallar. 


nl-l 

I xyz  dz  dy  dx 

= J"  J | J*  xyz  dz|dy  J dx 

- ncMTh]*  = iTr^] 

f*  [~ *v2(2  ~*)‘  ‘ ‘ * 1 dx  - ij*  (4x  — 12x2  + 13xs  — 6*4  + x' 

* 0 L 4 J,  = 0 J 0 

x»1J72  /»1  x»2 

(b)  I i I z pa  sen  e dz  dp  de 

J ^ ^TT/2  ,1*  C **  f' 

— J j £.  p*  sen  a dp  de  — 2 J J / sen  e dp  de 


dx 


')  dx 


0 0 0 


S»TT/t 

1 

2 

sen  e de 

0 

— 

-gCOS^ 

(c) 


XW  s»W/A  <t>  S17  /•ir  j— 

J J sen2  <f>dpd<t>de  ~ 2 J J sen^d^dtf  = 2 J (1  — ^v2 ) 


de 


0 0 0 


13 
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(2  - V2  )r 


3. 


Hallar  la  integral  triple  de  Fix,  yt  z)  = z extendida  a la  region  R del  primer  octante  limitada  por  los  pianos  y = 0,  z = 0, 
Af  + j'^2,2y  + jf^6ycl  cilindro  y1  + za  = 4 (vcr  Figura  67-1). 


Integremos  primero  con  respecto  a z,  desde  r **  0 (piano  xOy)  hasta  z = \/ 4 — y*  (cilindro) ; luego,  lo  haoemos 
con  respecto  a jc,  desde  x = 2 —y  hasta  x = 6 — 2y,  y finalmente  con  respecto  a y,  desde  y = 0 hasta  ,y  = 2.  En  estas 
condiciones, 


iff  - ^ 


✓*2  ^»6-2»  S*v  4 “ IT 

I I I z dz  dx  dy 

^ 0 2 - If  0 

1 r2  f6"3* 

2 J ) <4  _ 


dy 


V2)* 


dy 
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Fig.  67-1 


Fig.  67-2 


4.  Hallar  la  integral  triple  de  f{g , 0,  z)  = q2  extendida  a la  region  R limitada  por  el  paraboloide  q2  = 9 — z y el  piano  z = 0 
ver  Figura  67-2). 

Integramos  primero  con  respecto  a z,  desde  z = 0 hasta  z = 9 — q2,  a continuation  con  respecto  a (>,  desde  (>  = 0 
hasta  q = 3,  y finalmente  con  respecto  a 0,  desde  0 = 0 hasta  0 = 2jt.  Por  tanto, 


A 


p2  rfV 


p2(p  dz  dp  d$) 


p3(9  - p2)  dp  d<? 


243 

2 


r.  4 rtVlfl  — *2  4 r*  4 — x® 

5.  Demostrar  que  las  integrales  (a)  4 I I ( dz  dy  dx,  (b)  4 I I I dy  dx  dz , y 


<*2  + »2)/4 


I I dx  dz  dy  representan  el  mismo  volumen. 

0 


(a)  En  este  caso,  z varia  entre  z = J(jc2  4-  y2)  y z = 4;  es  decir,  el  volumen  esta  limitado  inferiormente  por  el  para- 
boloide 4z  = jc2  4-  y2y  y superiormente  por  el  piano  z = 4.  A1  variar  y y x,  se  recorre  un  cuadrante  del  tirculo 
x2  + y2  = 16,  z = 0,  la  proyeccidn  de  la  curva  de  interseccidn  del  paraboloide  con  el  piano  z = 4 sobre  el  piano  xOy . 
Por  tanto , la  integral  proporciona  el  volumen  limitado  por  el  paraboloide  y por  el  piano  z ~ 4. 


(b)  En  este  caso,  y varia  desde  y = 0 hasta  y — V 4z  — jta";  es  decir,  el  volumen  estd  limitado  a la  izquierda  por  el 
piano  zQx,  y a la  derecha  por  el  paraboloide  y*  = 4z  — ,va.  A1  variar  x y z se  recorre  la  mitad  del  £rea  limitada  pO t 
la  parabola  x2  = 4 z,y  = 0,  la  curva  de  interseccidn  del  paraboloide  con  el  piano  tOx  y el  piano  z = 4.  La  regidn  R 
es  la  de  (a). 


( c )  El  volumen  esti  limitado  por  detras  por  el  piano  yOz  y por  delante  por  el  paraboloide  4z  = x2  + yK  A1  variar  ro- 
se recorre  la  mitad  del  £rea  limitada  por  la  parabola  y2  = 4z,  x — 0,  la  curva  de  intersection  del  paraboloide  y 9J 
piano  yOz  y por  el  piano  z = 4.  La  region  R es  la  de  (a). 
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6.  Hallar  la  integral  triple  de  F(q , <p,  0)  =---  \/q  extend ida  a la  region  R del  primer  octante  limitada  por  los  conos  <j>  — 

y <j)  — arc  tag  2 y la  esfera  q = V 6 (Figura  67-3). 

Integramos  primero  con  respecto  a q,  desde  q — 0 hasta  q = 'x/b;  a continuation,  lo  hacemos  con  respecto  a (p, 

desde  <p  = \n  hasta  <p  — arc  lag  2,  y finalmente  con  respecto  a 0,  desde  0 = 0 hasta  & = \n.  As!  pies, 


Fig.  67-3 


Fig.  67-4 


7.  Hallar  el  volumen  limitado  por  el  paraboloide  z — 2x2  -f/  y el  cilindro  z = 4 — y 2 (Figura  67-4). 

Integremos  en  primer  lugar  con  respecto  a z,  desde  2 = 2x2  + y2  hasta  2 = 4 — y2;  a continuacion  con  respecto  a y , 
desde  y = 0 hasta  y = V 2 — jc2  (la  ecuacion  x2  + y2  = 2 se  obtiene  eliminando  2 en  las  ecuaciones  de  las  dos  super- 
ficies), y finalmente  con  respecto  a x,  desde  x = 0 hasta  x = V^fabtenido  al  sustituir  y = 0 en  x2  + y2  — 2)  determi- 
nando  as!  la  cuarta  parte  del  volumen  pedido.  Por  tanto, 


V = 


x 


4 -y2 
2x2  + y2 


dz  dy  dx  = 


{(4  _ yi)  _ (2ac2  + y2)}  dy  dx 


- x2Yn  dx 


4jt  unidades  de  volumen 


8.  Hallar  el  volumen  interior  al  cilindro  q = 4 cos  6 limitado  superiormente  por  la  esfera  -\-  z*  = 16,  e inferiormente 
por  el  piano  z — 0 (Figura  67-5). 

Integremos  primero  con  respecto  a z,  desde  z = 0 hasta  z = Vlb  — #a;  a continuacion  lo  hacemos  con  respfecto 
a p,  desde  q = 0 hasta  q =4  cos  0,  y finalmente  con  respecto  a 0 , desde  0 = 0 hasta  0 = 71,  obteniendo  asi  el  volumen 
pedido.  En  estas  condiciones, 

s%TT  4 cos  ()  a/i6-p®  ir  ^,4cos0 

p dz  dp  dd  — I I pV I®  — p2  dp  d0 

^0 


l)d<?  = 


~g-  — 4)  unidades  de  volumen 


Fig.  67-5 


Fig.  67-6 


9.  Determinar  las  coordenadas  del  centro  geom6trico  del  volumen  interior  al  cilindro  q = 2 cos  6 limitado  superiormente 
por  el  paraboloide  z = g2,  e inferiormente  por  el  piano  z — 0 (Fig.  67-6). 


J^TT/2  ^ 2 cos  8 i r/z 

I I p dz  dp  de  — 2 I J 

,,1772  —i 2 cos  0 

— — J p4J  rftf  = 8j  cos4  rftf  = 

/'/'/'  S'7**2  ^2cos0 

j j j x dV  = 2 j j j p cos  6 • p dz  dp  de 


■tr/2  „2co&8 


Myt  = 


p3  dp  de 


0 0 

X7772  ^2cos0 

I p4  cos  e dp  de 


64  f"*  « , „ _ 2lf„  4 

= — j cos' » de  - 2i7,  y x = = g 


Por  simetria,  y = 0. 
M; 


= jjj.-v  = ^fX~<T2,pd2dpd#  = p'dPd. 

Xtr/2 

g . 5 

coss0  de  = —7T,  y 2 = -^r- 


,1172  ,2  c 
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A/*,  10 


Asi  pues,  las  coordenadas  del  centro  geom6trico  (4/3,  0,  10/9), 


10.  Dado  un  cono  recto  circular  de  radio  r y altura  h , determinar  (a)  el 
centro  geom6trico,  ( b ) el  momento  de  inercia  con  respecto  a su  eje, 
(c)  el  momento  de  inercia  con  respecto  a una  recta  cualquiera  que  pase 
por  su  v£rtice  y sea  perpendicular  a su  eje,  (d)  el  momento  de  inercia 
con  respecto  a una  recta  cualquiera  que  pase  por  el  centro  geom&rico 
y sea  perpendicular  al  eje,  (e)  el  momento  de  inercia  con  respecto  a un 
di&metro  de  la  base. 


Considerando  el  cono  como  se  representa  en  la  Fig.  67-7,  su  ecua- 


ci6n  es  g = -j-  z.  Por  tanto, 


J J pdz  dp  de 

„TT/1  ^ 

r 


Xir/2 

j ( hp  — ^ p2,  ) dp  de 


0 0 

^TTPZ 


2 C 1 

^kr2  I de  = ^ irhr 2 


Fig.  67-7 
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(a)  El  centro  geomltrico  estd  situado  en  el  eje  1. 


= JXf zdV  ~ 4X  X j[ z p dz  dp  de 


f (h’p  - S p5) dpde  = l hH*f 


d$  — -rirh3' 


3 

y z — — y-  — — A.  Luego,  las  coordenadas  del  centro  geom6trico  son  (0,0,  JA). 


z1  z1  /•  /*7T/2 

(6)  J*  = JJJ  = 4J  j j p** 

H ^0  *^0 


p dz  dp  de  — —•  itHt*  — 


(c)  Tomando  la  recta  como  eje  y. 


h = 


X'  V/l  s+T  si  h 

J (p2  cos2  « + 22)  P dz  dp  de 


4X  X {(v-Mcos2 


pS“rp4)co s'tf  + ~ “aP*')  [ dp  d# 


- J,aWv+±,*)  = f (*2  + Jr2)  V 


(d)  Sea  c la  recta  que  pasa  por  el  centroide  y es  paralela  al  eje  y . Por  el  teorema  de  Steiner, 

I.  = /.+  V(J/1)2  y I'  = §(/i2  + £r2)V  - JL/i2V  = &(/i2  + 4r2)V 

(e)  Sea  d el  di&metro  de  la  base  del  cono,  tornado  paralelo  al  eje  y.  Tendremos 


7d  - 7c+V(iA)2  - &(h*  + 4r*)V  + ^h*V  = ^(2A2  + 3r2)V 


11.  Hallar  el  volumen  limitado  por  el  cono  <j>  = \n  y la  esfera  q = 2a  cos  0 (Ver  Figura  67-8). 


v = 4 II  I dv 


J^ir/2  .,7174  2 o cos 

(j  p2  sen  0 dp  d$  de 

o 


_ 32a3  f f f 17/2 

— 2 I I cos3  ^ sen  ^ d<p  de  — 2a3  I d$  = tto3  unidades  de  volumen 


Pig.  67-8 


Pig.  67-9 
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12.  Determinar  el  centro  geomdtrico  del  volumen  limitado  por  un  cono  de  Angulo  en  el  virtice  igual  a 60°  y una  esfera 
de  radio  2 cuyo  centro  estA  en  e!  Venice  del  cono.  (Ver  Figura  67-9.) 

Tomando  las  superficies  como  se  indican  en  la  figura,  x = y = 0.  En  coordenadas  esfAricas,  la  ecuaci6n  del  cono 
es  $ = ji/6,  y la  correspondiente  a la  esfera  es  q = 2. 


V 


= fffsr  - Jf  jy  - | f 


Mx 


= -f(x-0X  = T<2-^) 

y^TT/6  s%2 

= III  z dV  — 4 I | Ip  cos  <j>  • p2  sen  ^ dp  d<p  de 

R ^ 0^0  0 

J j sen  2 td+de  = „,  y * = ^at  = 3(2 


= 8 


13.  Hallar  el  momento  de  inercia  con  respecto  al  eje  z del  volumen  del  Problema  12. 

.IT n s-tir /8  .,2 


h = 


s' S'/*  ySi r/B 

JJJ  + V*)  = 4J  J J p2  sen2  0 • p2  sen dp  d0  d^ 

= !|»(|-|V5)  fa,  = t(i.-.yf)  - 
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14.  Hallar  las  integrates  triples  siguientes; 

(a)  ( f f d2d;cdi/  = 1 

~i  ** 

J'1  {'*  /*xv 

I j dz  dy  dx  — 1/24 

o o 

J.6  12  — 2y  4-2s/3“*/3  .■*  ^ ~ - ,, 

( I x dz  dx  dy  — 144  - | 

o *A>  ‘'o  ‘'o 

^ 4 /lB  - *2 


,12  ^6-i/2  ,4-2y/3-i/3 


x dz  dy  dx 


(d) 


Si  f 

,277  ^7T  5 


OEfi 

(16  — p2)1/2p  z dp  dz  de  = ; 


(e)  | j f p4  sen  ^ dp  d<f>  de  = 2500tt 

*^o  «■'<> 


-'o  *^o 

15.  (a)  Hallar  la  integral  del  Problema  14(6)  cambiando  el  orden  a dz  dx  dy. 

(6)  Hallar  la  integral  del  Problema  14(c)  cambiando  el  orden  a dx  dy  dz  y tambien  a dy  dz  dx. 


16.  Hallar  los  volumenes  siguientes,  por  medio  de  una  integral  triple  y empleando  coordenadas  rectangulares: 

(a)  interior  a *a  + y2  = 9,  encima  de  z = 0,  y debajo  de  x + z = 4.  Sol.  36ti  un.  vol. 

(A)  limitado  por  pianos  coordenados  y 6*  + 4y  + 3 z = 12.  Sol . 4 un.  vol. 

(c)  interior  a + y2  = encima  de  z = 0,  y debajo  de  xa  4-  ys  = 4a.  Sol-  6n  un.  vol. 

17.  Hallar  los  volumenes  siguientes,  por  medio  de  una  integral  triple  y empleando  coordenadas  cilindricas: 

(а)  Problema  5. 

(б)  Problema  16(c). 

( c ) inferior  a g2  — 16,  encima  de  z = 0,  y debajo  de  2 z =*  y. 


Sol.  64/3  un.  vol. 
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10.  Detcrminar  el  centro  geomitrico  de  los  volumenes  siguientes: 


(a)  interior  a z*  = xy  y encima  del  tridngulo  y — xt  y — 0,  x — 4. 


en  el  piano  z = 6.  Sol. 

(6)  Problema  16(6).  Sol. 

(c)  volumen  del  primer  octante  del  Problema  1 6(a).  Sol. 

(d)  Problema  16(c).  Sol. 

( e ) Problema  17(c).  Sol. 


(3,  9/5,  9/8) 

(1/2,  3/4,  1) 

/ 64  - 9,r  23 

8(ir  — 1)  * 

(8/3,  0,  10/9) 

(0,  3tt/4,  3r/16) 


73ir  ~~  128  \ 
32(t  - 1)  ) 


19.  Hallar  los  momentos  de  mercia  lx>  /„  /,  de  los  voltimenes  siguientes: 


(а)  Problema  5. 

(б)  Problema  16(6) 

(c)  Problema  16(c) 

(d)  limitado  por  z = g*  y el  piano  z = 2. 


S°L  /,  = /,=  f V,  /,  = 

&>/•  J,  = %v,  1,  = ZV,  I.  =$v 
*>'■  /,=#V,  7,=fV,  7.=fV 
Sol.  /,  = /,=  3 V,  /.  - §V 


20. 


Demostrar  que,  en  coordenadas  cilindricas,  la  integral  triple  de  una  funci6n  f(g,  0,  z)  extend ida  a una  regidn  R se  puede 
representar  por 

/'P  j<0>  s+*%  Cp,0) 

J J J f(p,e,z)  p dz  dp  de 


lnd.  ConsidArese  (ver  Fig.  67-10)  una  subregidn  gen^rica  de  R limitada  por  dos  cilindros  cuyo  eje  sea  Oz  y de  radios  q 
y e — /Ip,  dos  pianos  horizontales  que  pasen  por  los  puntos  (0, 0,  z)  y (0, 0,  z + Az)  y dos  pianos  verticales  que  pasen 
por  el  eje  Oz  y formen  con  el  piano  xOz  los  Angulos  0 y 0 + AS.  T6mese  Av  = (gA6)  Ag  • Az  como  una  aproximacidn 
de  este  volumen. 


21 


Demostrar  que*  en  coordenadas  esfAricas,  la  integral  triple  de  una  funcidn  f(g,  tf>,  0)  extcndida  a una  region  R se  puede 
representar  por 


0 


rrs 


f(p,  <p,  6)  p1  sen  tp  dp  dtp  da 


lnd,  Considered  (ver  Fig.  67-11)  una  Subfcgi6n  gentries  de  R limitada  por  dos  esferas  de  centro  O y radios  q y 
g 4-  AQt  dos  conos  de  vertices  O , eje  Oz  y semiAngulo  en  el  vArtice  0 y 0 -f  A<fit  y do$  pianos  verticales  QUC  pasen  por 
el  eje  Oz  y formen  con  cl  piano  zO  y los  Angulos  0 y 0 + AO,  T6mese 


AV  — (e  A<j>)  (p  sen  <j*  A0)(Ag)  — g*  sen  (f>  Ag  A$  AS 


como  una  aproximaci6n  de  este  volumen. 


Capftulo  68 


Cuerpos  de  densidad  variable 

LOS  CUERPOS  HOMOGENEOS  con  los  que  hemos  tratado  en  los  capitulos  anteriores  se  considera- 
ron  como  figuras  geometricas  de  densidad  6 = 1.  La  masa  de  un  solido  homogeneo  de  volumen  V 
y densidad  6 viene  dada  por  m = 6 V, 

La  masa  elemental  dm  de  un  solido  no  homogeneo  cuya  densidad  varia  de  punto  a punto  viene 
dada  por: 

d(x,  y)  ds  para  una  linea  material  (por  ejemplo,  una  varilla  fina), 

6(xf  y)  dA  para  una  superficie  material  (por  ejemplo,  una  hoja  de  metal  delgada), 

d(x9  y , z)  dV  para  un  solido  material 


Problemas  resueltos 


1.  Hallar  la  masa  de  una  varilla  semicircular  sa  biend  o que  la  densidad  en  cad  a punto  es  proporcional  a su  distancia  al 
dia metro  que  une  sus  extremos. 

Tomando  la  varilla  como  se  indica  en  la  Fig.  68-1,  <5(*,  y ) = ky. 

Por  tanto,  de  x2  + y2  = r2. 


y 


m 


2kr*  unidades 


2.  Hallar  la  masa  de  una  placa  cuadrada  de  lado  a sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  proporcional  al  cuadrado 
de  su  distancia  a un  Venice  (Fig.  68-2). 

Tomando  el  cuadrado  como  se  indica  en  la  figura,  de  forma  que  uno  de  sus  vertices  coincida  con  el  origen, 
<5(*,  y)  = k(x2  -I-  y2),  y 


m 


ss 


s(x,  y ) 


R 


dA 


k(x 2 + y 2)  dx  dy 


k 


a3  + ay2)  dy 


j/ea4  unidades 
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3.  Hallar  la  masa  de  un  plato  circular  de  radio  r sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  proporcional  al  cuadrado  de  su 
distancia  a un  punto  de  la  circunferencia  (Fig.  68-3). 

Tomando  el  ci'rculo  como  se  indica  en  la  figura,  llamando  A(r,  0)  al  punto  fijo  elegido  sobre  la  circunferen- 
eia  <5(x,  y)  = k{(x  — /•)*  + ya},  y 

r \J  r2  - x2 

m = 6(x>  y)dA  = 2 j"  j"  k{(x  - r)2  4-  y2}  dy  dx  - | -/err4  unidades 


4.  Determinar  el  centro  de  masas  de  un  plato  cuyo  contorno  es  un  arco  de  la  pardbola  y2  — 8jc  limitada  por  la  ordenada 
en  el  punto  jc  — 2,  sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  igual  a su  distancia  a dicha  ordenada.  Ver  Fig.  68*4. 


Sera,  <5(jc,  y)  — 2 — x y por  simetria  y — 0.  Para  la  mitad  superior  de  la  placa. 


Mv  = 


//«<*,  ^ ^k(2-x)dxdy  = kSt(2~T+m)dy 

jfs(x,y)xdA  = f k(2-x)xdxdy  = + 


, 64  . 

dV  = is  k, 


Mv  6 


= y.  Las  coordenadas  del  centro  de  masas  son  (If-,  0) 


64  / ^ 


Fig.  68-4 


Fig.  68-5 


Fig.  68-6 


5.  Determinar  el  centro  de  masas  de  un  plato  cuyo  horde  presenta  la  forma  de  media  cardioide  de  ecuaci6n  q ~ 2(1  -f  cos  0), 
sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  proporcional  a su  distancia  al  polo  (Fig.  68-5). 


j’J'  S(p,e)dA  = f J*  kp'pdpde  — (l  + cos0)3dtf  = ~^-kv, 

S*TT  -2(1  + cos  6) 

II  S{p,e)ydA  “II  kp  • p sen  e • p dp  de 


kp  • p sen  e • p dp  de 


= 4/e  I (1  4-  cos  e)*  sen  e de  — y— /c, 


s*  s*  f*TT  ^*2(1  + cos©) 

— II  8(p,  e)  x dA  = | | kp  • p cos  e • p dp  de  = 14kv 

R 0 0 

T _ My  21  _ Mx  96  , . . . , 4 . /21  96 

Luego  x — — - = — , y = - — - = — , y las  coordenadas  del  centro  de  masas  son  — , — - 

10  m 2 5tc  \10  25ji 


6.  Hallar  el  momento  de  inercia,  con  respecto  al  eje  xt  de  un  plato  cuyo  contorno  es  un  arco  de  la  curva  y = sen  x y el 
eje  xt  sabiendo  que  la  densidad  de  cada  punto  es  proporcional  a su  distancia  al  eje  x (Fig.  68-6). 


m - rr  S(x,y)dA  = f ( kydydx  = ^-k  ( sen2 

y r ^ Z 

?*  = S(ar,  y)  y2  dA  = j j'  ky  • yx  • dy  dx  - ^ k j scn4x 


sen 2 x dx  — - kv 

4 


3 . 3 

32 kr  = 8 m 
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7. 


Hallar  la  masa  de  una  esfera  de  radio  r sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  inversamente  proporcional  al  cua- 
drado  de  su  distancia  al  centre  (Fig.  68-7). 

fc  fc 

Tomando  la  esfera  como  indica  la  figura,  <5(x,  y,  z ) = — , - = — y 

x2  + y2  + z2  Q 2 


Fig.  68-7 


Fig. 68-8 


8. 


Determinar  el  centro  de  masas  de  un  cilindro  circular  recto  de  radio  r y altura  h sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto 
es  proporcional  a su  distancia  a la  base  (Fig.  68-6). 


Tomando  el  cilindro  como  se  indica  en  la  figura,  su  ecuacion  es  @ = r,  y el  volumen  a considerar  corresponde  a la 
porcion  de  cilindro  comprendido  entre  los  pianos  z = 0 y z — h,  Evidentemente,  el  centro  de  masas  estd  situado  en 
el  eje  z. 


m 


M*y 


sss  5 (z,p,$)dV  = 4^  J'  kz'pdzdpde  ~ 2kh*  ^ J'  p dp  d$ 

r*i%  i 

kh2r 2 j de  = gforVr1, 

6(zf  pte)  z dV  = 4 J J J kz*  • p dz  dp  de  = | ^3j  J p dp 

f kVr'f'de  = \kvVr*  y * = = f * 


de 


Las  coordenadas  del  centro  de  masas  son  (0, 0,  § h). 
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Problemas  propuestos 


9.  Hallar  la  masa  de: 

(a)  una  barra  recta  de  longitud  a , sabiendo  que  la  densidad  en  cada  punto  es  proporcional  a su  distancia  a uno  de 
los  extremos.  Sol.  ikaz. 

(i b ) un  plato  en  forma  de  tridngulo  rectdngulo  de  catetos  a y b,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  proporcional  a la 
suma  de  sus  distancias  a los  catetos.  Sol.  ikab(a  + b ). 

(c)  un  plato  circular  de  radio  a,  siendo  la  densidad  de  cada  punto  proporcional  a su  distancia  al  centro. 

Sol.  \kazn. 

(d)  un  plato  de  forma  elfptica  de  ecuacidn  b2x2  + a2y2  = a2b2t  siendo  la  densidad  de  cada  punto  proporcional  a la  suma 

de  sus  distancias  a los  ejes.  Sol.  %kab(a  + b). 

(e)  un  cilindro  circular  de  altura  b y radio  de  la  base  a , siendo  la  densidad  en  cada  punto  proporcional  al  cuadrado 

de  su  distancia  al  eje.  Sol . \ka*bn. 

(/)  una  esfera  de  radio  a,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  proporcional  a su  distancia  a un  piano  diametral  fijo. 
Sol.  \kcPn. 

(g)  un  cono  circular  de  altura  b y radio  de  la  base  a , siendo  la  densidad  en  cada  punto  proporcional  a su  distancia  al  eje. 
Sol.  $kazbn. 

(h)  una  superficie  esferica,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  proporcional  a su  distancia  a un  piano  diametral  fijo. 
Sol . 2 kazn. 


10.  Determinar  el  centro  de  masas  de; 

(a)  un  cuadrante  de  9(c).  Sol . (3a/2^,  Za/ht). 

(b)  un  cuadrante  de  un  plato  circular  de  radio  a,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  a su  distancia  a uno  de  los 

radios  Iimites  (eje  jc).  Sol.  (3 a/8,  3an/\6). 

(c)  un  cubo  de  arista  a , siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  a la  suma  de  sus  distancias  a tres  aristas  adyacentes 

(ejes  coordenados).  Sol.  (5a/ 9,  5a/ 9,  5a/9). 

(d)  un  octante  de  una  esfera  de  radio  a,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  a su  distancia  a una  de  las  caras  planas. 
Sol.  (I6a/I5jr,  \ba/\5n>  8a/15). 

(e)  un  cono  circular  recto  de  altura  b y radio  de  la  base  a , siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  a su  distancia  a 

la  base.  Sol.  (0,  0,  2 b/5). 


11.  Hallar  el  momento  de  inercia  de: 

(a)  un  plato  cuadrado  de  lado  a , con  respecto  a un  lado,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  al  cuadrado  de  su 

distancia  a un  extremo  de  dicho  lado.  Sol.  1/liazm. 

(b)  un  plato  circular  de  radio  a , con  respecto  a su  centro,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  al  cuadrado  de  su 

distancia  al  centro.  Sol.  §a2m. 

(c)  un  cubo  de  arista  a , con  respecto  a una  arista,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  al  cuadrado  de  su  distancia 

a un  extremo  de  dicha  arista.  Sol. 

(d)  un  cono  circular  recto  de  altura  b y radio  de  la  base  at  con  respecto  a su  eje,  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual 

a su  distancia  al  eje.  Sol.  *Ua2m, 

(e)  el  cono  de  (d),  siendo  la  densidad  en  cada  punto  igual  a su  distancia  a la  base.  Sol.  i a2m. 


Capitulo  69 


Ecuaciones  diferenciales 


UNA  ECUACION  DIFERENCIAL  es  aquella  en  cuyos  terminos  figuran  derivadas  o diferenciales;  por 


ejemplo,  g + 2 &.  + 3,  , 0, 


dy  — (x  + 2 y)  dx,  etc. 


El  orden  de  una  ecuacion  diferencial  es  el  correspondiente  al  de  la  derivada  de  mayor  indice 
que  figura  en  ella.  La  primera  de  las  ecuaciones  anteriores  es  de  segundo  orden  y la  segunda  es  de 
primer  orden.  Ambas  son  lineales  o de  primer  grado. 


Una  solution  de  una  ecuacion  diferencial  es  toda  re  lac  ion  entre  las  variables  en  la  que  no  figuran 
ni  derivadas  ni  diferenciales  y que  satisface  identicamente  a la  ecuacion.  La  solution  general  de  una 
ecuacion  diferencial  de  orden  n es  aquella  solucion  que  contiene  el  maximo  niimero  {—  n)  de  cons- 
antes  arbitrarias.  (Ver  prob|e|MS  ^ 


ECUACION  DIFERENCIAL  LINEAL  DE  PRIMER  ORDEN.  Es  de  la  forma  Mix,  y)dx  + Nix,  y ) dy 
= 0.  Si  una  ecuacion  de  este  tipo  se  puede  escribir  en  la  forma  particular  fix)  • g2(y)  dx  + f2(x) 
• gx(y)  dy  = 0,  las  variables  son  separables  y la  solucion  viene  dada  por 


J h{x)  J 9-2 


9 iM 

(V) 


dy  = C 


(Ver  Problemas  4-6.) 


Una  funcion  f(x9  y)  es  homogenea  de  grado  /i,  si  /(Ax,  ky)  = k’f(x,  y).  La  ecuacion  M(x,  y)  dx 
+ N(x , y)  dy  = 0 es  homogenea , si  M(x , y)  y N(x , y)  son  homog^neas  del  mismo  grado. 

La  sustitucion 

y = vx,  dy  = v dx  + x dv 

transforma  la  ecuacion  homogenea  en  otra  cuyas  variables,  x e yt  son  separables. 

(Ver  Problemas  7-9.) 


ALGUNAS  ECUACIONES  DIFERENCIALES  se  pueden  resolver,  rapidamente,  si  se  advierte  en  ellas 
la  presencia  de  combinaciones  de  terminos  integrates. 

Otras  ecuaciones,  cuya  solucion  no  es  inmediata  por  el  metodo  anterior,  se  pueden  resolver 

multiplicandolas  por  un  factor  adecuado,  funci6n  de  x e y9  que  recibe  el  nombre  de  factor  inte~ 

grante  de  la  ecuacion.  ...  n .. 

* (Ver  Problemas  10-14.) 

dy 

La  ecuacion  diferencial  lineal  de  primer  orden  + Py  — Q,  siendo  P y Q funciones  de  x so- 

lamente,  tiene  como  factor  integrante  £(x)  = erpjttt  (Ver  Problemas  15-17. 

dy 

Una  ecuacion  de  la  forma  + Py  = Qy \ siendo  n ^ 0,1  y P y Q funciones  de  x unicamente 
se  reduce  a otra  lineal  mediante  la  sustitucion 


y 


l-n 


dy  1 dz 

z’  V d7 


(Ver  Problemas  18-19.) 


1 H 
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Problemas  resueltos 


1.  Demostrar  que  (a)  y = 2ex,  ( b ) y = 3*  y (c)  y — Cj  e*  + C*  jc,  siendo  C,  y C,  constantes  arbitrarias,  son  soluciones 
de  la  ecuacidn  diferencial  y"(l  — x ) 4 y'x — y = 0. 

(a)  Derivando  dos  veces  la  funci6n  y = 2ex  resulta,  y'  = 2ex  c y"  — 2ex.  Sustituyendo  en  la  ecuacidn  diferencial 
dada,  se  obtiene  la  identidad  2e*(l  — x)  4 2e*x  — 2e*  = 0. 

(A)  Derivando  dos  veces  y = Zx  resulta,  y'  = 3 e/'  = 0.  Sustituyendo  en  la  ecuacidn  diferencial  dada  se  Hega  a 
la  identidad  0(1  — x*  4 3x  — 3x  = 0. 

(c)  Derivando  dos  veces  y = Cxex  -1-  Ctx  resulta,  / = C1e*|Cl  c /'  = Qv-.  Sustituyendo  en  la  ecuacidn  dife- 
rencial dada,  se  Hega  a la  identidad  Cx  e*(l  — x)  4 (Cx  ex  4 C9)x  — (Cx  ex  4 C,  x)  — 0. 

La  solucidn  (c)  es  la  solution  general  de  la  ecuacidn  diferencial,  ya  que  contiene  el  numero  apropiado  de  constantes 
arbitrarias.  Las  soluciones  (a)  y ( b ) reciben  el  nombre  de  soluciones  particulares , puesto  que  ambas  se  pueden  obtener 
para  determinados  va lores  de  las  constantes  arbitrarias  de  la  solucidn  general. 


2.  Hallar  la  ecuacidn  diferencial  cuya  solucidn  general  es 

(a)  y = Cx*  — x y (b)  y = Cxx*  4 C*x  4 C, 

(a)  Dirivando  y = Cx%  — x obtenemos  y'  = 2 Cx  — 1.  Despejando,  C = -y  j y sustituyendo  en  la  relacidn 

dada  (solucidn  general)  resulta  y — y ^ ) x%  — x ° ^ y x = ^y4  x. 

(b)  Derivando  tres  veces  y = Cx  x*  4 C2  x 4 C9  resulta,  yf  = 3Clxi  4 C*,  y"  — 6CjX,  y'"  — 6 Cx.  Por  tanto, 
y"  = xy'"  es  la  ecuacidn  pedida. 

Obsdrvese  que  la  relacion  dada  es  una  solucidn  de  la  ecuacidn  ylr  = 0,  pero  no  es  su  solucidn  general,  ya  que 
solamente  contiene  tres  constantes  arbitrarias. 


3.  Hallar  la  ecuacidn  diferencial  de  todas  las  parabolas  cuyo  eje  principal  es  el  eje  Oz, 

La  ecuacidn  de  una  familia  de  parabolas  es  y*  = Ax  4 B , siendo  A y B constantes  arbitrarias. 
Derivando  dos  veces,  obtenemos  2 yy'  = A y 2yy"  + 2 y'1  — 0. 

Luego  2 yy"  4 2y'*  = 0 es  la  ecuacidn  pedida. 


dy  l 4-  y3 

Resolver  -f  4 „ 

dx  xy2(  1 4 x *) 


0. 


Operando,  xy8(l  4 xz)dy  4(14  y*)dx  = 0 d 
bles  separadas.  Luego 


y*  1 

— - — — dy  4 — dx  — 0 que  es  una  ecuacidn  de  varia- 

1 4 yz  *(1  4 x *) 


y2  dy  dx  __  x dx 
1 4 v3  x 1 4-  x1 


In  |1  4 y3 1 4 In  lx|  - ^ In  (1  4 x2)  = c, 

2 In  11  4-  y3\  4 6 In  \x\  - 3 In  (1  4 x3)  - 6c, 


In 


x*(l  4 y 3)3 

(1  + xa)3 


0c 


xfl(l  4 y 3)3 
(1  4 x3)3 


C. 


5. 


dy 

Resolver  — 


l + ya 

1 4 X2  * 


Tendremos 


dy 

1 4 y*  ” 


dx 

r 4 x2- 


Luego  arc  tag  y = arc  tag  x 4 arc  tag  C e 

x 4 C 


y = tag  (arc  tag  x 4 arc  tag  C)  = 


1 — Cx 
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6.  Resolver 


cos1  y 


dy 


dx 


cos*  y sen*  x 


, sec*  ydy  = esc*  x dx,  y tag  y — — cot  x 4-  C 


7.  Resolver  2xy  dy  = (**  — /)  dx. 

La  ecuacion  es  homogfriea  de  segundo  grado.  Haciendo  el  cambio  y = vx,  dy  = v dx  + jc  dv  obtenemos 

2v  dv  dx 
x 


2x  • vx  (v  dx  + jc  dv)  = (jr*  — v*x*)  o sea 


1 — 3v* 

Luego  — i In  |1  — 3v*|  = In  IjcI  + In  c,  In  |1  — 3v*|  + 3 In  |jc[  + In  C'  = 0 6 C'  |;c*(l  — 3v*)l  = 1. 

Ahora  bien  ±C'xl(\  — 3^*/  = Cx\  1 — 3v*>  = 1 y,  haciendo  v = yfx,  C( x*  — 3jcy*>  = 1. 


y y 

8.  Resolver  x sen  ~ (y  dx  4-  x dy)  + y cos  — - (x  dy  — y dx)  = 0. 

La  ecuacidn  es  homog£nea  de  segundo  grado.  Haciendo  el  cambio  y = vxf  dy  = v dx  + x dv  obtenemos 
x sen  v (vjc  dx  + x*  dv  + vx  dx)  + vx  cos  v (x*  dv  + vx  dx  — vx  dx)  — 0 


sen  v (2 v dx  + x dv)  + xv  cos  v dv  = 0, 


sen  v + v cos  v 


/ 


dx 


vsen  v 

Luego  In  |v  sen  v\  -f  2 In  |jc|  = In  C\  x2  m v • sen  v — Ct  y xy  sen  yj x = C. 


dv  + 2 — =0 
x 


9.  Resolver  (jc*  — 2y%)  dy  + 2 xy  dx  = 0. 

La  ecuacion  es  homoglnea  de  segundo  grado.  Haciendo  el  cambio  de  variable  correspond iente,  obtenemos 

4 v dv 


(\—2v2)(vdx  + xdv)  + 2 v dx  = 0, 


1 — 2v*  dx  dv 

dv  H =0,  — 

v(3  — 2v*)  x 


+ * =0 

3v  3(3  — 2v*)  ~ jc 


$ In  |k|  + | In  |3  — 2v*|  + In  |jc|  = In  c,  In  |v|  + In  |3  — 2v%\  + 3 In  |jc|  = In  Cf 
Luego  vjc*(3  — 2v*)  = C y y(3jf*  — 2 y2)  = C. 


10.  Resolver  ( x 1 + y)  dx  + O'*  + x)  dy  ~ 0. 

xl  y* 

Integrando  x*  dx  + (y  dx  + x dy)  + y*  dy  = 0 t^rmino  a tlrmino,  obtenemos  -r — H? jcy  H — — 

3 ^ 4 


= C. 


11.  Resolver  (jc  + e~*  sen  y)  dx  — (y  + e~*  cos  .y)  dy  = 0. 

Integrando  xdx  — ydy  — (e~*  cos  ydy  — e~x  sen  y dx)  = 0,  t^rmino  a termino,  obtenemos 

£jc2  — by*  — e-*  sen  y — C 

12,  Resolver  x dy  — y dx  — 2x3  dx. 

(y  \ x dy  — y dx  t 1 

^ . Luego,  multiplicando  la  ecuacion  dada  por  £(.c)  = 

JC*  X 


13.  Resolver  x dy  4-  y dx  = 2x*y  dx . 

La  expresion  x dy  + y dx  nos  lleva  a d(ln  xy)  = Luego,  multiplicando,  la  ecuacion  dada  por  £(.*,,  y) 


xy 


1 xdy  + ydx 


xy 


xy 


= Zx  dx  y In  Ijvj'I  = x1  4-  C, 


14.  Resolver  x dy  + (3/  — e*)  dx  = 0. 

Multiplicando  la  ecuacion  por  f(jc)  = x*  obtenemos  x 5 dy  4*  3 x*ydx  = x*e*  dx, 
Luego,  jc3/  = [ x*ex  dx  = x2ex  — 2jce*  4-  2ex  4-  C. 
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dy  2 

1$,  j Resolver  = ta*. 

J v 2 r 

Aquf  P(x)  - — , J P(x)  dx  « lnx*.  y {(*)  = **“**  = **. 

Multiplicando  la  ecuaci6n  dada  por  £(x)  = x*  obtenemos  x*  dy  + 2x y dx  = 6.x 8 dx . Luego,  xV  = *•  + C. 

Nota  1.  Despu6s  de  multiplicar  por  el  factor  integral) te,  los  tirminos  del  primer  miembro  de  la  ecuacibn  que  resulta 
forman  una  combination  integrable, 

Nota  2.  El  factor  integrante  de  una  ecuaci6n  dada  no  es  unico.  En  este  problems,  x1,  3x*,  fax',  etc.,  son  todos 
el  los  factores  integrantes.  Es  decir,  hemos  utilizado  la  integral  particular  mis  sencilta  de  P(x)  dx  en  lugar  de  la  integral 
general  In  x%  + In  C = CxK 


dy 

16.  Resolver  tag*  — 4-  y = sec x. 


Tendremos  ^ + y cot  x = esc  x,  J P(x)  dx  = J cot  * dx  = In  |sen  x\  y ((x)  = eln  '•*"  *'  = ]sen  x|. 
Luego  sen  * | ^ 4-  y cot  x j = sen  x esc  x,  sen  xdy  + y cos  xdx  = dx,y  y sen  x = x + C. 


dy 

17.  Resolver  * — xy  = x. 
dx 


AquI  P(x)  = —x,  J P(x)  dx  = —ix>,  y Six)  = e^. 

Luego,  dy  — xye  dx  = xe~,lu'  dx,  ye-"**  = — + C,  e y = Ce1'***  — 1. 


dy 

18.  Resolver  + y = xy *. 
ax 


dy 


La  ecuaci6n  es  de  la  forma  — — Py  ~ Qy*  con  n = 2. 
ax 

dy  dz 

Haciendo  el  cambio  yl~*  — y~x  = z,  y~*  ^ . (Es  conveniente  escnbir  la  ecuaci6n  en  la  forma 

% + r*  = *•>  Luego’  - £ + 2 = *°  £ ~z  = -*• 

El  factor  integrante  es  £(x)  — eJpd*  = *-/*■  = e~*.  Por  tanto,  e~mdz  — ze~*dx  = — xe ~*dx  y ze = xe~* 
4-  e~ * f C.  Finalmente,  como  2 = >~l,  -^-=*+1+  Ce\ 


19.  Resolver  — 4-  y tag  * = y*  sec  x. 


dy 


Ponemos  la  ecuaci6n  en  la  forma  y~z  4 y~%  tag  * — sec  x. 

dy  1 dz  dz 

Haciendo  el  cambio  v-a  — z,  y-8—  = r-  -=-  obtenemos  — 2z  tag  * = — 2 sec  x. 

dx  2 dx  dx 

El  factor  integrante  es  £(x)  = e -*/*•*  * **  =cos*  x.  Luego,  cos*  xdz  — 2z  cos  * sen  * dx  = — 2 cos  xdx,  z cos*  * 

COS*  X 

— 2 sen  x + C,  y = — 2 sen  * + C. 


20.  Se  dispara  una  bala  contra  una  masa  de  arena.  Suponiendo  que  la  resistencia  sea  igual  a la  raiz  cuadrada  de  la  velocidad 
de  la  bala,  calcular  el  tiempo  que  tardari  en  detenerse  total mente  si  su  velocidad,  al  penetrar  en  la  arena,  es  de  49  metros 
por  segundo. 

Sea  v la  velocidad  de  la  bala  t segundos  despuis  de  haberse  introducido  en  la  arena. 

La  retardacibn  serd  = — = V v o - = — dt  y 2 \/T  = — t + C. 

dt  \/7 

Para  r = 0,  v = 49  y c ^ 2\/49^  = 14.  Por  tanto,  2^/ v = — t 4-  14  es  la  ecuaci6n  del  movimiento  de  la  bala. 
Para  v = 0,  t = 14;  es  decir,  la  bala  se  detiene  a los  14  segundos  de  incidir  en  la  arena. 


21.  Un  dep6sito  contiene  500  litros  de  salmuera  siendo  la  cantidad  de  sal  en  solucion  igual  a 100  Wilogramos.  Se  introduce 
en  el  dep6sito  una  corriente  de  agua  que  contiene  100  gramos  de  sal  por  litro  a una  velocidad  de  15  litros  por  minuto. 
La  mezcla  se  mantiene  uniforme  mediante  una  agitaci6n  adecuada  y se  la  extrae  del  dep6sito  a la  misma  velocidad 
anterior.  Hallar  la  cantidad  de  sal  que  contendri  el  dep6sito  al  cabo  de  90  minutos 
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Sea  g (kilogramos)  la  sal  que  hay  en  el  depbsito  al  cabo  de  t minutos,  y^-  la  velocidad  de  variackm  de  dichacan- 
tidad  con  el  tiempo  /. 

En  cada  minuto  llegan  al  deposits  1,5  kg  de  sal,  y $alen  de  £1  9,93g  kg,  Por  tanto,  4r  = 1,5  ^ 9,93 g, 

ai  1,5—0,03$ 

Para  / = 0,  q = 100  y C = ^ ^ ; por  consiguiente,  In  (0,03$  — 1,5)  — — 0,03/  + In  1,5,  0,02$  — 1 = e-0*0*' 
y $ = 50  + 50e“0,°3  '.  Para  / = 90,  $ = 50  + 50e~2'7  = 53,35  kg. 

22.  Bajo  ciertas  condiciones,  el  azucar  en  agua  se  transforma  en  dextrosa  a una  velocidad  proporcional,  en  cada  instante, 
a la  cantidad  de  azucar  sin  transformar.  Sabiendo  que  para  / = 0 la  cantidad  de  azucar  es  de  75  gramos,  y que  al  cabo 
de  30  minutos  se  han  transformado  8 gramos,  hallar  la  cantidad  transformada  al  cabo  de  una  hora  y media. 

Sea  $ la  cantidad  transformada  en  / minutos. 

Tendremos  ~ = k( 75  — q),  — ^ — = k dt,  y In  (75  — q)  = —kt  + C. 
at  75  — q 

Para  / = 0,  q = 0 y C = In  75;  por  tanto,  In  (75  — q)  = — kt  + In  75. 

Para  / = 30,  q = 8,  30*  = In  75 In  67,  y * - 0,0038.  Es  decir,  q = 75(1  — e-°’W3St). 

Para  / = 90,  q — 75(1  — e_0,034)  — 21,6  gramos. 


Problemas  propuestos 


(g)  y = Ci  sen  x + Ca  cos  x 

(h)  y = Cxe*  cos  (3jc  + C,) 
(g)  y"+y  = 0 

0 (h)  y"  — 2y'  + 10y  = 0 

24.  Resolver: 


(a) 

y dy  — 4x  dx  = 0 

Sol. 

y 3 

= 4 x2  + C 

(b) 

y2  dy  — 3jc5  dx  = 0 

Sol . 

2y 

3 = 3 x*  + C 

(c) 

X*y'  = y2(x  — 4) 

Sol . 

X2 

— xy  + 2y  ~ 

Cx2y 

(d) 

(jc  — 2 y)  dy  + (y  + 4*)  dx  — 0 

Sol. 

xy 

— y*  + 2x2  = 

C 

(e) 

(2  y2  + \)y'  = 3 x2y 

Sol. 

y 2 

+ In  \y\  = x3 

+ c 

(/) 

xy'(2y—  1)  = y(  1 —x) 

Sol. 

In 

\xy\  = x + 2y 

+ c 

(?) 

(x2  + y2)  dx  = 2xy  dy 

Sol. 

X2 

i 

V: 

II 

P 

(h) 

(x  + y)dy  = (x  — y)dx 

Sol. 

X2 

II 

1 

(N 

1 

c 

(0 

x(x  + y)dy  — y3  dx  = 0 

Sol. 

y * 

= Cevz 

0) 

xdy  — y dx  + xe~^z  dx  = 0 

Sol. 

evi* 

• + In  |Cx|  = ( 

) 

(k) 

dy  = (3 y + e2x ) dx 

Sol. 

y = 

= ( Cex — \)e2z 

(1) 

x2y2  dy  = (l  — *.k3)  dx 

Sol. 

2. x3y*  = 3 xt  + C 

23.  Hallar  la  ecuaci6n  diferencial  cuya  solucion  general  es: 

(a)  y — Cx2  + 1 (c)  y = Cx2  + C2  (e)  y — Cx  + C2x  + C^x2 

(b)  y = C2x  + C (d)  xy  — x3  — C (/)  y = Clez  + Cte2z 

Sol.  (ay  xy'  = 2 (y  — 1)  (c)  4x2y  = 2x3y'  + (y')2  (e)  y"'  = 0 

(b)  y'=?.(y  — xyy  (d)  xy'+y  = 3x2  (f)  y"-3y'  + 2y  = 


25.  La  tangente  y la  normal  a una  curva  en  un  punto  P(x , y),  cortan  al  eje  x en  T y iV,  y al  eje  y en  S y Af,  respectivamente. 
Hallar  la  familia  de  curvas  que  satisfacen  la  condicion: 

(a)  TP  = PS  ( b ) NM  = MP  (c)  TP  = OP  (d)  NP  = OP. 

Sol.  (a)  xy  — C (b)  2x2  + y2  = C (c)  xy  = C,y  - Cx  (d)x2  ± y2  - C 

26.  Resolver  el  Problema  21  suponiendo  que  al  dep6sito  llega  agua  pura  a raz6n  de  15  litros  por  minuto  y que  la  mezcla 

sale  a la  misma  velocidad.  Sol . 6,7  kg. 


27.  Resolver  el  Problema  26  suponiendo  que  la  mezcla  sale  a raz6n  de  20  litros  por  minuto. 
4 <7  „ 


Ind.  dq  — 


-dt 


100  — / 


Sol.  0,01  kp 


Capilulo  70 


Ecuaciones  diferenciales  de  segundo  orden 

LOS  TIPOS  DE  ECUACIONES  diferenciales  de  segundo  orden  que  vamos  a considerar  son: 

(Ver  Problema  1.) 

(Ver  Problemas  2-3.) 

(Ver  Problemas  4-5.) 

(4)  + P— - + Qy  = Rt  siendo  P y Q constantes  y R una  constante  o una  funcion  de  x 

solamente.  (Ver  Problemas  6-11.) 


(1) 

(2) 

(5) 


a-y 

dx~ 

d!y 

dx2 


= f(x) 


/|3 

71  ’dx 


0 = rn 


it  u 


Si  la  ecuacion  caracteristica  m2  + Pm  + 0 — 0 tiene  dos  raices  distinms , mx  y m2 , la  solucion 
d2y  dy 

general  de  — — + P-- b Qy  — 0 es  y — Cxemix  + C2emzx.  Si  las  dos  raices  son  iguales,  mx  — m2 

= m,  la  solucion  general  es  Cxemx  + C2xemx. 

d2y  dy 

La  solucion  general  de + P + Qy  = 0 (ecuacion  homogenea)  recibe  el  nombre  de  fun - 


d2y  dy 

cion  complementary  de  la  ecuacion  + P + Qy  = R(x).  Si  f{x)  satis  face  a esta  ultima  ecua- 
cion (solucion  particular),  la  solucion  general  es  y — funcion  compiementaria  + f{x). 


Problemas  resueltos 


1. 


Resolver 


d2y 
dx 2 


= xe*  + cos  x . 


Tenemos 


dx 


(*)- 


xex  + cos  xt 


dy_ 

dx 


2. 


Resolver  xi 


d2y 
dx 2 


= a. 


^ (xex  + cos  x)  dx  — xe x — ex  + sen  jc  + Cu  e y — xex  2ex — 
— cos  x + Cijc  + C2 


v t dy  d2y 

Hacemos  p = — ; entonces  -1<r 
dx  dx 2 


~ y la  ecuacion  dada  toma  la  forma  x + xp  — a o x dp  + p dx  = — dx, 
dx  dx  x 


Luego,  xp  — a In  |jc|  -I-  Cu 


= a In  |x|  + C„  dy 


a In  |,v| 


dx 


e y = In8  \x\  + C,  In  \x\  + C2. 


3.  Resolver  xy‘r  -f  yr  + x = 0. 

dy  d2y  dp 

Hacemos  p — -f- . Con  lo  cual  -j-y-  = +-  y la  ecuacion  dada  toma  la  forma 
dx  dp 2 dx 

dp 

x —j^  + p + x = 0ox  dp + pdx  = — x dx 
Luego,  xp  = — Jx2  + Cj,  e y =*  — + Cj  In  |x|  + C2. 
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4.  Resolver  . 4 2y  -----  0. 

dx* 

d 

Como  — (y'8)  = 2>>>'Vmultiplicando  la  ecuacidn  dada  por  2y’  obtenemos 

2j I'v"  = iyy',  y'1  = 4 J*  yy'  dx  = ydy  = 2 j/2  + C, 

Lueg°,  ^ - V2j/*  + C,,  — ^ . = da,  ln|v/2i/  + V2/+C,|  = v/2*  + lnC; 

y2yz  + Ci 

y \/2»  + + Ct  'y  Cie^1 


5.  Resolver  y"  = 


Multiplicando  por  2y'  obtenemos  2y'y" 


. Luego, 


<v')‘  = 4+  c„  ^ ^ + Ciy\  t ^ . = dx,  Vi  + cv  = c,x  + c2 

v ax  y Vl  + Ciy* 


(C.z  + C*)2  - C,2/*  = 1 


6.  Resolver  + 3 — 4>  = 0. 

ax2  dx 

Tendremos  m2  4-  3m  — 4 = 0 y m — 1,  — 4.  La  solucion  general  es  y = Cxex  4-  C2e~*x. 

7.  Resolver + 3^  = 0. 

dx*  dx 

Tenemos  m*  + 3m  = 0 y m = 0,  — 3.  La  solucion  general  es  y — Cx  + C2e  3x. 

8.  Resolver  ^ — 4^-  + 13y  = 0. 

dx*  dx 

Aqui  m*  — 4m  4-  13  = 0 y las  raices  son  mx  — 2 + 3i  y m*  = 2 — 3/.  La  solucion  general  es 
y = cxelt+m*  + C2e(2-3,)x  = e^C^3'*  + C2e-3,x) 

Como  e'ox  = cos  ax  + / sen  ax,  tendremos  e3lx  = cos  3x  + / sen  3x,  e-3,x  = cos  3x,  — i sen  3x,  y la  solucidp  se 
puede  dar  en  la  forma 

y = {Cx  (cos  3x  + t sen  3x)  + C2  (cos  3x  — / sen  3x)} 

— e2x  {(Ci  + Q)  cos  3x  + i{Cx  — Ca)  sen  3x} 

= e2x  (A  cos  3 x B sen  3x) 


9.  Resolver  — 4 + 4y  = 0 

dx*  dx 

Tenemos  m*  — 4m  + 4 = 0 y m = 2,  2.  La  solucidn  general  es  y — Cye2*  + Qxe2*. 


10.  Resolver  — ^ + 3 -7 4y  = 0. 

dx*  dx 

Segun  el  Problema  6,  la  funcidn  complementaria  es  y = Cxer  + Cte~*x. 

Para  encontrar  una  solucidn  particular  de  la  ecuacidn  obs^rvese  que  el  segundo  miembro  es  5(x)  — x*.  Esto  nos 
sugiere  que  la  integral  particular  ha  de  contener  un  termino  en  x*,  y,  quiza,  otros  terminos  obtenidos  por  derivacion 
sucesiva.  Suponiendo  que  es  de  la  forma  y — Ax2  + Bx  + C,  en  donde  AtB  y C son  constantes  a determinar. 

Sustituyendo  y = Ax 8 + Bx  + C,  yf  = 2 Ax  + B}  y"  = 2 A,  en  la  ecuacidn  diferencial  obtenemos 

2A  + 3(2 Ax  + 5)  — 4(Ax2  + Bx  + C)  = x*f  —4 Ax1  + (6A  — 4B)x  + (2,4  + 3 B — 4 C)  - xa 

Como  esto  es  una  identidad  en  x,  — 4A  = 1,  6A  — 4B  = 0,  2/1  + 35  — 4C  — 0. 

Luego  A = — I,  5 = — C = — Jf,  e y = — Jx2  — gjc  — es  una  integral  particular. 

Por  tanto,  la  solucion  general  es  y = Clex  + C2e~4z  — \x2  — jjx  — jii. 
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d*y  dy 

11.  Hallar  la  solucidn  de  la  ecuacidn  diferencial  — 2—, 3y  = cos*, 

dx*  dx 

En  este  caso,  la  ecuaci6n  caractcristica  es  m*  — 2m  — 3 = 0 y sus  soluciones,  m = — 1,  3;  la  fuiici6n  comple- 
mentaria  es  y = C^e~z  + C2eix.  El  segundo  miembro  de  la  ecuacidn  diferencial  nos  hace  pensar  que  una  integral  par- 
ticular sea  de  la  forma  A cos  * + B sen  x. 

Sustituyendo  y = A cos  * + B sen  *,  y ' = if  cos  * — A sen  jc,  y"  = — A cos  x—B  sen  x , en  la  ecuacidn  diferen- 
cial, obtenemos 

( — A cos  * — B sen  *)  — 2 (B  cos  x — A sen  *)  — 3(/t  cos  * + B sen  *)  = cos  x 
— 2(2A  + B)  cos  * + 2 (A  — 2 B)  sen  x = cos  x 

Luego  —2(2 A + B)  = 1,  A — 2B  = 0,  y A = — B = — Vio* 

La  solucidn  general  es  Cxe~x  + Cze2x  — | cos  * — Vio  sen  x = y. 


12.  La  ecuacion  del  movimiento  de  vibracidn  de  un  cuerpo  unido  a un  resorte  es  —r-i — h 16r  = 0,  siendo  la  elongacidn  del 

dr 

ds 

muelle  en  el  instante  /.  Si  para  / = 0,  s — 2 y — — 1,  hallar  s en  funcidn  de  / . 

dt 

Tenemos  m2  + 16  = 0,  m = ±4/,  y la  solucidn  general  es  s = A cos  4/  + Rsen  At. 

Para  / = 0,  s = 2 = A,  por  tanto  5 = 2 cos  4/  + R sen  At. 

Para  t — 0,  ds/dt  = 1 = — 8 sen  At  + AB  cos  At  = AB  y B = £. 

Luego,  la  ecuacidn  es  s — 2 cos  At  + J sen  At. 

dH  dl 

13.  La  intensidad  de  corriente  en  cierto  circuito  eldctrico  viene  dada  por-r^  + 4 — 4-  2504/  = 110.  Si  para  / = 0,  es 

dr  dt 

/ = 0 y =0,  hallar  / en  funcidn  de  t. 
dt 

m2  + 4m  + 2504  = 0;  m = — 2 4-  50/,  — 2 — 50/ ; la  funcidn  complementaria  es  e~2i(A  cos  50/  4-  Rsen  50/). 

La  integral  particular  es  J = 110/2504  = 0,044. 

Por  tanto,  la  solucidn  general  es  / = e~2t  (A  cos  50/  + B sen  50/)  -j-  0,044. 

Para  / = 0,  f — 0 = A -h  0,044;  luego  A = — 0,044. 

Para  t = 0,  = 0 = [(—2 A + 505)  cos  50/  — (25  + 50^)  sen  50/]  = ~1A  + 505. 

dt 

De  donde  B = — 0,0018  y la  relation  pedida  es  / = — e~u  (0,044  cos  50/  4-  0,0018  sen  50/)  4-  0,044. 


14.  Una  cadena  de  4 metros  de  longitud  comienza  a deslizar  por  una  superficie,  sin  rozamiento,  en  el  momento  en  que  pende 
verticalmente  un  tramo  de  1 metro  de  longitud.  Hallar  (a)  su  velocidad  cuando  abandona  la  superficie  el  tiltimo  trozo 
de  cadena  y (b)  el  tiempo  que  tarda  en  abandonar  Ja  superficie. 

Sea  s la  longitud  de  cadena  que  cuelga  en  el  instante  /. 

(a)  La  fuerza  F que  obliga  a deslizar  a la  cadena  es  el  peso  de  la  parte  que  cuelga. 

Fuerza  = masa  x aceleracidn  = ms"  = \mgs  o r"  = 

2 s's"  = i gss*  y (s')2  = \gs2  + Cx. 

Para  / = 0,  s = 1 y s'  = 0,  Luego  C,  = — \g  y s'  = i Vg‘  Vs2  — 1. 

Para  s = 4,  s'  = \V  15*  m/seg, 

{b)  ^ — = i Vgdt  y\n  \ s 4-  Vs2—  1 I = £ Vi*  + C2. 

Vs2  — 1 

Para  / = 0,  s = 1.  Luego  C2  = 0 y In  (5  4-  Vs2  — 1)  = \VJ t. 

2 

Para  5 = 4,  / = — — : In  (4  + \/l5)  sec. 

Vi 

15.  Una  motora  de  245  kilogramos  de  masa  Ileva  una  velocidad  de  20  metros  por  segundo  cuando  se  desconecta  cl  motor 
(en  el  instante  / = 0).  La  resistencia  del  agua  es  proporcional  a su  velocidad  y \ale  100  kilopondios  en  / = 0.  Hallar 
el  espacio  recorrido  hasta  que  la  velocidad  sea  de  5 metros  por  segundo. 

Sea  5 el  espacio  recorrido  por  la  motora  al  cabo  de  / segundos, 

s"  = 


ms"  = — Ks' 


o 


— ks' 
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Para  determinar  k:  Para  / — 0,  j'  — 20,  j"  — ^uerza  _ — Iff/  = — 4 y k = 

masa  245  5 

T1  In  v “ “ T ' + c-  y v = C,e",S- 


ds 

Para  / — 0,  v = 20.  Luego  Ci  — 20,  v — — = 20e 


■v* 


y s = — lOOe'"5  + C2. 


Para  t = 0,  s *=  0.  Luego  C2  — 100  y j = 100(1  — e~l/a). 


Para  v = 5 = 20f-«\  j = 100(1  — J)  = 75  m. 


Problemas  propueslos 

Resolver : 


16.  ^=3*  + 2 

Sol. 

y 

= 

^X3  + X*  + CiX  + Ca 

17.  e*'0=  4(«to+l) 

Sol. 

y 

= 

e8*  + e~2x  + CiX  + C2 

d>y 

18.  = - 9 sen  3* 

Sol. 

y 

= 

sen3x  + CiX  + C% 

- « 

Sol. 

y 

= 

x2  + CiX*  + C2 

20.  pj-  ^ = 2x  - *• 

dx*  dx 

Sol. 

y 

= 

x3/3  + C.  e'  + Ci 

21.  xpL-%L  = g*. 
dx*  dx 

Sol. 

y 

= 

x4  + C1X2  + Ct 

«•  = » 

Sol. 

y 

= 

Ci  ex  + C2  e2r 

* S + 5i  +6»  = » 

Sol. 

y 

= 

Cxe~**  + Cie~3* 

«•  0-£  = • 

Sol. 

y 

= 

Ci  + Cie* 

«■  = « 

Sol . 

y 

3= 

C \xex  + Ciex 

«•  S + »»  = 0 

Sol. 

y 

= 

Ci  cos  3x  + C2  sen  3x 

»•  0-2s+5»  = 0 

Sol. 

y 

= 

cr  (Ci  cos  2x  + Ci  sen  2x) 

«•  £!-*£+*  = • 

Sol. 

y 

= 

e21  (Ci  cos  x + C2  sen  x) 

“•  S + 4e+3»  = 6'  + 23 

Sol. 

y 

= 

Ci  e-T  + Cie~3z  + 2x  + 5 

».  0+*  = <» 

Sol. 

y 

- 

Ci  sen  2x  + C%  cos  2x  + eTr/13 

»■  = *+•- 

Sol. 

y 

= 

C\  e3r  + CiXe*‘  + +|+  A 

d2w 

32.  — 2/  — cos2x  — 2 sen  2x 

Sol. 

y 

= 

Cic*  + Ci€'x  — ^ cos  2x  + | sen  2x 

33.  Una  particula  de  masa  m,  en  un  medio  que  ofrece  una  resistencia  proporcional  a la  velocidad,  esti  sometida  a 
fuerza  atractiva  proporcional  al  desplazamiento.  Hallar  la  ecuaci6n  del  movimiento  si  para  / = 0,  s = 0 y j'  = 

d2s  ds  d*s  ds 

Ind . Aqui  m ---  = — kx  — kts  o sea  — - -f  2 b — + czs  — 0,  b > 0. 

M dt 2 dt  dt * dt 

Sol . Si  b * = c\  s = v9te~u. 

Si  b7  < czf  s — e ~M  sen  V c*  — b 2 /. 

Vc2  — 

Si  A*  > j = v°  . fg(-»+v'»a-*8»  — L 

2 \/b*  — c2 


una 
= V 
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